
 و  Re(z)ويرمز له بالرمز يدعى الجزء الحقيقي xيدعى عدد معقد حيث  i = √−1اعداد حقيقية و  x,yحيث  z = x+iy: العدد  الاعداد المركبة

y  ويرمز له بالرمز يدعى الجزء الخياليIm(z) وتدعى المجموعة {x + iy: x, y ∈ R}   ويرمز لها بالرمز مجموعة الاعداد المعقدةC 

 

   x = a , y = bمتساويان اذا وفقط اذا   ,a+ib x+iyالعددان  -1: ملاحظة 

   x = 0 , y = 0اذا وفقط اذا  x+iy = 0العدد  -2

3- C R ⊂  والعكس غير صحيح 

 

 عددين معقدين فان عملية الجمع للعدين المعقدين تعرف بالشكل    a+ib=  1z x+iy ,=  2z: ليكن  جمع الاعداد المعقدة

 z1 + z2 = (a+ib)+( x+iy)= (a+x)+i(b+y) 

   z 1z +2 جد  2i 2z+2 =و  i 1z+1 =/ ليكن  مثال

 الحل / 

z1 + z2 =(1+i)+(2+2i) = (1+2)+i(1+2) = 3+3i  

  i-3و   i+1جد جمع  مثال /

 الحل / 

(1+i)+(3-i) = (1+3)+i(1-1) = 4+0i = 4 

   i+2و   i+2-جد جمع  مثال /

 الحل / 

(2+i)+(-2+i) = (2-2)+i(1+1) = 0+2i = 2i 

 

 : ملاحظات 

1- 1+z2= z 2+z1z   



2- 3) + z2+ z 1) = (z3+ z 2+ (z 1z 

 

 عددين معقدين فان عملية الطرح للعدين المعقدين تعرف بالشكل    a+ib 1z  = x+iy , 2z =  ليكن طرح الاعداد المعقدة :

 z1 – z2 = (a+ib)-( x+iy)= (a+ib)+( -x-iy) = (a-x)+i(b-y) 

    2z– 1z جد  2i 2z+2 =و  i 1z+1 =/ ليكن  مثال

 الحل / 

z1 - z2 =(1+i)-(2+2i) = (1+i)+(-2-2i)= (1-2)+i(1-2) = -1-i  

  i-3و   i+1 طرحجد  مثال /

 الحل / 

(1+i)-(3-i) = (1+i)+(-3+i) = (1-3)+i(1+1) = -2+2i  

   i+2و   i+2- طرحجد  مثال /

 الحل / 

(2+i)-(-2+i) =(2+i)+( 2-i)= (2+2)+i(1-1) = 4+0i = 4 

 

 

 



 عددين معقدين فان عملية الضرب للعدين المعقدين تعرف بالشكل    a+ib 1z  = x+iy , 2z =ليكن ضرب الاعداد المعقدة : 

 z1 . z2  = (a+ib).( x+iy)= ax+ayi+xbi-by = (ax-by)+i(ay+xb) 

   z 2z .1 جد  2i 2z+2 =و  i 1z+1 =/ ليكن  مثال

 الحل / 

z1 . z2 =(1+i).(2+2i) = (2-2)+i(2+2)= 0+4i = 4i  

   i-3و   i+1جد ضرب  مثال /

 الحل / 

(1+i).(3-i) = (3+1)+( 3-1)i = 4+2i  

   i+2و   i+2-جد ضرب  مثال /

 الحل / 

(2+i).(-2+i) =(-4-1)+( 2-2)i= -5+0i = -5 

 : ملاحظات 

1- 1.z2= z 2.z1z  

2- 3) . z2. z 1) = (z3. z 2. (z 1z  

3- )3. z1) +(z2. z 1) = (z3+ z 2. (z 1z 

 

 عددين معقدين فان عملية الضرب للعدين المعقدين تعرف بالشكل  a+ib 1z  = x+iy , 2z =ليكن قسمة الاعداد المعقدة : 

 
𝑧1

𝑧2
 =  

(𝑎+𝑖𝑏)

(𝑥+𝑖𝑦)
 = 

(𝑎+𝑖𝑏)(𝑥−𝑖𝑦)

(𝑥+𝑖𝑦)(𝑥−𝑖𝑦)
 = 

(ax+by)−i(ay−bx)

(x2+y2)
 = (

𝑎𝑥+𝑏𝑦

𝑥2+𝑦2
) − 𝑖 (

𝑎𝑦−𝑏𝑥

𝑥2+𝑦2
) 

    2z/ 1z جد  2i 2z+2 =و  i 1z+1 =/ ليكن  مثال

 الحل / 

z1 / z2 =(1+i)/(2+2i) = [(2+2)-i(2-2)]/(4+4)= [4-0i] / 8 = 4/8 = 1/2 



   i-3و   i+1جد قسمة  مثال /

 الحل / 

(1+i)/(3-i) = [(3-1)-( -1-3)i]/ (9+1) = [2+4i]/ 10  

   i+2و   i+2-جد قسمة  مثال /

 الحل / 

(2+i)/(-2+i) =[(-4-1)-( 2-2)i]  / (4+1)= [-5-0i] /5= -5/5 = -1 

 



  a-bi z̅ =يعرف بالشكل  zعدد معقد فان مرافق العدد المعقد  z = a+bi: ليكن مرافق العدد المعقد 

  z̅جد    z = 1+iمثال / ليكن 

  i   =z̅-1الحل / 

 

 : مرافق العدد الصحيح عدد صحيح دائماملاحظة 

 

  4و   i-3و   2iمثال / جد مرافق كل من  

 الحل /  

2i̅ = -2i  

3 − i̅̅ ̅̅ ̅̅  = 3+i 

4̅ = 4  

 :  العدد المعقد مرافق واص خ

z2̅   +  z1̅  = (z1ان   اثبت -1 + z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

   x+iy  2z =و a+ib 1z =البرهان : ليكن 

z1 + z2 = (a+ib)+( x+iy) = (a+x)+i(b+y) 

 (z1 + z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (a + x) + i(b + y) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (a+x)-i(b+y) ………..(1 

z1̅  +  z2̅ = (a + ib)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  +(x + iy)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =  (a-ib)+(x-iy) = (a+x)-i(b+y) ………..(2 

 (  ينتج                                          2( و 1من 

 (z1 + z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = z1̅   + z2̅   

 

z2̅ -   z1̅   = (z1اثبت ان   -2 − z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  



   x+iy  2z =و a+ib 1z =البرهان : ليكن 

z1 - z2 = (a+ib)-( x+iy) = (a-x)+i(b-y) 

 (z1 − z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (a − x) + i(b − y) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (a-x)-i(b-y) ………..(1 

z1̅ - z2̅ = (a + ib)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  - (x + iy)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =  (a-ib)-(x-iy) = (a-x)-i(b-y) ………..(2 

 (  ينتج                                          2( و 1من 

 (z1 − z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = z1̅  - z2̅  



.z2̅ .   z1̅  =(z1اثبت ان   -3 z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅  

   x+iy  2z =و a+ib 1z =البرهان : ليكن 

z1 . z2 = (a+ib).( x+iy) = (ax-by)+i(ay+bx) 

(z1. z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (ax − by) + i(ay + bx) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (ax-by)-i(ay+bx) ………..(1 

z1̅ . z2̅ = (a + ib)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  . (x + iy)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =  (a-ib).(x-iy) =ax-ayi-bxi-by = (ax-by)-i(ay+bx) ………..(2 

 (  ينتج                                          2( و 1من 

(z1. z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = z1̅ . z2̅  

̅̅z2̅  /  z1̅  =(z1/z2)اثبت ان   -4 ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

   x+iy  2z =و a+ib 1z =البرهان : ليكن 

z1 / z2 = (a+ib)/( x+iy) =[(a+ib)(x-iy)]/[(x+iy)(x-iy)] = [(ax+by)-i(ay-bx)]/ (x2+y2) 

(z1/z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = [(ax + by) − i(ay − bx)] (x2⁄ + y2) ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = [(ax+by)+i(ay-bx)]/ (x2+y2)………..(1 

z1̅/  z2̅ = (a + ib)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  /  (x + iy)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = (a-ib)/ (x-iy) = (a-ib)(x+iy)/ (x-iy)(x+iy) = [(ax+by)+i(ay-bx)]/ (x2+y2)…… (2 

 (  ينتج                                          2( و 1من 

(z1/z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = z1̅  /  z2̅  

 

  . 2(Re(z))   =z̅z(Im(z))+2و    2iIm(z)   =z̅ -zو   + 2Re(z)   =z̅zاثبت ن  -5

   z = x+iyالبرهان : ليكن 

z= x+iy , z̅ = x-iy  , z + z̅ = (x+iy)+ (x-iy) = (x+x)+i(y-y) = 2x+0i = 2x = 2Re(z) 

z= x+iy , z̅ = x-iy  , z - z̅ = (x+iy)- (x-iy) =(x+iy)+(-x+iy) =  (x-x)+i(y+y) = 0+2yi = 2yi = 2iIm(z) 

z . z̅ = (x+iy).(x-iy) = x2-ixy+ixy +y2 = x2 + y2 = (Re(z))2+(Im(z))2  



   z  =𝑧̿اثبت ان   -6

   z = x+iyالبرهان : ليكن 

z = x+iy , 𝑧̅ = x-iy , 𝑧̿ = x+iy   𝑧̿ = z  

 

z1)   -1جد كل من       2i = 2z+2و   i 1z+1 =مثال / ليكن  + z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅       2- (z1 − z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅        3- (z1. z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅         4- (z1/z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅    

 الحل /  

z1 + z2 = (1+i)+( 2+2i) = (1+2)+i(1+2) = 3+3i 

(z1 + z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 3-3i  

z1 - z2 = (1+i)-( 2+2i) = (1-2)+i(1-2) = -1-i 

(z1 − z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = -1+i  

z1 . z2 = (1+i).( 2+2i) = (2-2)+i(2+2) = 0+4i = 4i 

(z1. z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = -4i  

z1 / z2 = (1+i)/( 2+2i) =[(1+i)(2-2i)] / [(2+2i)(2-2i)] = [(2+2)-i(2-2)]/ (4+4)= 4/8 =1/2 

(z1/z2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 1/2 

 



 تعرف بالشكل    |𝑧|التي يرمز لها بالرمز zعدد معقد فان القيمة المطلقة للعدد المعقد  z = x+iy: ليكن  القيمة المطلقة للعدد المعقد

|z| = √x2 + y2  

   |𝑧|جد   z = 1+iليكن  /مثال 

 الحل /  

|𝑧| = |1 + 𝑖|   = √(1)2 + (1)2  = √1 + 1 = √2 

+ iليكن مثال / 
√3

2
 z = 

1

2
    |𝑧|جد 

 الحل /  

|𝑧| = |
1

2
+

√3

2
𝑖|   = √(

1

2
)2 + (

√3

2
)

2

  = √
1

4
+

3

4
 = √

4

4
 = √1 = 1 

 

   |𝑧|جد  z = √2 + √2 iمثال / ليكن 

 الحل /  

|𝑧| = |√2 +  √2 𝑖 |   = √(√2)2 + (√2)
2
  = √2 + 2 = 2  

 

   |𝑧|جد  z = 1 + √3 iمثال / ليكن 

 الحل /  

|𝑧| = |1 +  √3 𝑖 |   = √(1)2 + (√3)
2
  = √1 + 3 = √4  = 2  

 

 

 



 خواص القيمة المطلقة للعدد المعقد :  

 𝑧|2  =   z . 𝑧̅|   اثبت ان  -1

 البرهان :  

 z . z̅ = (x+iy).(x-iy) = x2- ixy + ixy + y2 = x2 + y2 = |𝑧|2 

 

 𝑧|  2i   ≤  z - z̅|و   𝑧|  2 ≤  z + z̅|    اثبت ان -2

z + z̅ = (x+iy)+ (x-iy) = (x+x)+i(y-y) = 2x + 0i = 2x  ≤  2 √𝑥2 + 𝑦2 = 2 |𝑧| ⟹  z + z̅  ≤ 2 |𝑧|  

z - z̅ = (x+iy)- (x-iy) =(x+iy)+(-x+iy) =  (x-x)+i(y+y) = 0+2yi = 2yi  ≤  2i √𝑥2 + 𝑦2 = 2i |𝑧| ⟹  z - z̅  ≤ 2 i |𝑧|  

 

  |𝑧̅|    =|𝑧|اثبت ان    -3

   z = x+iyليكن البرهان / 

 

z = x + iy , |𝑧| = √𝑥2 + 𝑦2 ,  z̅ = x - iy , |𝑧̅| = √𝑥2 + 𝑦2 ⟹  |𝑧|   = |𝑧̅|    

 



.𝑧1| . |𝑧2|    =  |𝑧1|اثبت ان  -4 𝑧2| 

  a+ib 1z = x+iy , 2z =البرهان : ليكن 

z1.z2 = (ax-by)+i(ay+bx) 

 |z1. z2| = √(ax − by)2 + (ay + bx)2 = √a2x2 − 2axby + b2y2 + a2y2 + 2axby + b2x2  

            = √a2x2 + b2y2 + a2y2 + b2x2 = √a2x2 + a2y2 + b2y2 + b2x2 = √a2(x2 + y2) + b2(x2 + y2)  

           = √(a2+b2)(x2 + y2) = √a2 + b2. √x2 + y2 = |z1| . |z2|     

𝑧1| + |𝑧2|    ≤  |𝑧1|اثبت ان  -5 + 𝑧2| 

 x+iy 2z =و    a+ib  1z =البرهان : ليكن 

|𝑧1 + 𝑧2| 2 = (z1 + z2 )(𝑧1 + 𝑧2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  = (z1 + z2 )( z1̅+z2̅) = z1 z1̅ + z1 z2̅ + z2 z1̅ + z2 z2̅ = |𝑧1| + z1 z2̅ + (𝑧1𝑧2̅)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  + |𝑧2|  

                = |𝑧1| +2Re (z1 z2̅)+ |𝑧2|  ≤ |𝑧1| + 2 |𝑧1𝑧2̅|+ |𝑧2| ≤  |𝑧1| +2 |𝑧1|.|𝑧2̅|+ |𝑧2| ≤  |𝑧1| +2 |𝑧1|.|𝑧2|+ |𝑧2|  

                ≤ (|𝑧1| + |𝑧2| )2 ⟹  |𝑧1 + 𝑧2| 2 ≤ (|𝑧1| + |𝑧2| )2  ⟹ |𝑧1 + 𝑧2| ≤ |𝑧1| + |𝑧2|    

 

اثبت ان    -6
|𝑧1|

|𝑧2|
  =|

𝑧1

𝑧2
|   

 البرهان :   

𝑧1

𝑧2
 =  

(𝑎+𝑖𝑏)

(𝑥+𝑖𝑦)
 = 

(𝑎+𝑖𝑏)(𝑥−𝑖𝑦)

(𝑥+𝑖𝑦)(𝑥−𝑖𝑦)
 = 

(ax+by)−i(ay−bx)

(x2+y2)
 = (

𝑎𝑥+𝑏𝑦

𝑥2+𝑦2) − 𝑖 (
𝑎𝑦−𝑏𝑥

𝑥2+𝑦2) 

|
𝑧1

𝑧2
|= √(

𝑎𝑥+𝑏𝑦

𝑥2+𝑦2)
2

+ (
𝑎𝑦−𝑏𝑥

𝑥2+𝑦2)
2

 = √
(𝑎𝑥+𝑏𝑦)2

(𝑥2+𝑦2)2 +
(𝑎𝑦−𝑏𝑥)2

(𝑥2+𝑦2)2 = √
(𝑎𝑥+𝑏𝑦)2+(𝑎𝑦−𝑏𝑥)2

(𝑥2+𝑦2)2        

      = √
𝑎2𝑥2−2𝑎𝑥𝑏𝑦+𝑏2𝑦2+𝑎2𝑦2+2𝑎𝑥𝑏𝑦+𝑏2𝑥2

(𝑥2+𝑦2)2
  = √

𝑎2𝑥2+𝑏2𝑦2+𝑎2𝑦2+𝑏2𝑥2

(𝑥2+𝑦2)2
  = √

𝑎2𝑥2+𝑎2𝑦2+𝑏2𝑦2+𝑏2𝑥2

(𝑥2+𝑦2)2
      

      =√
𝑎2(𝑥2+𝑦2)+𝑏2(𝑥2+𝑦2

(𝑥2+𝑦2)2
 √

(𝑎2+𝑏2)(𝑥2+𝑦2)

(𝑥2+𝑦2)2
 = √

(𝑎2+𝑏2)

(𝑥2+𝑦2)
 = 

√𝑎2+𝑏2

√𝑥2+𝑦2
 = 

|𝑧1|

|𝑧2|
   

 



𝑎 -اذا وفقط اذا     |a ≤ |𝑧ملاحظة :   ≤ 𝑧 ≤ 𝑎  

𝑧1| + |𝑧2|      ≤ |𝑧1|اثبت ان   -7 − 𝑧2|  

 البرهان :  

|𝑧1 − 𝑧2| = |𝑧1 + (−𝑧2)| ≤   |𝑧1| + |−𝑧2| = |𝑧1| + |𝑧2| ⟹ |𝑧1 − 𝑧2| ≤ |𝑧1| + |𝑧2|       

𝑧1|اثبت ان  -8 + 𝑧2|   ||𝑧1| − |𝑧2|| ≤  

 البرهان :   

z1 = z1 + z2 – z2 ⟹ |𝑧1| =  |𝑧1 + 𝑧2 − 𝑧2|  = |(𝑧1 + 𝑧2) − 𝑧2| ≤ |𝑧1 + 𝑧2| + |𝑧2| ⟹ |𝑧1|  ≤  |𝑧1 + 𝑧2| + |𝑧2|  

|𝑧1| -|𝑧2| ≤  |𝑧1 + 𝑧2| ……… (1 

z2 = z2 + z1 – z1 ⟹ |𝑧2| =  |𝑧2 + 𝑧1 − 𝑧1|  = |(𝑧2 + 𝑧1) − 𝑧1| ≤ |𝑧2 + 𝑧1| + |𝑧1| ⟹ |𝑧2|  ≤  |𝑧1 + 𝑧2| + |𝑧1|  

|𝑧2| -|𝑧1| ≤  |𝑧1 + 𝑧2| ⟹ - (|𝑧1| -|𝑧2|) ≤ |𝑧1 + 𝑧2| ⟹ |𝑧1| -|𝑧2| ≥ − |𝑧1 + 𝑧2| ………… (2  

 ( ينتج     2( و1من 

− |𝑧1 + 𝑧2| ≤  |𝑧1| -|𝑧2| ≤  |𝑧1 + 𝑧2| ⟹  ||𝑧1| − |𝑧2|| ≤  |𝑧1 + 𝑧2|     

 



 الاحداثيات القطبية : 

 و   y = r sin و x = r cosبحيث    z = x+iyالتي تقابل العدد المعقد الغير الصفري  (x,y)قطبية للنقطة احداثيات   ,  r ليكن

r i sin = r( cos + i sin)  +z = r cos z = r(cos  + i sin ) .      يدعى الصيغة القطبية بحيث√𝑥2 + 𝑦2  =r = |𝑧|  و  

 arg(z)   = tan−1 𝑦

𝑥
= .   arg(z)   يدعى القيمة الاساسية للعدد المعقدz  .  

 

 ملاحظات :  

   تكون غير معرفة  على شكل صيغة قطبية لان  كتابته لا يمكن z = 0العدد المعقد  -1

     . ويمكن كتابه الصيغة  هذه الصيغة صيغة اويلر تدعى  i sin+ cos  = ieاي ان    ie بالرمز sini +  cos يمكن نرمز للصيغة  -2

  iz = r e بالشكل   + i sin z = r(cos (  القطبية للعدد المعقد    

3-   i  -e=  i sin - = cos  (-(i sin)+-(cos  =)-i ( e    اي انi  -e = r  (i sin - cos r(   =𝑧̅ 

    

 بالصيغة القطبية  z = 1+iمثال / اكتب العدد المعقد 

 الحل /  

z =1+i , r = √(1)2 + (1)2 = √1 + 1 = √2  , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

1

√2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

1

√2
  ,  = 

𝜋

4
 

z = r(cos  + i sin ) = √2 (cos 
𝜋

4
  + i sin 

𝜋

4
 )  

 

 بالصيغة القطبية  z = 1+√3iمثال / اكتب العدد المعقد 

 الحل /  

z =1+√3i , r = √(1)2 + (√3)
2
 = √1 + 3 = 2  , cos = 

𝑥

𝑟
 = 

1

2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

√3

2
  ,  = 

𝜋

3
 



z = r(cos  + i sin ) = 2 (cos 
𝜋

3
  + i sin 

𝜋

3
 ) 

 

 :   arg(z))) خواص القيمة الاساسية للعدد المعقد

1- )1(z ) + arg1(z ) = arg2.z1(z arg   

   2(z arg = (2 و   z arg)1 = (1 و cos2= r 2z)2i sin+2 (و  cos1= r 1z)1i sin+1( ليكن البرهان : 

z1.z2 = r1(cos1+i sin1). r2(cos2+i sin2) = r1 . r2 . (cos1+i sin1). (cos2+i sin2)  

       = r1 . r2 . [cos1 cos2 +i cos1 sin2 +i sin1 cos2 - sin1 sin2 ]  

       = r1 . r2 . [(cos1 cos2 - sin1 sin2) +i (sin1 cos2 + cos1 sin2)]  

       = r1 . r2 . [cos (1+2)+ sin (1+2)]  

arg (z1.z2) = 1 +2  ⟹ arg (z1.z2) = arg (z1) + arg (z1)  

 



 )  1arg (z –) 1= arg (z (اثبت ان  -2
z1

  z2
arg ( 

   2arg (z = (2 و   z) 1arg = (1 و cos2= r 2z)2i sin+2 (و  cos1= r 1z)1i sin+1 (البرهان : ليكن 

z1

  z2
 = 

r1(cosθ1+i sinθ1)

 r2(cosθ2+i sinθ2)
 = 

r1(cosθ1+i sinθ1)(cosθ2−i sinθ2)

r2(cosθ2+i sinθ2)(cosθ2−i sinθ2)
 = 

r1

  r2
 [(cosθ1 + i sinθ1)(cosθ2 − i sinθ2)]  

     = 
r1

  r2
 [(cosθ1cosθ2 − i cosθ1 sinθ2 + i sinθ1cosθ2 + sinθ1sinθ2)]  

    = 
r1

  r2
 [(cosθ1cosθ2 + sinθ1sinθ2) + i ( sinθ1cosθ2 − cosθ1 sinθ2)] 

    = 
r1

  r2
 [(cos (θ1 − θ2) + i sin (θ1 − θ2)]  

arg ( 
z1

  z2
) =  θ1 − θ2 ⟹ arg ( 

z1

  z2
) = arg (z1) – arg (z1)  

 

  arg (z)  ( =arg( z̅ - اثبت ان   -3

   arg(z) = و  i sin ) z =  r(cos +البرهان : ليكن  

z̅ = r ( cos - i sin ) = r (cos(- ) +i sin (- )) , arg (z̅) = -  ⟹ arg (z̅) = - arg(z)  

 

 ) arg (z)  ( =arg - اثبت ان   -4
1

z
  

    arg(z) = و   z = r(cos (البرهان : ليكن 

1

z
 = 

1

     r(cos +i sin )  
 = 

1(cos −i sin )

r(cos +i sin )(cos −i sin )
 = 

1

r
 [ cos − i sin ] = 

1

r
 [cos(−  ) + isin (− ) ]  

arg ( 
1

z
 ) = − ⟹  arg ( 

1

z
 ) = - arg (z)   

 

 

 



 فان   n+i sinn(cosn= r nz) ,………., 2i sin+2(cos2= r 2z ), 1i sin+1(cos1= r 1z   (ملاحظة /  ليكن

z1 . z2 ….. zn = r1(cos1+i sin1). r2(cos2+i sin2)…… rn (cosn +i sinn)  

                = r1 . r2 …. rn.. [cos (1+2 +…..+n )+i sin(1+2 +…..+n )] 

 فان   z = r (cos+i sin) اذا كان

z . z …. . z = r (cos+i sin). r (cos+i sin2)…… r (cos +i sin)  

                  = r . r …. r .. [cos (++…+)+i sin(++…+)]  = rn . [cos (n)+i sin(n)] 

           zn = rn . [cos (n)+i sin(n)]   

[r (cos +i sin)]n = rn . [cos (n)+i sin(n)]   

rn . (cos +i sin )n = rn . (cos (n)+i sin(n))   

(cos +i sin )n =(cos (n)+i sin(n))   

 صيغة دي موفري    i sin(n)+=(cos (n n)i sin +(cos ((وتسمى الصيغة 

 



 تعرف بالشكل  zعدد معقد مكتوب بالصيغة القطبية فان القوى النونية للعدد المعقد   z = r(cos +i sin )ليكن العدد قوى العدد المعقد :

zn = [r (cos +i sin)]n  = rn . (cos +i sin )n = rn . (cos (n)+i sin(n))    zn  =  rn . [cos (n)+i sin(n)] 

 

   4zجد     z = 1+iمثال : ليكن  

 الحل :  

z =1+i , r = √(1)2 + (1)2 = √1 + 1 = √2  , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

1

√2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

1

√2
  ,  = 

𝜋

4
 , z =  √2 (cos 

𝜋

4
  + i sin 

𝜋

4
 )  

z4 =  [ √2 (cos 
𝜋

4
  + i sin 

𝜋

4
 ) ]4 = (√2)4 (cos 

𝜋

4
  + i sin 

𝜋

4
 )4 =  (√2)4 (cos 4.

𝜋

4
  + i sin  4.

𝜋

4
 ) = 4 (-1+0.i) = - 4  

  

(𝑧)جد      z = 1 - i مثال : ليكن  
8

7 

 الحل :  

z =1- i , r = √(1)2 + (−1)2 = √1 + 1 = √2  , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

1

√2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

−1

√2
  ,  = 2 𝜋 − 

𝜋

4
  = 

7𝜋

4
 ,  

z =  √2 (cos 
7𝜋

4
  + i sin 

7𝜋

4
 )  

z8 /7 =  [ √2 (cos 
7𝜋

4
 + i sin 

7𝜋

4
 )]8 / 7 = (√2)8 /7 (cos 

7𝜋

4
 + i sin 

7𝜋

4
 ) 8 /7 = (√2)8 /7 (cos

8

7
.

7𝜋

4
  + i sin 

8

7
.

7𝜋

4
 )  

       = (√2)8 /7 (1+0.i)  =  (√2)8 /7  

 

(𝑧 )جد    z = -1+i مثال / ليكن  
4

  3
 

 

 الحل :  

z =-1+i , r = √(−1)2 + (1)2 = √1 + 1 = √2  , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

−1

√2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

1

√2
  ,  = 𝜋 −

𝜋

4
  = 

3𝜋

4
   

 



 z =  √2 (cos 
3𝜋

4
  + i sin 

3𝜋

4
 )  

z4 /3 =  [ √2 (cos 
3𝜋

4
  + i sin 

3𝜋

4
 ) ]4 /3 = (√2)4 /3 (cos 

3𝜋

4
  + i sin 

3𝜋

4
 )4 /3 =  (√2)4 /3 (cos 

4

3
.

3𝜋

4
  + i sin  

4

3
.

3𝜋

4
 )  

      = (√2)4 /3  (-1+0.i) = - (√2)4 /3   

 

(𝑧)جد   z = -1- i مثال / ليكن  
2

5
 

 

 الحل :  

z =-1-i , r = √(−1)2 + (−1)2 = √1 + 1 = √2  , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

−1

√2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

−1

√2
  ,  = 

3𝜋

2
−

𝜋

4
  = 

5𝜋

4
   

 z =  √2 (cos 
5𝜋

4
  + i sin 

5𝜋

4
 )  

z2 /5 =  [ √2 (cos 
5𝜋

4
  + i sin 

5𝜋

4
 ) ]2 /5 = (√2)2 /5 (cos 

5𝜋

4
  + i sin 

5𝜋

4
 )2 /5 =  (√2)2 /5 (cos 

2

5
.

5𝜋

4
  + i sin  

2

5
.

5𝜋

4
 )  

      = (√2)2 /5  (0+1.i) = (√2)2 /5 i   

 



   3zجد    +i√3z = 1مثال / ليكن  

 الحل :  

z =1+√3i , r = √(1)2 + (√3)
2
 = √1 + 3 = 2  , cos = 

𝑥

𝑟
 = 

1

2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

√3

2
  ,  = 

𝜋

3
 , z = 2 (cos 

𝜋

3
  + i sin 

𝜋

3
 ) 

z3 = [ 2 (cos 
𝜋

3
  + i sin 

𝜋

3
 )]3 = (2)3 (cos 

𝜋

3
  + i sin 

𝜋

3
 )3 = (2)3 (cos3.

𝜋

3
  + i sin 3.

𝜋

3
 ) = 8(-1+0.i) = - 8  

 

( 𝑧)جد    z = 1- √3i مثال / ليكن  
6

5   

 الحل :  

z =1- √3i , r = √(1)2 + (−√3)
2
 = √1 + 3 = 2  , cos = 

𝑥

𝑟
 = 

1

2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

−√3

2
 ,  = 2 𝜋 − 

𝜋

3
  = 

5𝜋

3
  

z = 2 (cos 
5𝜋

3
  + i sin 

5𝜋

3
 ) 

z6 /5 = [ 2 (cos 
5𝜋

3
  + i sin 

5𝜋

3
 )]6 /5 = (2)6 /5 (cos 

5𝜋

3
  + i sin 

5𝜋

3
 )6 /5 = (2)6 /5 (cos 

6

5
.

5𝜋

3
  + i sin  

6

5
.

5𝜋

3
 ) = (2)6 /5  (1+0.i)  

     =  (2)6 /5   

 

( 𝑧)جد    z = -1+ √3i مثال / ليكن  
3

2   

 الحل :  

z = -1+ √3i , r = √(−1)2 + (√3)
2
 = √1 + 3 = 2  , cos = 

𝑥

𝑟
 = 

−1

2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

√3

2
 ,  =  𝜋 − 

𝜋

3
  = 

2𝜋

3
 ,  

z = 2 (cos 
2𝜋

3
  + i sin 

2𝜋

3
 ) 

z3 /2 = [ 2 (cos 
2𝜋

3
  + i sin 

2𝜋

3
 )]3 /2 = (2)3 /2 (cos 

2𝜋

3
  + i sin 

2𝜋

3
 )3 /2 = (2)3 /2 (cos 

3

2
.

2𝜋

3
  + i sin  

3

2
.

2𝜋

3
 ) = (2)3 /2  (-1+0.i)  

      = - (2)3 /2  



( 𝑧)جد   z = -1- √3i مثال / ليكن  
3

7   

 الحل :  

z = -1- √3i , r = √(−1)2 + (−√3)
2
= √1 + 3 = 2  , cos = 

𝑥

𝑟
 = 

−1

2
  , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

−√3

2
 ,  =  

3𝜋

2
− 

𝜋

3
  = 

7𝜋

6
 ,  

z = 2 (cos 
7𝜋

6
 + i sin 

7𝜋

6
 ) 

z3 /7 = [ 2 (cos 
7𝜋

6
  + i sin 

7𝜋

6
 )]3 /7 = (2)3 /7 (cos 

7𝜋

6
  + i sin 

7𝜋

6
 )3 /7 = (2)3 /7 (cos 

3

7
.

7𝜋

6
  + i sin  

3

7
.

7𝜋

6
 ) = (2)3 /7  (0+1.i)  

        =  (2)3 /7 i 

 

 



 يمكن ايجادها من خلال القانون التالي   zعدد معقد فان  جذور العدد المعقد  x+iy nz =ليكن جذور العدد المعقد : 

zk+1 = √𝑟
𝑛

 [cos(
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)+i sin(

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)] , k = 0 , 1 , 2 ,…, n-1 

  zجد جذور  2z  1 =مثال : ليكن 

 الحل :  

z2 = 1 , r = √(1)2 + (0)2 = √1 + 0 = √1 = 1 , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

1

1
 = 1 , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

0

1
 = 0 ,   = 0 , n = 2 

zk+1 = √𝑟
𝑛

 [cos(
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)+i sin(

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)] , k = 0 , 1  

if    k = 0 

z1 = √1
2

 [cos(
0+2(0)𝜋

2
)+i sin(

0+2(0)𝜋

2
)]  = 1( cos0 +i sin0) = 1(1+0.i) = 1 ⟹ z1 = 1 

if    k = 1 

z2 = √1
2

 [cos(
0+2(1)𝜋

2
)+i sin(

0+2(1)𝜋

2
)]  = 1( cos 𝜋 +i sin 𝜋) = 1(-1+0.i) = -1 ⟹ z2 = -1  

 

  zجد جذور  2z  =- 1مثال : ليكن 

 الحل :  

z2 = -1 , r = √(−1)2 + (0)2 = √1 + 0 = √1 = 1 , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

−1

1
 = -1 , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

0

1
 = 0 ,   = 𝜋 , n = 2 

zk+1 = √𝑟
𝑛

 [cos(
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)+i sin(

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)] , k = 0 , 1  

if    k = 0 

z1 = √1
2

 [cos(
𝜋+2(0)𝜋

2
)+i sin(

𝜋+2(0)𝜋

2
)]  = 1( cos 

𝜋

2
 +i sin 

𝜋

2
 ) = 1(0+1.i) = i ⟹ z1 = i 

if    k = 1 

z2 = √1
2

 [cos(
𝜋+2(1)𝜋

2
)+i sin(

𝜋+2(1)𝜋

2
)]  = 1( cos 

3𝜋

2
 +i sin 

3𝜋

2
) = 1(0 -1.i) = - i ⟹ z2 = - i  



  zجد جذور  3z  1 =مثال : ليكن 

 الحل :  

z3 = 1 , r = √(1)2 + (0)2 = √1 + 0 = √1 = 1 , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

1

1
 = 1 , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

0

1
 = 0 ,   = 0 , n = 3 

zk+1 = √𝑟
𝑛

 [cos(
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)+i sin(

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)] , k = 0 , 1 , 2 

if    k = 0 

z1 = √1
2

 [cos(
0+2(0)𝜋

3
)+i sin(

0+2(0)𝜋

3
)]  = 1( cos0 +i sin0) = 1(1+0.i) = 1 ⟹ z1 = 1  

if    k = 1 

z2 = √1
2

 [cos(
0+2(1)𝜋

3
)+i sin(

0+2(1)𝜋

3
)]  = 1( cos 

2𝜋

3
 +i sin 

2𝜋

3
) = 1(

−1

2
+

√3

2
.i) = 

−1

2
+

√3

2
.i ⟹ z2 = 

−1

2
+

√3

2
 i    

if    k = 2 

z3 = √1
2

 [cos(
0+2(2)𝜋

3
)+i sin(

0+2(2)𝜋

3
)]  = 1( cos 

4𝜋

3
 +i sin 

4𝜋

3
) = 1(

−1

2
 - 

√3

2
.i) = 

−1

2
 - 

√3

2
.i ⟹ z3 = 

−1

2
 - 

 √3

2
 i 

 



  zجد جذور  3z  =- 1مثال : ليكن 

 الحل :  

z3 = 1 , r = √(−1)2 + (0)2 = √1 + 0 = √1 = 1 , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

−1

1
 = -1 , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

0

1
 = 0 ,   =  𝜋 , n = 3 

zk+1 = √𝑟
𝑛

 [cos(
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)+i sin(

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)] , k = 0 , 1 , 2 

if     k = 0 

z1 = √1
2

 [cos( 
𝜋+2(0)𝜋

3
 )+i sin( 

 𝜋+2(0)𝜋

3
 )]  = 1( cos 

𝜋

3
 +i sin 

𝜋

3
 ) = 1(

1

2
 + 

√3

2
 i ) = 

1

2
 + 

√3

2
 i  ⟹ z1 = 

1

2
 + 

√3

2
 i  

if     k = 1 

z2 = √1
2

 [cos( 
𝜋+2(1)𝜋

3
 )+i sin( 

𝜋+2(1)𝜋

3
 )]  = 1( cos 𝜋 +i sin 𝜋) = 1(-1+0.i) = -1 ⟹ z2 =-1   

if     k = 2 

z3 = √1
2

 [cos ( 
𝜋+2(2)𝜋

3
 )+i sin ( 

𝜋+2(2)𝜋

3
 )]  = 1( cos 

5𝜋

3
 +i sin 

5𝜋

3
) = 1( 

1

2
 - 

√3

2
  i ) = 

1

2
 - 

√3

2
 i ⟹ z3 = 

1

2
 - 

 √3

2
 i  

   zجد جذور  i  3z =مثال : ليكن 

 الحل :  

z3 = i , r = √(0)2 + (1)2 = √0 + 1 = √1 = 1 , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

0

1
 = 0 , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

1

1
 = 1 ,   = 

𝜋

2
 , n = 3 

zk+1 = √𝑟
𝑛

 [cos(
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)+i sin(

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)] , k = 0 , 1 , 2 

if    k = 0 

z1 = √1
2

 [cos( 
 𝜋

 2
 +2(0)𝜋

3
)+i sin( 

 𝜋

 2
+2(0)𝜋

3
)]  = 1( cos 

 𝜋

 6
 +i sin 

 𝜋

 6
 ) = 1( 

 √3

 2
 + 

1

 2
.i ) = 

 √3

 2
 + 

1

 2
 i  ⟹ z1 = 

 √3

 2
 + 

1

 2
 i   

if     k = 1 

z2 = √1
2

 [cos( 
 𝜋

 2
 +2(1)𝜋

3
)+i sin( 

 𝜋

 2
 +2(1)𝜋

3
 )]  = 1( cos 

5𝜋

6
 +i sin 

5𝜋

6
 ) = 1( 

−√3

 2
 + 

1

 2
.i ) = 

−√3

 2
 + 

1

 2
 i   ⟹ z2 = 

−√3

 2
 + 

1

 2
 i  

if      k = 2 



z3 = √1
2

 [cos( 
 𝜋

 2
 +2(2)𝜋

3
 )+i sin( 

 𝜋

 2
 +2(2)𝜋

3
 )]  = 1( cos 

9𝜋

6
 +i sin 

9𝜋

6
 ) = 1( 0 -1.i ) = - i  ⟹ z3 = -i 

  zجد جذور  i  -=  3zمثال : ليكن 

 الحل :  

z3 = - i , r = √(0)2 + (−1)2 = √0 + 1 = √1 = 1 , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

0

1
 = 0 , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

−1

1
 = -1 ,   = 

3𝜋

2
 , n = 3 

zk+1 = √𝑟
𝑛

 [cos(
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)+i sin(

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)] , k = 0 , 1 , 2 

if    k = 0 

z1 = √1
2

 [cos( 
 3𝜋

 2
 +2(0)𝜋

3
)+i sin( 

 3𝜋

 2
+2(0)𝜋

3
)]  = 1( cos 

 𝜋

 2
 +i sin 

 𝜋

 2
 ) = 1(0+1.i ) = i  ⟹ z1 = i   

if     k = 1 

z2 = √1
2

 [cos( 
 3𝜋

 2
 +2(1)𝜋

3
)+i sin( 

 3𝜋

 2
 +2(1)𝜋

3
 )]  = 1( cos 

7𝜋

6
 +i sin 

7𝜋

6
 ) = 1( 

−√3

 2
 - 

1

 2
.i ) = 

−√3

 2
 - 

1

 2
 i   ⟹ z2 = 

−√3

 2
 - 

1

 2
 i  

if     k = 2 

z3 = √1
2

 [cos( 
 3𝜋

 2
 +2(2)𝜋

3
 )+i sin( 

 3𝜋

 2
 +2(2)𝜋

3
 )]  = 1( cos 

11𝜋

6
 +i sin 

11𝜋

6
 ) = 1( 

√3

 2
 - 

1

 2
.i ) = 

√3

 2
 - 

1

 2
 i   ⟹ z2 = 

√3

 2
 - 

1

 2
 i  

 

 

 

 

 

 

 

 

 



  zجد جذور  4z  1 =مثال : ليكن 

 الحل :  

z4 = 1 , r = √(1)2 + (0)2 = √1 + 0 = √1 = 1 , cos = 
𝑥

𝑟
 = 

1

1
 = 1 , sin = 

𝑦

𝑟
 = 

0

1
 = 0 ,   = 0 , n = 4 

zk+1 = √𝑟
𝑛

 [cos(
𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)+i sin(

𝜃+2𝑘𝜋

𝑛
)] , k = 0 , 1 , 2 ,3 

if  k = 0 

z1 = √1
2

 [cos(
0+2(0)𝜋

4
)+i sin(

0+2(0)𝜋

4
)]  = 1( cos0 +i sin0) = 1(1+0.i) = 1 ⟹ z1 = 1 

if  k = 1 

z2 = √1
2

 [cos(
0+2(1)𝜋

4
)+i sin(

0+2(1)𝜋

4
)]  = 1( cos 

𝜋

2
 +i sin 

𝜋

2
) = 1(0+1.i) = i  ⟹ z2 = i  

if  k = 2 

z3 = √1
2

 [cos(
0+2(2)𝜋

4
)+i sin(

0+2(2)𝜋

4
)]  = 1( cos 𝜋 +i sin 𝜋) = 1(-1+0.i) = -1 ⟹ z3 = -1  

if  k = 3 

z4 = √1
2

 [cos( 
0+2(3)𝜋

4
 )+i sin( 

0+2(3)𝜋

4
 )]  = 1( cos 

3𝜋

2
 +i sin 

3𝜋

2
) = 1(0 -1.i) = -1 ⟹ z3 = - i    

 wفان هذه القاعدة تسمى دالة معقدة وتكتب بالشكل  wبعدد معقد  ∋ D z: اذا وجدت قاعدة  ما يمكن بواسطتها اقتران اي عدد معقد  الدالة المعقدة

= f(z)   حيث انf  تمثل القاعدة التي بواسطتها يتم تعينw المقابلة الىz   ويطلق علىD  منطلق الدالة f   ويطلق على مجموعة  قيمw  التي تقابل

 .   fبمدى الدالة     zقيم 

 

 ( ان منطلق كل من الدالتين 1مثال : 

1) f(z)= |𝑧 + 2|  

2) f(z) = z2 + z + 1 

  Cهي مجموعة كل نقاط المستوي المعقد 

 



 ان منطلق الدالة   (3

f(x) = 
1

𝑧2+4
 

    z = 2i , -2iماعد ا    Cكل نقاط المستوي المعقد 

 

دالتان تعتمدان على    u ,vالقسم الخيالي عندئذ  vالقسم الحقيقي و u حيث f(x)  هما القسمان الحقيقي والخيالي  للدالة   u , v: لنفرض  ملاحظة

  f(z) = u(x,y) + i v(x,y) وتكتب الدالة المعقدة بالشكل التالي   z = x+iyحيث  x ,yالمتغيرين الحقيقين 

 

    f(z) = u(x,y) + i v(x,y)يمكن ان تكتب على شكل   f(x)فان  2f(z) = z مثال : لتكن 

 الحل : 

 f(z) = z2 = (x+iy)2 = x2 + 2ixy – y2 = (x2 – y2) +i(2xy) = u(x,y) + i v(x,y) , u(x,y) = x2 – y2 , v(x,y) = 2xy 

 

  f(z)يقابلة قيمة واحدة من قيم ∋ D   zاذا كان لكل Dوحيدة القيمة في المنطقة    f(z): تكون الدالة  الدالة وحيدة القيمة

 دالة وحيدة القيمة    z+1 2f(z) = z +مثال : الدالة 

 

  f(z)يقابلة  اكثر من قيمة واحدة من قيم ∋ D   zاذا كان لكل Dمتعددة القيمة في المنطقة   f(z): تكون الدالة  الدالة متعددة القيمة

 دالة متعددة القيمة   f(z) = √𝑧مثال : الدالة  

  

 



∋ دالة متباينة اذا وفقط اذا كان لكل  fيقال بان  Dدالة منطلقها   fلتكن الدالة المتباينة  :  D 2, z 1z  فان 

f(z1) = f(z2) ⟹ z1 = z2      or      z1 ≠ z2 ⟹ f(z1) ≠ f(z2) 

 

 دالة متباينة ام لا   fان  Cا همنطلق  f(z) = z+2مثال : ليكن  

∋ الحل : لكل  C 2, z 1z    فان 

f(z1) = f(z2) ⟹ z1 + 2 = z2 + 2  ⟹ z1 = z2    

 دالة متباينة     fوعليه  

  

 

∋ sاذا وفقط اذا كان لكل شاملةدالة  fيقال بان  Sومداها   Dدالة منطلقها   fلتكنة  : ملاشالدالة ال S  ه يوجد فان z ∈ D بحيث= s f(z)   

 

 ام لا  شاملة  دالة fان  Cومداها  C اهدالة منطلق  f(z) = 2z+2مثال : ليكن  

∋ zالحل : لكل  C    فان 

f(z) = s ⟹ 2z + 2 = s ⟹ 2z = s -2  ⟹ z = 
𝑠−2

2
 , f(z) = f( 

𝑠−2

2
 ) = 2 ( 

𝑠−2

2
 ) + 2 = s – 2 + 2 = s  

∋ sلكل وعليه C   فانه يوجد z ∈ C  بحيث= s f(z)   وعليه f   شاملةدالة   

 

 دالة متباينة وشاملة في نفس الوقت   fدالة متقابلة اذا وفقط اذا كان  fيقال بان  Sومداها  Dدالة منطلقها   f: لتكن الدالة المتقابلة

 

 = f(z)مثال : ليكن 
2𝑧−3

3𝑧−2
   

∋ الحل : لكل  C 2, z 1z    فان 

f(z1) = f(z2) ⟹ 
2𝑧1−3

3𝑧1−2
  = 

2𝑧2−3

3𝑧2−2
  ⟹ 6z1 z2 – 4z1-9z2 + 6 = 6z1 z2- 9z1 – 4z2 +6 ⟹ 9z1 – 4z1 = 9z2 – 4z2  ⟹ z1 = z2   

 دالة متباينة     fوعليه  

∋ zلكل C    فان 

f(z) = s ⟹  
2𝑧−3

3𝑧−2
  = s ⟹ 3zs – 2s = 2z - 3  ⟹  3zs −  2𝑧 =  2s −  3 ⟹ z = 

2𝑠−3

3s−2
  ,  f(z) = f( 

2𝑠−3

3𝑠−2
 ) =  

2(
2𝑠−3

3𝑠−2
)−3

3(
2𝑠−3

3𝑠−2
)−2

  

      = 

4𝑠−6−9𝑠+6

3𝑠−2
6𝑠−9−6𝑠+4

3𝑠−2

 = 
−5𝑠

−5
 = s   

 



∋ sوعليه لكل C   فانه يوجد z ∈ C  بحيث= s f(z)    وعليهf   وعليه دالة شاملة .f  دالة متقابلة  

 

 Dومداها  Sهي التي منطلقها  f -1ويرمز لها بالرمز   fدالة متقابلة فان الدالة العكسية للدالة   fو  Sومداها  Dدالة منطلقها   fلتكنالدالة العكسية : 

 .  1- z = f (w)بحيث ان   D ∈zيوجد    S  ∈w     بحيث لكل 

 

  مثال : ليكن 
2𝑧−3

3𝑧−2
f(z) =    1جد-f    

∋ الحل : لكل  C 2, z 1z    فان 

f(z1) = f(z2) ⟹ 
2𝑧1−3

3𝑧1−2
  = 

2𝑧2−3

3𝑧2−2
  ⟹ 6z1 z2 – 4z1-9z2 + 6 = 6z1 z2- 9z1 – 4z2 +6 ⟹ 9z1 – 4z1 = 9z2 – 4z2  ⟹ z1 = z2   

 دالة متباينة     fوعليه  

∋ zلكل C    فان 

f(z) = s ⟹  
2𝑧−3

3𝑧−2
 = s ⟹ 3zs – 2s = 2z - 3 ⟹ 3zs −  2𝑧 = 2s − 3 ⟹ z = 

2𝑠−3

3s−2
  , f(z) = f( 

2𝑠−3

3𝑠−2
 ) =  

2(
2𝑠−3

3𝑠−2
)−3

3(
2𝑠−3

3𝑠−2
)−2

   

      =  

4𝑠−6−9𝑠+6

3𝑠−2
6𝑠−9−6𝑠+4

3𝑠−2

  = 
−5𝑠

−5
 = s   

∋ sوعليه لكل C   فانه يوجد z ∈ C  بحيث= s f(z)    وعليهf   دالة شاملة . وعليهf  . دالة متقابلة 

 

f -1(z) = s1 ⟹ z = f(s1) ⟹ z = 
2𝑠1−3

3s1−2
 ⟹ 3zs1 – 2z = 2s1 – 3 ⟹ 3zs1 – 2s1 = 2z – 3 ⟹ s1 = 

2𝑧−3

3z−2
 ⟹ f -1(z) = 

2𝑧−3

3z−2
  

 

   يكون   ∘f gويرمز له بالرمز  f , gفان تركيب الدالتين   Eومداها  Sدالة منطلقها   gو لتكن Sومداها  Dدالة منطلقها   fلتكنالدالة المركبة : 

  ∘f (g()(g(f(z))  =zيعرف بالشكل    ∘g) z)()fوان  gهو نفسه منطلق  fمدى  معرفا اذا كان                     

      يكون معرفا اذا كان  ∘g fويرمز له بالرمز  f , gفان تركيب الدالتين  Eومداها  Sدالة منطلقها   fو لتكن Sومداها  Dدالة منطلقها   gواذا كان  

  ∘g (f()(f(g(z))  = zيعرف بالشكل     ∘f) z)()gوان   fهو نفسه منطلق  gمدى 

   ∘g fو  ∘f  gجد  Cومداها  Cدالة منطلقها   g(z) = 3z+2و   Cومداها  Cدالة منطلقها   f(z) = 2z+3مثال : لتكن 

 الحل :   

=3(2z+3)+2 = 6z+9+2  = 6z+11                                                   = g(2z+3)  g(f(z))  =z) ()f (g∘  

=2(3z+2)+3 = 6z+4+3  = 6z+7                                                      = f(3z+2)  f(g(z))  =z)()g (f∘  

  



   ∘f  g∘  ≠ g fمن المثال اعلاه نستنتج ان  

 

   ∘f  g∘  = g fبحيث   f , gمثال : اعطي دالتين مختلفتين 

    Cومداها  Cدالة منطلقها   g(z)= z-1ولتكن Cومداها  Cدالة منطلقها  f(z)= z+1الحل : لتكن 

                                                                                                                                                       g(f(z))  =z)()f (g∘  

g(z+1) = (z+1)- 1 = z                                                                                                                                 =z)()f (g∘  

                                                                                                                                                       f(g(z))  =z)()g (f∘  

f(z-1) = (z-1)+ 1 = z                                                                                                                                    =z)()g (f∘    

  ∘f  g∘  = g fوعليه  

 

L   =limوتكتب كالتالي  0zعند النقطة  Lتملك غاية  fيقال  0zدالة معقدة معرفة عند النقطة  S →D  :f: لتكن  الغاية
z→z0

f(z)  يوجد  ∋  <  0اذا لكل

> 0 δ بحيث< ∈  |f(z) − L| ⟹ < δ  |z − z0| . 

 

lim=  4: بواسطة التعريف برهن  مثال
z→2

2z  

δ |z >بحيث    δ 0 <يوجد  ∋ <  0: لكل الحل − 2| 

|f(z) − L| = |2z − 4| = 2|z − 2| < 2δ   

نفرض 
∈

2
  =δ     وعليه< ∈ |f(z) − L| = |2z − 4|  

limدالتين معقدتين بحيث   f(z) , g(z)لتكن مبرهنة :
z→z0

g(z)   وlim
z→z0

f(z)   موجودة فان 

1) lim
z→z0

    ( f(z) + g(z)) = lim
z→z0

f(z) + lim
z→z0

g(z)   

2) lim
z→z0

( f(z) − g(z)) = lim
z→z0

f(z) - lim
z→z0

g(z) 

3) lim
z→z0

( f(z). g(z)) = lim
z→z0

f(z) . lim
z→z0

g(z)  

4) lim
z→z0

 k  f(z) = k  lim
z→z0

f(z)  



5) lim
z→z0

 (f(z))n = ( lim
z→z0

 f(z))n   

6) lim
z→z0

  
f(z)

g(z)
 = 

lim
z→z0

f(z)

lim
z→z0

g(z) 
 

(2مثال : جد كل من :  lim
z→1+i

 ( 
z−i

z2
 )            1)lim

z→2i
 (z3 + 2z − 5)   

 الحل :       

1)lim
z→2i

 (z3 + 2z − 5 ) = (2i)3 + 2(2i) - 5 = 8i + 4i -5 = 12i – 5 

2) lim
z→1+i

 ( 
z−i

z2  )  = 
1+i−i

(1+i)2 = 
1+i−i

1+2i−1
 = 

1

2i
 = - 

1

2
i 

 



w lim =0فان  iy 0= x 0z+0و    iv 0= u 0w+0ولتكن   f(z)= u(x,y) +iv(x,y)مبرهنة / لتكن 
z→z0

f(z)  اذا وفقط اذا                                                                    

lim
(x,y)→(x0,y0)

u(x, y) =  u0   وlim
(x,y)→(x0,y0)

v(x, y) =  v0  

 

lim  مثال / جد
(x,y)→(1,2)

2i𝑧̅               (2   lim
(x,y)→(0,0)

𝑧

𝑧̅
    

 الحل /  

lim
(x,y)→(1,2)

2i𝑧̅  = lim
(x,y)→(1,2)

2i(x + iy)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  =  lim
(x,y)→(1,2)

2i(x − iy) = 2i (1- 2i ) = 2i+4  

 

lim مثال / جد  
(x,y)→(0,0)

𝑧

𝑧̅
 

 الحل /  

lim
(x,y)→(0,0)

𝑧

𝑧̅
 = lim

(x,y)→(0,0)

x+iy

x+iy̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅
 = lim

(x,y)→(0,0)

x+iy

x−iy
 ,  

 y = 0 , x→0ب حول المحور السيني فان اترالاق

lim
(x,y)→(0,0)

x+iy

x−iy
 = lim

(x,y)→(0,0)

x+0

x−0
 = 1 

 x = 0 ,  y→0الاقتراب حول المحور الصادي فان 

lim
(x,y)→(0,0)

x+iy

x−iy
 = lim

(x,y)→(0,0)

0+iy

0−iy
 = -1  

 فان الغاية غير موجودة  1- ≠ 1بمان 

 

lim( 2   موجودة    z)0f(( 1اذا تحققت الشروط التالية :  0zمستمرة عند النقطة  fيقال الدالة  الاستمرارية  : 
z→z0

f(z)      موجودة 

               3)   lim
z→z0

f(z) = f(z0)  

 



 

مثال : هل ان الدالة  
1

𝑧
f(z) =    0 0 =مستمرة عندz  

(  1الحل :   
1

0
  f(0) =   2      غير معرفة   )

1

0
    = lim

z→0

1

𝑧
  0z 0 =غير معرفة  . وعليه الدالة غير مستمرة عند   

  

مثال / هل ان الدالة  
𝑧̅

𝑧
f(z) =    0 0 =مستمرة عندz  . 

( 1الحل /  
0

0
 f(0) =           2غير معرفة  = ) lim

z→0

𝑧̅

𝑧
  0z 0 =غير موجودة . وعليه الدالة غير مستمرة عند   

 

 . 0z 2 =مستمرة عند  2f(z) = 2z   4+مثال / هل ان الدالة  

 / الحل 

1) f(2) =  2(2)2 + 4 = 8 + 4 = 12 

2) lim
z→2

 (2z2 + 4) =  2(2)2 + 4 = 8 + 4 = 12 

3) lim
z→2

 (2z2 + 4) = f(2)  

 .   0z 2 =وعليه الدالة مستمرة عند  

 

 . 4i -=  0zمستمرة عند   = 6iz+ 2zi2-f(z) هل ان الدالةمثال / 

 الحل /  

1) f(-4i) =  -2i(-4i)2 + (6i)(-4i) = -32i + 24 = 24 + 32 i 

2) lim
z→−4i

 (−2iz2 + 6iz) =  - 2i(-4i)2 + (6i)(-4i) = 32i + 24 = 24 + 32 i 

3) lim
z→−4i

 (−2iz2 + 6iz) = f(-4i)   

 .   4i -=  0zوعليه الدالة مستمرة عند  



 



 اذا كان   A  0zقابلة للاشتقاق عند النقطة  fدالة . يقال ان   C→f : A( و لتكن Cمجموعة جزئية من المستوي المعقد ) Aلتكن  /  المشتقة

         lim
z→z0

f(z)−f(z0)

z−z0
  = lim

∆z→0

f(z0+∆z)−f(z0)

∆z
fموجودة ويرمز لها بالرمز  ∕(z0)   او   

df

dz
 حيث ان     

f /(z0) = lim
∆z→0

f(z0+∆z)−f(z0)

∆z
  or  f /(z0)  =  lim

z→z0

f(z)−f(z0)

z−z0
  . 

    fاذا كانت  0zدالة تحليلية عند النقطة  f. ويقال ان  Aعند كل نقطة من نقاط دالة قابلة للاشتقاق  fاذا كانت  Aدالة قابلة للاشتقاق على  fويقال ان 

 .  0zوجوار النقطة  0zقابلة للاشتقاق عند النقطة 

 

  )بواسطة التعريف( +2i 1  عند النقطة 12f (z) = 3z +مثال / جد مشتقة الدالة 

 الحل /  

f /(z)  = lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)

∆z
  , f(z+z ) = 3(z+z)2 + 1 = 3(z2 +2zz + (z)2 ) +1 = 3z2 +6zz +3(z)2 +1             

f(z) = 3z2+ 1  , f(z+z ) - f(z) = 3z2 +6zz +3(z)2 +1 - 3z2- 1 = 6zz +3(z)2 = z (6z +3z) 

f /(z) = lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)

∆z
 = lim

∆z→0

z (6z +3z)

∆z
  = lim

∆z→0
(6z + 3z) = 6z  

f /(1+2i) = 6(1+2i) = 6 +12i  

 

 )بواسطة التعريف(   2iعند النقطة   23f (z) = 3z +مثال / جد مشتقة الدالة 

 الحل /  

f /(z)  = lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)

∆z
  , f(z+z ) = 3(z+z)3 + 2 = 3z3 +9z2z + 9z(z)2 +3(z)3 +2 

f(z) = 3z3+ 2  , f(z+z ) - f(z) = 3z3 +9z2z + 9z(z)2 +3(z)3 +2 - 3z3 - 2 = z (9z2 + 9z(z) +3(z)2 ) 

f /(z) = lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)

∆z
 = lim

∆z→0

z (9z2 + 9z(z) +3(z)2) 

∆z
  = lim

∆z→0
(9z2  +  9z(z)  + 3(z)2) = 9z2  

f /(2i) = 9(2i)2 = - 36  



 = f (z)مثال / جد مشتقة الدالة  
1

𝑧
 )بواسطة التعريف(   3i-عند النقطة  

 الحل /  

f /(z)  = lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)

∆z
  ,  f(+z ) = 

1

𝑧+∆𝑧
  , f(z) =  

1

𝑧
  , f(z+z ) - f(z) = 

1

𝑧+∆𝑧
  - 

1

𝑧
  = 

𝑧−𝑧−∆𝑧

𝑧(𝑧+∆𝑧)
  = 

−∆𝑧

𝑧2+𝑧∆𝑧
 =   

f /(z) = lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)

∆z
 = lim

∆z→0

−∆𝑧

𝑧2+𝑧∆𝑧
 

∆z
 = lim

∆z→0

−∆𝑧

∆z(𝑧2+𝑧∆𝑧)
 = lim

∆z→0

−1

(𝑧2+𝑧∆𝑧)
  = 

−1

𝑧2  

f /(-3i) = 
−1

(−3𝑖)2
 = 

−1

−9
 = 

1

9
   

 

 )بواسطة التعريف(     16عند النقطة    f (z) = √𝑧مثال / جد مشتقة الدالة  

 الحل /  

f /(z)  = lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)

∆z
 , f(z+z ) = √𝑧 + ∆𝑧 , f (z) = √𝑧 ,  f(z+z ) - f (z) = √𝑧 + ∆𝑧 - √𝑧   

f /(z) = lim
∆z→0

f(z+∆z)−f(z)

∆z
 = lim

∆z→0

√𝑧+∆𝑧 − √𝑧  

∆z
 = lim

∆z→0

√𝑧+∆𝑧 − √𝑧  

∆z
 .  

√𝑧+∆𝑧 + √𝑧  

√𝑧+∆𝑧 + √𝑧
  

       =  lim
∆z→0

𝑧+∆𝑧 − 𝑧  

∆z (√𝑧+∆𝑧 + √𝑧)
 =  lim

∆z→0

1  

 (√𝑧+∆𝑧 + √𝑧)
  = 

1  

 2√𝑧 
  

f /(16) = 
1  

 2√16 
 = 

1  

 8 
   

 

 

 

 



 قوانين المشتقة :  

 ( مشتقة الدالة الثابتة تساوي صفر 1

2  )1-n) = nzn(z  
𝑑

𝑑𝑧
   

3 )1-n) = cnzn(cz 
𝑑

𝑑𝑧
 ثابت   cو    

4 )
d

dz
 [g(z)]    g(z)] = 

d

dz
 [f(z)]   [f(z) 

d

dz
   

5 )
d

dz
 [f(z)]   + g(z) . g(z)]  =  f(z) . 

d

dz
 [ g(z)] . [f(z)  

d

dz
   

6   )  
  g(z) .  

d

 dz
 [f(z)] − f(z) .  

d

dz
 [g(z)] 

[g(z)]2 =[
f(z)

g(z)
] 

d

dz
    

7)  [f(z)] 
d

dz
  . [f(z)]n−1 = n [f(z)]n 

d

dz
    

 

5f(z) = z   2 )f(z) = 3    3)3f(z) = 2z     4)+2)2(3z√𝑧 f(z) =     5)( 1مثال/ جد كل مشتقة كل من :
𝑧−1

𝑧+1
f(z) =     6 )2+3)6f(z)=(z  

 الحل :  

1) 
d

dz
 [f(z)] = 

d

dz
 [z5] = 5 z4  

2) 
d

dz
 [f(z)] = 

d

dz
 [3] = 0  

3)  
d

dz
 [f(z)] = 

d

dz
 [2z3] = 6z2  

4) 
d

dz
 [f(z)] = 

d

dz
 [√𝑧 (3z2+2)] = (√𝑧 )(6z) + (3z2+2)( 

1

2√𝑧
 )  

5) 
d

dz
 [f(z)] =  

d

dz
 [ 

𝑧−1

𝑧+1
 ] =  

  (z+1).(1) − (z−1).(1)

[z+1]2
  =  

  z+1 − z+1

[z+1]2
 =  

  2

[z+1]2
  

6) 
d

dz
 [f(z)] = 

d

dz
 [(z6+3)2] =  2( z6+3)(6z5)  

 



 ريمان :   -شروط  كوشي 

   z = x + iy  Aولتكن    f(z) = u(x,y) + iv(x,y)دالة بحيث  f(z): A→Cولتكن  Cمجموعة جزئية في المستوي المعقد  Aمبرهنة / لتكن 

 تحققان  u , vريمان اذا وفقط اذا كانت  -تحقق شروط كوشي f(z)فان  0zموجودة عند النقطة  f(z)اذا كان مشتقة  A  0+ iy 0= x 0zو          

 ريمان وهذه الشروط هي :   -شروط كوشي         

1) 
∂u

∂x
 = 

∂v

∂y
  or  ux = vy   

2) 
∂u

∂y
 = −

∂v

∂x
  or  uy = - vx   

 

 ريمان  -تحقق شروط كوشي f(z)هل ان  z = x +iyدالة بحيث  2f(z) = zمثال / لتكن 

  v(x,y) = 2xy 2y - 2x , u(x,y) = = u(x,y) + i v(x,y) ) + i (2xy)2 y - 2= ( x 2y -+ i2xy  2= x 2( x + iy ) = 2f(z) = z ,الحل /    

u(x,y) = x2 - y2 , ux = 2x , uy = - 2y , v(x,y) = 2xy , vx  = 2y , vy = 2x  

ux = 2x = vy    ux = vy   ,  uy = - 2y = - vx    uy = - vx   

 ريمان .  –تحقق شروط  كوشي   f(z)وعليه 

 

 



 ريمان  -تحقق شروط كوشي f(z)هل ان  z = x +iyدالة بحيث   = 𝑧|f(z)|2مثال / لتكن 

   = v(x,y) = 02+ y 2x , u(x,y) = = u(x,y) + i v(x,y) + i (0) 2 + y 2= x 2+ y 2x  = 2|𝑧|f(z) ,الحل /                                          

u(x,y) = x2 + y2 , ux = 2x , uy =  2y , v(x,y) = 0 , vx  = 0 , vy = 0  

ux = 2x ≠ vy    ux ≠ vy  , uy =  2y ≠ - vx    uy ≠ - vx   

 ريمان .  –لا تحقق شروط  كوشي   f(z)وعليه 

 

 ريمان  -تحقق شروط كوشي f(z)هل ان  z = x +iyدالة بحيث   = f(z)(z̅)2مثال / لتكن 

   = 2xy -, v(x,y) =  2y - 2x , u(x,y) = i v(x,y) -= u(x,y)  i (2xy) -) 2 y - 2= ( x 2y -i2xy  - 2= x 2iy ) -( x  = 2(z̅)f(z)       الحل / 

u(x,y) = x2 - y2 , ux = 2x , uy = - 2y , v(x,y) = -2xy , vx  = - 2y , vy = - 2x  

ux = 2x ≠ vy    ux ≠ vy   ,  uy = - 2y  ≠ - vx    uy  ≠ - vx   

 ريمان .  –لا تحقق شروط  كوشي   f(z)وعليه 

 .ريمان  -تحقق شروط كوشي f(z)هل ان  z = x + iyدالة بحيث   f(z) = 𝑧̅مثال / لتكن 

  x , v(x,y) = - y , u(x,y) = = u(x,y) - i v(x,y) x - iy    = f(z) =  z̅                                                                              الحل / 

u(x,y) = x , ux = 1 , uy = 0 , v(x,y) = - y , vx  = 0 , vy = - 1  

ux = 1 ≠ vy    ux ≠ vy   ,  uy =  0  = - vx    uy  = - vx   

 ريمان .  –لا تحقق شروط  كوشي   f(z)وعليه 

 

 . ريمان  -تحقق شروط كوشي f(z)هل ان  z = x + iyدالة بحيث   f(z) = zمثال / لتكن 

   = x , v(x,y) =  y , u(x,y) = = u(x,y) + i v(x,y) x + iy  z = f(z)   الحل /                                                                            

u(x,y) = x , ux = 1 , uy = 0 , v(x,y) =  y , vx  = 0 , vy =  1  

 



ux = 1 = vy    ux = vy  ,  uy =  0  = - 0 =  - vx    uy  = - vx   

 .  ريمان –تحقق شروط  كوشي   f(z)وعليه 

 :  ريمان بالصيغة القطبية  –معادلتي كوشي 

r = √x2  و    z = r(cos +i sin)حيث ان  zدالة قابلة للاشتقاق عند النقطة  f(z) = u(r,) + i v(r,)لتكن    + y2  و   = tan−1 y

x
  

    فان
∂v

∂θ
  .  

1

r
 =   

∂u

∂r
 و    

∂u

∂θ
   . 

−1

r
 =  

∂v

∂r
 .v    او      

1

𝑟
=  ru  و  .u 

−1

𝑟
=   rv  

   مثال / لتكن
cosθ

r
− i 

sinθ

r
   f(z) =   هلf(z) ريمان  ام لا ؟  -تحقق معادلتي كوشي 

 الحل /  

u(r,) = 
cosθ

r
  , ur = 

−cosθ

r2
  , u = 

−sinθ

r
   

v(r,) = 
−sinθ

r
  , vr = 

sinθ

r2   , v = 
−cosθ

r
   

ur = 
−cosθ

r2   = 
1

𝑟
 ( 

−cosθ

r
 ) = 

1

𝑟
 .v  ur = 

1

𝑟
 . v 

vr = 
sinθ

r2   = 
−1

𝑟
 ( 

−sinθ

r
 ) = 

−1

𝑟
 .u  vr = 

−1

𝑟
 . u  

 ريمان -تحقق  تحقق معادلتي كوشي f(z)وعليه 

  مثال / لتكن 
sinθ

r
+ i 

cosθ

r
   f(z) =   هلf(z) ريمان  ام لا ؟  -تحقق معادلتي كوشي 

 الحل /  

u(r,) = 
sinθ

r
  , ur = 

−sinθ

r2
  , u = 

cosθ

r
   

v(r,) = 
cosθ

r
  , vr = 

−cosθ

r2   , v = 
−sinθ

r
   

ur = 
−sinθ

r2
  = 

1

𝑟
 ( 

−sinθ

r
 ) = 

1

𝑟
 .v  ur = 

1

𝑟
 . v 

vr = 
−cosθ

r2   = 
−1

𝑟
 ( 

cosθ

r
 ) = 

−1

𝑟
 .u  vr = 

−1

𝑟
 . u  

  ريمان . -تحقق  معادلتي كوشي f(z)وعليه 



تحقق شروط   f(z) = u(x,y) + i v(x,y)دالة بحيث f(z) : A→Cمجموعة جزئية في المستوي المعقد وكانت   Aاذا كانت : بلاس لإمعادلة 

   xyv = yxvو   xyu = yxuوموجودة وكان  xxu , yyu  , xxv  , yyv  , xyu , yxu , xyv  , yxvموجودة  و  f(z)ريمان وكان المشتقة الثانية للدالة  –كوشي 

 تحققان معادلة لإبلاس .    u , vفان   yyu + xxu=  0و   yyv  +xxv=  0وكان  

 

 تحقق معادلة لإبلاس   uهل ان   2y – 2u(x,y) = xمثال : لتكن 

   yy+ u xx,  u 2-=  yy2y , u-=  y= 2 , u xx= 2x , u x,  u 2y – 2u(x,y) = x  2 =- 2                                               0 =الحل :   

 تحقق معادلة لإبلاس .   uوعليه 

 

 تحقق معادلة لإبلاس   uهل ان   v(x,y) = 2xyمثال : لتكن 

    )yy+ v xx, v = 0 yy= 2x , v y= 0 , v xx= 2y , v x, v x,y) = 2xyv 0 + 0 =                                               0 =الحل :   

 تحقق معادلة لإبلاس .   vوعليه 

 

 تحقق معادلة لإبلاس   uهل ان    y 2u(x,y) = x +2مثال : لتكن 

    yy+ u xx,  u = 2 yy= 2y , u y= 2 , u xx= 2x , u x,  u 2+ y 2u(x,y) = x 2 + 2 =  4 =≠                                               0الحل :   

 لا تحقق معادلة لإبلاس .  uوعليه 

 

 تحقق معادلة لإبلاس   uهل ان    2v(x,y) = x + yمثال : لتكن 

    yy+ v xx, v = 2 yy= 2y , v y= 0 , v xx= 1 , v x, v 2v(x,y) = x + y 2 + 0 =  2 =≠                                               0الحل :   

 لا تحقق معادلة لإبلاس .  vوعليه 

 

 و   z = r(cos +i sin)حيث ان  zدالة قابلة للاشتقاق عند النقطة  f(z) = u(r,) + i v(r,) لتكن: بالصيغة القطبية   لإبلاسمعادلة 



  √x2 + y2r =     وtan−1
y

x
=    فانu   0 =تحقق معادلة لإبلاس اذا كان +u r+r u rru 2r   وكذلكv  تحقق معادلة لإبلاس اذا كان 

  = 0 +v r+r v rrv 2r    . 

 

 تحقق معادلة لإبلاس ام لا ؟  uهل ان  ,cos2 2r) = u(rلتكن مثال / 

 الحل /  

u(r,) = r2 cos2 , ur = 2r cos2 , urr = 2 cos2  ,  u(r,) = r2 cos2 , u = - 2r2 sin2 , u = - 4 r2 cos2  

r2 urr +r ur +u = 2 r2 cos2 + 2 r2 cos2 - 4 r2 cos2 = 0  

 تحقق معادلة لإبلاس .   uوعليه 

 

 تحقق معادلة لإبلاس ام لا ؟  vهل ان  ,sin 2 2r) = v(rمثال / لتكن 

 الحل /  

v(r,) = r2 sin2 , vr = 2r sin2 , vrr = 2 sin2  ,  v(r,) = r2 sin2 , v =  2r2 cos2 , v = - 4 r2 sin2  

r2 vrr +r vr +v = 2 r2 sin2 + 2 r2 sin2 - 4 r2 sin2 = 0  

 تحقق معادلة لإبلاس .   vوعليه 

 

 تحقق معادلة لإبلاس ام لا ؟  vهل ان   ,sin  2r) = v(rمثال / لتكن 

 الحل /  

v(r,) = r2 sin , vr = 2r sin , vrr = 2 sin  ,  v(r,) = r2 sin , v =  r2 cos , v = -  r2 sin  

r2 vrr +r vr +v = 2 r2 sin + 2 r2 sin -  r2 sin  ≠  0  

 تحقق معادلة لإبلاس . لا  vوعليه 



 حيث يمكن ان تمثل بالشكل التالي  .  Cمعرفة على جميع نقاط المستوي المعقد  z = x+iyحيث  zf(z) = exp(z) =  e الدالة الاسية :  الةالد

f(z) = exp(z) = ez = ex+iy  = ex . eiy  = ex (cosy + isiny)  

 فان   x = 0اذا كانت  وهي تمثل الدالة الاسية الحقيقية . xf(z) = e فان   y = 0مقاسة بالتقدير الدائري . اذا كانت  yحيث 

 = cosy+i siny  iyf(z) = e وهي تمثل صيغة اويلر  . 

 

   w  z. e =التي تحقق المعادلة  zس / جد قيم 

    z = x + iyو  iew = rلتكن   الحل / 

ex+iy = rei  ex . eiy = rei 

r = ex  log r = log ex   log r = x  x = log |w| , iy = i  y =  +2k , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

ez = w  log ez = log w  z = log ( rei )  z = log r + log(ei )  z = log r +i( +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , ……      

z = log r +i( +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

 

   i  z. e+1 =التي تحقق المعادلة  zمثال / جد قيم 

 الحل /  

ez = 1+i  , r = √(1)2 + (1)2  = √1 + 1 = √2  , sin = 
1

√2
 , cos = 

1

√2
 ,  = 

𝜋

4
   

z = log r +i ( +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

z = log √2 +i ( 
𝜋

4
 +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

 

  i  √3 = 1+ z. eالتي تحقق المعادلة  zمثال / جد قيم 

 



 الحل /  

ez = 1+ √3 i  , r = √(1)2 + (√3)
2
  = √1 + 3 = √4 = 2 , sin = 

√3

2
 , cos = 

1

2
 ,  = 

𝜋

3
   

z = log r +i ( +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

z = log 2 +i ( 
𝜋

3
 +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

 

  iالتي تحقق المعادلة  zمثال / جد قيم 
√3

2
 + 

1

2
=  z. e  

 الحل /  

ez = 
1

2
 + 

√3

2
 i  , r = √(

1

2
)

2

+ (
√3

2
)

2

  = √
1

4
+

3

4
 = √1  = 1 , sin = 

√3

2
 , cos = 

1

2
 ,  = 

𝜋

3
   

z = log r +i ( +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

z = log 1 +i ( 
𝜋

3
 +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

z = i ( 
𝜋

3
 +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

 

 i  التي تحقق المعادلة zمثال / جد قيم 
1

2
  

√3

2
+= z. e  

 الحل /  

. ez = 
√3

2
+ 

1

2
 i , r = √(

√3

2
)

2

+ (
1

2
)

2

  = √
3

4
+

1

4
 = √1  = 1 , sin = 

1

2
 , cos = 

√3

2
 ,  = 

𝜋

6
   

z = log r +i ( +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

z = log 1 +i ( 
𝜋

6
 +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 

z = i ( 
𝜋

6
 +2k ) , k = 0 ,  1 ,  2 , …… 



 خواص الدالة الاسية :  

  |ex   =|ez  ( اثبت ان      1

ex| . |cosy|البرهان :          + isiny)| =|ex| .√cos2y + sin2y  = = |ex. eiy| = |ex(cosy + isiny)|  |ex+iy|  =|ez| 

                   = |ex| = ex   

 

   ze   =iz+2e                  ( اثبت ان                                                                                                                     2

   z. (1+0.i) = eze) =  isin2+. (cos2 z=   e  i2. e  z= e iz+2e البرهان :                                                                       

 

ez1+z2                                                                                                                                                           ez1 =( اثبت ان3 . ez2  

isiny2(cosy . ex2 . )1+isiny1(cosy . ex1=  eiy2 .  ex2.  eiy1.  ex1=  ex2+iy2. ex1+iy1   =ez1+2(البرهان :                 . ez2   

                   = ex1 . ex2.(cosy1+isiny1)(cosy2+isiny2) =  ex1+x2 . [cos(y1+y2)+isin(y1+y2)] =  ex1+x2 . ei(y1+y2)  

                   = ex1+x2+i(y1+y2) =  ex1+x2+iy1+iy2 =  ex1+iy1+x2+iy2 =  ez1+z2  

 

= ez1−z2                                                                                                                                                             ( اثبت ان  4
ez1

ez2
  

cosy2)                 البرهان:    − isiny2) (cosy1 + isiny1) =  ex1−x2  =  
 ex1  (cosy1+isiny1) 

 ex2  (cosy2+isiny2)  
 = 

 ex1   . eiy1 

 ex2  . eiy2  
  

ex1+iy1

 ex2+iy2
 =

ez1

ez2
  

             =  ex1−x2 (cos(y1 − y2) + isin(y1 − y2)) = ex1−x2 . ei(y1−y2) = ex1−x2+i(y1−y2) =  ex1−x2+iy1−iy2  

             =  ex1+iy1−(x2+iy2) =  ez1−z2  

 

 

 



 nz= e n)z(e                   ( اثبت ان                                                                                                                     5

 nx+iny= e iny.enx. (cosny+isinny) = enx= e n. (cosy+isiny) n)x= (e n.(cosy+isiny)]x [ e  =n)iy.ex= (e n)x+iy= (e n)z(e البرهان :  

         = enx+iny = en(x+iy) = enz   

 

̅̅(ez)                    ( اثبت ان                                                                                                                     6 ̅̅ ̅ = ez̅ 

ex(cosy =البرهان :                   − isiny)   .(cosy + isiny)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = (ex)̅̅ ̅̅ ̅ = [ex(cosy + isiny)]̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅   (ex+iy)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ = (ex. eiy)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ (ez)̅̅ ̅̅ ̅ =    

         = ex. (cos(−y) + isin(−y)) = ex. e−iy =  ex−iy =  ez̅  

 

 مشتقة الدالة الاسية : 

(   ze  =) zeدالة اسية معرفة على جميع نقاط المستوي المعقد فان    zf(z) = eلتكن  
d

dz
فان    zدالة بدلالة  u. واذا كانت  

du

dz
  . ue   =) ue  )

d

dz
  

 

ez2(  1مثال/ جد مشتقة كل من : 
    =f(z)            2  )e√z  =f(z)            3  )e(

z−1

z+1
)

  =f(z)                4 )e
z

3  =f(z)   

 الحل /  

 1) 
d

dz
 (f(z)) =   

d

dz
 (ez2

) = ez2
. 2z    

2) 
d

dz
 (f(z)) =   

d

dz
 (e√𝑧) = e√𝑧. 

1

2√𝑧
    

3) 
d

dz
 (f(z)) =   

d

dz
 (e(

z−1

z+1
)) = e(

z−1

z+1
)
. 

(z+1)−(𝑧−1)

(𝑧+1)2
  =   e(

z−1

z+1
)
. 

2

(𝑧+1)2
  

4) 
d

dz
 (f(z)) =   

d

dz
 (e

𝑧

3) = e
𝑧

3. 
1  

3
  

 

  



   iz = reدالة لوغاريتمية حيت  Cالمعرفة على جميع نقاط المستوي المعقد  w = log(z): تسمى الدالة  الدالة اللوغاريتمية

 

    w = log(z)التي تحقق المعادلة   wس : جد قيم  

  و   iz = reالحل : ليكن 

w = log(z)  w= log(rei)  w = logr + log (ei)  w = log|z| + iarg(z)   

log(z) = log|z| + i(θ + 2kπ), k = 0 ,  1 , ..…                                                                            

   log(1+i)مثال : جد قيمة 

 =  ,  الحل :                                                         
π

4
  

1

√2
 , cos =   , sin = 

1

√2
  = √2  √(1)2 + (1)2 =|z| , z = 1+i  

log(z) = log|z| + i(θ + 2kπ)   log(1+i) = log √2 + i( 
π

4
+ 2kπ) , k = 0 ,  1 ,..…                                                          

                                                                            

  iمثال : جد قيمة )
1

2
+

√3

2
 log ( 

 الحل : 

                                     ,  = 
π

3
  

1

2
 , cos =   , sin = 

√3

2
  = 1   = √1   = √

1

4
+

3

4
  √(

1

2
)

2

+ (
√3

2
)2=|𝑧|  , i  

1

2
+

√3

2
 z =    

log(z) = log|z| + i(θ + 2kπ)  log( 
1

2
+

√3

2
i) = log1 + i( 

π

3
+ 2kπ) = 0 + i( 

π

3
+ 2kπ) = i( 

π

3
+ 2kπ) , k = 0 ,  1 , ..…  

 

  iمثال : جد قيمة )
√3

2
+

1

2
 log ( 

 الحل : 

                                     ,  = 
π

6
  

√3

2
 , cos =   , sin = 

1

2
  = 1   = √1   = √

3

4
+

1

4
  √(

√3

2
)

2

+ (
1

2
)2=|𝑧|  , i  

√3

2
+

1

2
 z =    

log(z) = log|z| + i(θ + 2kπ)  log( 
√3

2
+

1

2
i) = log1 + i( 

π

6
+ 2kπ) = 0 + i( 

π

6
+ 2kπ) = i( 

π

6
+ 2kπ) , k = 0 ,  1 , ..…  



  log(1+ √3 i)مثال : جد قيمة 

 =  ,                            الحل :      
π

3
  

1

2
 , cos =   , sin = 

√3

2
 2 = = √1 + 3  = √4  √(1)2 + (√3)2 =|z| , z = 1+ √3 i 

log(z) = log|z| + i(θ + 2kπ)   log(1+√3 i) = log 2 + i( 
π

3
+ 2kπ) , k = 0 ,  1 ,..…                                                        

                                                 

  log(√3+i)مثال : جد قيمة 

 =  ,                          الحل :      
π

6
 

√3

2
 , cos =   , sin = 

1

2
 2 = = √3 + 1  = √4  √(√3)

2
+ (1)2 =|z| , z = √3+i  

log(z) = log|z| + i(θ + 2kπ)   log(√3+i) = log 2 + i( 
π

6
+ 2kπ) , k = 0 ,  1 ,..…                                                        

 

 خواص الدالة اللوغاريتمية : 

   log(z1) = log(z2.z1log(z + (2 (( اثبت ان                                                                                                             1

.|z1|)                                                البرهان :  |z2|) + i(arg(z1) + arg (z2))log |z1. z2| +) = log2.z1log(z

iarg(z1. z2) = 

                  = log|z1| + log|z2| + iarg(z1) + iarg (z2) = log|z1| + iarg(z1) + log|z2| + iarg (z2) = log(z1) + log(z2) 

 

2log(z -) 1) = log(z (( اثبت ان                                                                                                                  2
z1

z2
log(   

)log                                                                     البرهان : 
|z1|

|z2|
) + i(arg(z1) − arg (z2)) log(

z

z
) = log|

z1

z2
| + iarg (

z1

z2
) = 

            = log|z1| − log|z2| + iarg(z1) − iarg (z2) = log|z1| + iarg(z1) - log|z2| − iarg (z2) = log(z1) - log(z2)  

 

 

 



 عدد معقد يمكن تعريف دالتي الجيب والجيب تمام الزائدي كالاتي  z: ليكن  الدوال الزائدية

sinhz =  
ez − e−z

2
   ,  coshz =  

ez + e−z

2
 

 كالاتي  ويمكن تعريف بقية الدوال الزائدية 

tanhz = 
𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧    ,  cothz = 
𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧

𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧  ,  sechz = 
2

ez + e−z   ,  cschz =  
2

ez − e−z    

 مشتقة الدوال الزائدية / 

1) 
d

dz
(sinhz) = 

d

dz
( 

ez − e−z

2
 ) = 

ez + e−z

2
 = coshz  

d

dz
(sinhz) = coshz  

2) 
d

dz
(coshz) = 

d

dz
( 

ez + e−z

2
 ) = 

ez − e−z

2
 = sinhz  

d

dz
(coshz) = sinhz  

3) 
d

dz
(tanhz) = 

d

dz
( 

𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧 ) = 
(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧) (ez+ e−z)−(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)

(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)2  = 
𝑒2𝑧+ 1 + 1+ 𝑒−2𝑧−(𝑒2𝑧 −1 −1 + 𝑒−2𝑧)

(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)2  = 
4

(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)2  

                    =   ( 
2

 ez + e−z )2 = sech2z   
d

dz
(tanhz) = sech2z  

4) 
d

dz
(cothz)= 

d

dz
( 

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧

𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧 ) = 
(𝑒𝑧− 𝑒−𝑧) (ez − e−z)−(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)

(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)2  = 
𝑒2𝑧 −1 −1 + 𝑒−2𝑧−(𝑒2𝑧+ 1 + 1+ 𝑒−2𝑧)

(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)2  = 
−4

(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)2  

                    =  - ( 
2

 ez − e−z )2 = - csch2z   
d

dz
(cothz) = - csch2z   

5)
d

dz
(sechz) = 

d

dz
( 

2

𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧 ) = 
(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)( 0)−(2)(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)

(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)2  =
−(2)(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)

(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)2 =
−2

(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)
 .

(𝑒𝑧− 𝑒−𝑧)

(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)
  = - sechz tanhz  

  
d

dz
(sechz) = - sechz tanhz 

5)
d

dz
(cschz) = 

d

dz
( 

2

𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧
 ) = 

(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)( 0)−(2)(𝑒𝑧 +  𝑒−𝑧)

(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)2
 =

−(2)(𝑒𝑧 + 𝑒−𝑧)

(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)2
=

−2

(𝑒𝑧 − 𝑒−𝑧)
 .

(𝑒𝑧 +  𝑒−𝑧)

(𝑒𝑧  −  𝑒−𝑧)
  = - cschz cothz  

  
d

dz
(cschz) = - cschz cothz  

 

 فان مشتقة الدوال الزائدية تصبح كالاتي :  zبدلالة  uاذا كانت  / مبرهنة

 



1) 
d

dz
(sinhu) = coshu . 

du

dz
 

2) 
d

dz
(coshz) = sinhu . 

du

dz
 

3) 
d

dz
(tanhu) = sech2u . 

du

dz
 

4) 
d

dz
(cothu) = - csch2u . 

du

dz
                       

5)  
d

dz
(sechu) = - sechu tanhu . 

du

dz
 

6) 
d

dz
(cschu) = - cschu cothu . 

du

dz
   

 

𝑧sinh            2) 2z)-2tanh(z           3)√( 1مثال / جد مشتقة كل من : 
𝑧

𝑧−1
)sech(           4)csch(coshz)         5 )sinhz)coth(   

 الحل / 

1) 
d

dz
(sinh√𝑧) = cosh√𝑧 . 

1

2√𝑧
  

2) 
d

dz
(tanh(z2-2z)) = sech2(z2-2z) .(2z-2)  

3)  
d

dz
(sech(

𝑧

𝑧−1
)) = - sech(

𝑧

𝑧−1
) tanh(

𝑧

𝑧−1
) . 

(𝑧−1)(1)−𝑧

(𝑧−1)2
 =  - sech(

𝑧

𝑧−1
). tanh(

𝑧

𝑧−1
) . 

−1

(𝑧−1)2
  

4) 
d

dz
(csch(coshz)) = - csch(coshz) . coth(coshz) . sinhz   

5) 
d

dz
(coth(sinhz)) = - csch2(sinhz) . coshz  

 

 

 



 :  خواص الدوال الزائدية

                                                                                                                              sinhz = sinhx cosy + icoshx siny( اثبت ان 1

                               البرهان :      
ex(cosy+isiny)−e−x (cosy−isiny)

2
    =      

ex.eiy − e−x.e−iy

2
   = sinhz =  

ez − e−z

2
  =  

ex+iy − e−x−iy

2
  

 = 
excocy + iexsiny −e−xcosy+ie−xsiny

2
  =  

cosy(ex−e−x)+ isiny(ex+e−x)

2
  = 

cosy(ex−e−x) 

2
 + 

isiny(ex+e−x) 

2
  

 = sinhx cosy + icoshx siny  

 

 = coshx cosy + isinhx siny  coshz( اثبت ان                                                                                                      2

                            :  البرهان 
ex(cosy+isiny) + e−x (cosy−isiny)

2
   =      

ex.eiy + e−x.e−iy

2
  =   coshz =  

ez + e−z

2
  =  

ex+iy + e−x−iy

2
  

 = 
excocy + iexsiny + e−xcosy − ie−xsiny

2
  =  

cosy(ex + e−x)+ isiny(ex − e−x)

2
  = 

cosy(ex + e−x) 

2
 + 

isiny(ex− e−x) 

2
  

 = coshx cosy + isinhx siny  

 

cosh2z   1 =( اثبت ان                                                                                                                    3 − sinh2z 

 =البرهان :          
(ez + e−z)2 − (ez − e−z)2

4
  

(ez − e−z)2

4
  -   

(ez + e−z)2

4
  =( 

ez + e−z

2
 )

2

− ( 
ez − e−z

2
 )

2

  =      cosh2z − sinh2z 

                                   =  
e2z + 2 + e−2z−(e2z−2 + e−2z)

4
  =  

e2z + 2 + e−2z−e2z+ 2 − e−2z

4
  =  

4

4
= 1 

 

 y  2x + sin2=  sinh  |sinhz|2( اثبت ان                                                                                                              4

 sinhx cosy + icoshx siny  = sinhzالبرهان : بما ان                                                                                                

|sinhz|2 = sinh2x cos2y + cosh2x sin2y = sinh2x (1 - sin2y) + (1 + sinh2x ) sin2y  

                 = sinh2x – sinh2x  sin2 y + sin2y + sinh2x  sin2y =  sinh2x + sin2y  



 y  2x + cos2=  sinh  |coshz|2( اثبت ان                                                                                                              5

 coshx cosy + isinhx siny  = coshzالبرهان : بما ان                                                                                                

|coshz|2 = cosh2x cos2y + sinh2x sin2y = (1+ sinh2x) cos2y + sinh2x (1 - cos2y) 

                 = cos2y + sinh2x  cos2 y + sinh2x - sinh2x  cos2y =  sinh2x + cos2y  

  

  z= e coshz + sinhz       ( اثبت ان                                                                                                                     6

=    zeالبرهان :                                                          
ez+ e−z+ ez− e−z

2
   =      (

ez− e−z

2
  )+   

ez + e−z

2
 =    coshz + sinhz   

 

  z-= e sinhz  -coshz       ( اثبت ان                                                                                                                     7

=    z-eالبرهان :                                                           
ez+ e−z− ez + e−z

2
   =      (

ez − e−z

2
  ) -  

ez + e−z

2
 =    sinhz -coshz  

 

      z-e -=  coshz  - sinhz                                           ( اثبت ان                                                                             8

=    - z-e                           البرهان :                                 
ez− e−z− ez − e−z

2
   =      (

ez + e−z

2
  ) -  

ez − e−z

2
 =   coshz -  sinhz     

 



 عدد معقد يمكن تعريف دالتي الجيب والجيب تمام كالاتي  z: ليكن  مثلثيةالدوال ال

sinz = 
eiz − e−iz

2i
  , cosz = 

eiz + e−iz

2
   

 ويمكن تعريف بقية الدوال الزائدية كالاتي  

tanz = -i ( 
eiz − e−iz

eiz + e−iz )   ,  cotz = i ( 
eiz + e−iz

eiz − e−iz ) ,  secz = 
2

eiz + e−iz   ,  cscz =  
2i

eiz − e−iz    

  /المثلثية  مشتقة الدوال

1) 
d

dz
(sinz) = 

d

dz
( 

eiz − e−iz

2i
 ) = 

ieiz + ie−iz

2i
 = 

eiz + e−iz

2
  =  cosz  

d

dz
(sinz) = cosz  

2) 
d

dz
(cosz) = 

d

dz
( 

eiz + e−iz

2
 ) = 

ieiz − ie−iz

2
 = - ( 

eiz − e−iz

2i
 )  = - sinz  

d

dz
(cosz) = - sinz  

3) 
d

dz
(tanz) = 

d

dz
(−i(

eiz − e−iz

eiz + e−iz)) = (-i)[ 
(eiz + e−iz) (ieiz+ ie−iz)−(eiz − e−iz)(ieiz −i e−iz)

(eiz + e−iz)
2 ]    

                  = [
e2iz+ 1 + 1+ e−2iz−(e2iz −1 −1 + e−2iz)

(eiz + e−iz)
2 ] = [ 

4

(eiz + e−iz)
2 ] = sec2z   

d

dz
(tanz) = sec2z  

4) 
d

dz
(cotz) = 

d

dz
(i ( 

eiz + e−iz

eiz − e−iz )) = (i)[ 
(eiz − e−iz) (ieiz −i e−iz)−(eiz + e−iz)(ieiz +i e−iz)

(eiz  − e−iz)
2 ]  

                   = (-1)[ 
e2iz −1 −1 + e−2iz−(e2iz+ 1 + 1+ e−2iz)

(eiz − e−iz)
2  ] = 

4

(eiz − e−iz)
2  = - (

2i

 eiz − e−iz)2  = - csc2z   

5)
d

dz
(secz) = 

d

dz
( 

2

eiz + e−iz ) = 
(eiz + e−iz)( 0)−(2)(ieiz − ie−iz)

(eiz  +  e−iz)
2  = 

−(2i)(eiz − e−iz)

(eiz + e−iz)
2 =

2

(eiz + e−iz)
 .

(−i)(eiz− e−iz)

(eiz + e−iz)
  

                 =  secz tanz  
d

dz
(secz) = secz tanz 

5)
d

dz
(cscz) = 

d

dz
( 

2i

eiz − e−iz
 ) = 

(eiz − e−iz)( 0)−(2)(ieiz +  ie−iz)

(eiz − e−iz)
2  =

−(2i)(eiz + e−iz)

(eiz − e−iz)
2 = −

2

(eiz − e−iz)
 .

(i)(eiz +  e−iz)

(eiz  −  e−iz)
   

                 = - cscz cotz    
d

dz
(cscz)  = - cscz cotz  

 

 

 



 تصبح كالاتي :  مثلثيةفان مشتقة الدوال ال zبدلالة  uاذا كانت  /مبرهنة 

 

1) 
d

dz
(sinu) = cosu . 

du

dz
 

2) 
d

dz
(cosz) =- sinu . 

du

dz
 

3) 
d

dz
(tanu) = sec2u . 

du

dz
 

4) 
d

dz
(cotu) = - csc2u . 

du

dz
                       

5)  
d

dz
(secu) =  secu tanu . 

du

dz
 

6) 
d

dz
(cscu) = - cscu cotu . 

du

dz
   

 

𝑧√( 1مثال / جد مشتقة كل من :  + 2sin            2 )z)+62(z tan           3)
2𝑧

𝑧+1
)( sec           4)(cosz)  csc        5)(sinz) cot   

 الحل / 

1) 
d

dz
(sin√𝑧) = cosh√𝑧 + 2 . 

1

2√𝑧+2
  

2) 
d

dz
(tan (z2+6z)) = sec2(z2+6z) .(2z+6)  

3)  
d

dz
(sec (

2𝑧

𝑧+1
)) =  sec (

2𝑧

𝑧+1
) tan (

2𝑧

𝑧+1
) . 

(𝑧+1)(2)−2𝑧

(𝑧+1)2  =   sec (
2𝑧

𝑧+1
). tan (

2𝑧

𝑧+1
) . 

2

(𝑧+1)2  

4) 
d

dz
(csc (cosz)) = - csc (cosz) . cot (cosz) . -sinz   

5) 
d

dz
(cot (sinz)) = - csc2(sinz) . cosz  

 

 

 



  خواص الدوال المثلثية :

 sinz = sinx coshy + i cosx sinhy( ا ثبت ان                                                                                                        1

 

 البرهان :      
e−y(cosx+isinx)−ey (cosx−isinx)

2i
     =

eix.e−y − e−ix.ey

2i
 =   

ei(x+iy) − e−i(x+iy)

2i
  =  

eix−y − e−ix+y

2i
    = sinz =  

eiz − e−iz

2i
 

= 
e−ycosy+ie−ysinx−ey cosx+ieysinx

2i
  =  

cosy(e−y−ey)+isinx(ey+e−y)

2i
  =  

isinx(e−y+ey)−cosx(ey−e−y)

2i
                                   

          =  
sinx(e−y+ey)

2
  -  

cosx(ey−e−y)

2i
  = 

sinx(e−y+ey)

2
  +  

icosx(ey−e−y)

2
  = sinx coshy + icosx sinhy  

  

 cosx coshy - i sinx sinhy  =cosz ( اثبت ان                                                                                                       2

     البرهان :  
e−y(cosx+isinx) + ey (cosx−isinx)

2
      =

eix.e−y + e−ix.ey

2
  =    

ei(x+iy) + e−i(x+iy)

2
  =  

eix−y + e−ix+y

2
      = cosz =  

eiz + e−iz

2
 

= 
e−ycosx+ie−ysinx + ey cosx−ieysinx

2
  =  

cosx(e−y+ ey)+isinx(− ey+e−y)

2
 =   

cosx(ey+ e−y)−isinx( ey−e−y)

2
                           

          =  
cosx(ey+e−y)

2
 -  

isinx(ey−e−y)

2
  = cosx coshy – i sinx sinhx   

 

 y2x + sinh2= sin  |sinz|2( اثبت ان                                                                                                                   3

 sinz = sinx coshy + i cosy sinhyالبرهان : بما ان                                                                                                   

y  2xsinh2sin-y2y+ sinh2x sinh2x +sin2y = sin2x) sinh2sin-y)+(12x (1+sinh2y = sin2x sinh2y + cos2x cosh2= sin  |sinz|2 

                                y                                                                                                                            2x + sinh2sin =  

  

 y2x + sinh2= cos  |cosz|2( اثبت ان                                                                                                                  4

 

 



 cosz = cosx coshy - i siny sinhyالبرهان : بما ان                                                                                                 

y2xcosh2cos-y2y+sinh2x sinh2x +cos2y = cos2x)sinh2cos-y)+(12x (1+sinh2y = cos2x sinh2y+sin2x cosh2= cos  |cosz|2 

                               y                                                                                                                            2x + sinh2cos  = 

 

 siniz = isinhz              ( اثبت ان                                                                                                                     5

 =  isinhz البرهان  :                                                        
i (ez −e−z)

2
   = 

−(ez −e−z)

2i
   = 

e−z − ez

2i
   =

ei(iz) − e−i(iz)

2i
 siniz =  

 

 cosiz = coshz             (  اثبت ان                                                                                                                    6

 =   coshz البرهان  :                                                                         
ez + e−z

2
    = 

e−z + ez

2
   =

ei(iz) + e−i(iz)

2
 cosiz =  

 

 isinz = sinhiz              ( اثبت ان                                                                                                                     7

 =     sinhiz البرهان  :                                                                         
(eiz −e−iz)

2
   = 

eiz − e−iz

2
   =

i(eiz −e−iz)

2i
 isinz =  

 

 cosz = coshiz             (  اثبت ان                                                                                                                    8

 =    coshiz البرهان  :                                                                                                
eiz + e−iz

2
    =

eiz + e−iz

2
 cosz =  

 



  الدوال الزائدية العكسية /

1) z1-sinh   هو الدالة العكسية للدالةsinhz ويعرف بالشكل التالي   z1-w = sinh  اذا وفقط اذا   
ew − e−w

2
= z = sinhw  

2) z1-hcos   هو الدالة العكسية للدالةcoshz   ويعرف بالشكل التاليz1-hcosw =   اذا وفقط اذا   
ew + e−w

2
z = coshw =  

3) z1-htan  هو الدالة العكسية للدالةtanhz   ويعرف بالشكل التاليz1-htanw =   اذا وفقط اذا   
ew − e−w

ew + e−whw =tanz =   

4) z1-hcot   هو الدالة العكسية للدالةcothz   ويعرف بالشكل التاليz1-hcotw =   اذا وفقط اذا   
ew + e−w

ew − e−wz = cothw =  

5) z1-hsec   هو الدالة العكسية للدالةsechz   ويعرف بالشكل التاليz1-hsecw =   اذا وفقط اذا   
2

ew + e−whw =secz =   

6) z1-hccs    هو الدالة العكسية للدالةchzcs   ويعرف بالشكل التاليz1-hccsw =   اذا وفقط اذا   
2

ew − e−w
z = cschw =  

 

 خواص الدوال الزائدية العكسية :

z  [    اثبت ان (1 + √z2 + 1log[z = 1-sinh  

 البرهان / 

 w = sinh-1z  sinhw = sinh(sinh-1z)  sinhw = z   
ew − e−w

2
 = z   ew – e- w = 2z  ew - 2z – e- w = 0   

  e2w - 2zew -1= 0  ew = 
2z∓√4z2+4

2
  ew = z ∓ √z2 + 1  w = log[z + √z2 + 1]  sinh-1z = log[ z + √z2 + 1] 

 

z  [    اثبت ان (2 + √z2 − 1z = log[1-hcos  

 البرهان / 

 w = cosh-1z  coshw = cosh(cosh-1z)  coshw = z   
ew + e−w

2
 = z   ew + e- w = 2z  ew - 2z + e- w = 0   

  e2w - 2zew+1= 0  ew = 
2z∓√4z2− 4

2
  ew = z ∓ √z2 − 1  w = log[z + √z2 − 1]  cosh-1z = log[ z + √z2 − 1] 

 

 z] -log[1   اثبت ان (3
1

2
 -]  1+z log[ 

1

2
 z =1-htan   

 

 



 البرهان / 

 w = tanh-1z  tanhw = tanh(tanh-1z)  tanhw = z   
ew − e−w

ew + e−w = z   ew – e- w = z ew + z e- w   

e2w - 1 = z e2w + z  e2w - z e2w = 1+ z  e2w(1- z)= (1+ z)  e2w =  
1+ 𝑧

1−𝑧
  2w = log[ 

1+ 𝑧

1−𝑧
 ]  w = 

1

2
 log[ 

1+ 𝑧

1−𝑧
 ]  

w = 
1

2
 log[ 1 + z] - 

1

2
 log[ 1 − z]  tanh-1z =  

1

2
 log[ 1 + z] -  

1

2
 log[ 1 − z]  

 

 ]zlog-1 [   اثبت ان (4
1

2
 -]  1+z log[ 

1

2
 z =1-hcot  

 البرهان / 

 w = coth-1z  cothw = coth(coth-1z)  cothw = z   
ew + e−w

ew − e−w = z   ew + e- w = z ew - z e- w   

e2w + 1 = z e2w- z  ze2w - e2w = z + 1  e2w(z -1)= (z +1)  e2w =  
𝑧+ 1

𝑧−1
  2w = log[ 

𝑧+ 1

𝑧−1
 ]  w = 

1

2
 log[ 

𝑧+ 1

𝑧−1
 ]  

w = 
1

2
 log[ z + 1] - 

1

2
 log[ z − 1]  tanh-1z =  

1

2
 log[ z + 1] -  

1

2
 log[ z − 1]  

 

  [    اثبت ان (5
1+√1−z2

𝑧
z = log[1-hsec  

 البرهان / 

 w = sech-1z  sechw = sech(sech-1z)  sechw = z   
2

ew + e−w
 = z   zew + ze- w = 2  zew - 2 + ze- w = 0   

  ze2w - 2ew+z = 0  ew = 
2∓√4−4z2

2z
  ew = 

1∓√1−z2

z
  w = log[ 

1+√1−z2

𝑧
]  sech-1z = log[ 

1+√1−z2

𝑧
] 

 

      اثبت ان (1
1+√1+z2

𝑧
]z = log[1-hcsc  

 البرهان / 

 w = csch-1z  cschw = csch(csch-1z)  cschw = z  
2

ew − e−w = z   zew – ze- w = 2  zew - 2 – ze- w = 0   

 ze2w - 2ew -z= 0  ew = 
2∓√4+4z2

2z
  ew = ew = 

1∓√1+z2

z
  w = log[ 

1+√1+z2

𝑧
]  csch-1z = log[ 

1+√1+z2

𝑧
] 

 



  : الزائدية العكسية  مشتقة الدوال

اثبت ان   (1
d

dz

1

√1 + z2
z) = 1-(sinh  

 البرهان /  

w = sinh-1z  sinhw = sinh(sinh-1z)  sinhw = z  coshw . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

coshw
  

dw

dz
 = 

1

√1+sinh2w
  

 
dw

dz
 = 

1

√1+z2
   

d

dz
(sinh-1z) = 

1

√1 + z2
  

 

(اثبت ان  2
d

dz

1

√z2−1
z) = 1-hcos(  

 البرهان /  

w = cosh-1z  coshw = cosh(cosh-1z)  coshw = z  sinhw . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

sinhw
  

dw

dz
 = 

1

√sinh2w−1
  

 
dw

dz
 = 

1

√z2−1
   

d

dz
(cosh-1z) = 

1

√z2−1
  

 

اثبت ان   (3
d

dz

1

1− z2  =z) 1-htan(  

 البرهان /  

w = tanh-1z  tanhw = tanh(tanh-1z)  tanhw = z  sech2 w . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

sech2 w 
  

dw

dz
 = 

1

1−tanh2w
  

 
dw

dz
 = 

1

1− z2   
d

dz
(tanh-1z) = 

1

1− z2  

 

اثبت ان   (4
d

dz

1

1− z2
z) = 1-hcot(  

 البرهان /  

w = coth-1z  cothw = coth(coth-1z)  cothw = z  - csch2 w . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

− csch2 w 
  

dw

dz
 = 

1

1−coth2w
  

 
dw

dz
 = 

1

1− z2     
d

dz
(coth-1z) =  

1

1− z2  

 

اثبت ان (5
d

dz
  

1

−z√1−𝑧2
z) = 1-hsec(  



 البرهان /  

w = sech-1z  sechw = sech(sech-1z)  sechw = z  - sechw . tanh w . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

− sechw .tanh w 
  

 
dw

dz
 = 

1

− sechw .√1−sech2w
    

dw

dz
 = 

1

−z √1−𝑧2
    

d

dz
(sech-1z) =  

1

−z √1−𝑧2
   

 

اثبت ان (6
d

dz
  

1

−z √𝑧2+1
z) = 1-hcsc( 

 البرهان /  

w = csch-1z  cschw = csch(csch-1z)  cschw = z  - cschw . coth w . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

− cschw .coth w 
  

 
dw

dz
 = 

1

− cschw .√csch2w +1
    

dw

dz
 = 

1

−z √𝑧2+1
    

d

dz
(csch-1z) =  

1

−z √𝑧2+1
   

 

 فان مشتقة الدوال الزائدية العكسية كالاتي :    zدالة بدلالة  uمبرهنة / لتكن 

1)
d

dz
(sinh-1u) = 

1

√1 + u2
 . 

du

dz
      

2) 
d

dz
(cosh-1u) = 

1

√u2−1
 . 

du

dz
  

3) 
d

dz
(tanh-1u) =  

1

1− u2 . 
du

dz
  

4) 
d

dz
(coth-1u) =  

1

1− u2 . 
du

dz
  

5) 
d

dz
(sech-1u) = 

1

−u√1−u2
 . 

du

dz
  

6) 
d

dz
(csch-1u) = 

1

−u√1 + u2
 . 

du

dz
  

 

 2z1-sinh       2)  √𝑧1-tanh         3( )+23(z1-sech(  1مبرهنة / جد مشتقة كل من : 

 الحل /  

1) 
d

dz
(sinh-1z2) = 

1

√1 + z4
 . (2z) 

2) 
d

dz
(tanh-1√z) =  

1

1− (√z)
2 . 

1

2√z
 

3) 
d

dz
(sech-1(z3 +2) = 

1

−(z3 +2)√1−(z 3+2)2
 . (3z2) 



 العكسية / مثلثية الدوال ال

1) z1-sin  هو الدالة العكسية للدالةsinz   ويعرف بالشكل التاليz1-w = sin  اذا وفقط اذا   
eiw − e−iw

2i
z = sinw =  

2) z1-cos  هو الدالة العكسية للدالةcosz   ويعرف بالشكل التاليz1-cosw =   اذا وفقط اذا   
eiw + e−iw

2
z = cosw =  

3) z1-tan  هو الدالة العكسية للدالةtanz    ويعرف بالشكل التاليz1-tanw =   اذا وفقط اذا)  
eiw − e−iw

eiw + e−iw
i( -z = tanw =   

4) z1-cot  هو الدالة العكسية للدالةcotz    ويعرف بالشكل التاليz1-cotw =   اذا وفقط اذا)  
eiw + e−iw

eiw − e−iwz = cotw = i(  

5) z1-sec  هو الدالة العكسية للدالةsecz    ويعرف بالشكل التاليz1-secw =   اذا وفقط اذا   
2

eiw + e−iwz = secw =  

6) z1-csc   هو الدالة العكسية للدالةcscz    ويعرف بالشكل التاليz1-cscw =   اذا وفقط اذا   
2i

eiw − e−iwz = cscw =  

 

  : العكسية  مثلثيةمشتقة الدوال ال

اثبت ان   (1
d

dz

1

√1 + z2
z) = 1-(sin  

 البرهان /  

w = sin-1z  sinw = sin (sin-1z)  sinw = z  cosw . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

coshw
  

dw

dz
 = 

1

√1−sin2w
  

 
dw

dz
 = 

1

√1−z2
   

d

dz
(sin-1z) = 

1

√1− z2
  

 

(اثبت ان  2
d

dz

−1

√1−z2
z) = 1-cos(  

 البرهان /  

w = cos-1z  cosw = cos (cos-1z)  cosw = z  - sinw . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

−sinw
  

dw

dz
 = 

−1

√1−cos2w
  

 
dw

dz
 = 

−1

√1−z2
   

d

dz
(cos-1z) = 

−1

√1−z2
  

 

اثبت ان   (3
d

dz

1

1+ z2  z) =1-tan(  

 البرهان /  

w = tan-1z  tanw = tan (tan-1z)  tanw = z  sec2 w . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

sec2 w 
  

dw

dz
 = 

1

1+tan2w
  



 
dw

dz
 = 

1

1+ z2   
d

dz
(tan-1z) = 

1

1+ z2  

 

اثبت ان   (4
d

dz

−1

1+ z2z) = 1-cot(  

 البرهان /  

w = cot-1z  cotw = cot (cot-1z)  cotw = z  - csc2 w . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

− csc2 w 
  

dw

dz
 = 

−1

1+cot2w
  

 
dw

dz
 = 

−1

1+ z2
     

d

dz
(cot-1z) =  

−1

1+ z2
  

 

اثبت ان (5
d

dz
    

1

z √𝑧2−1
  z) =1-sec(  

 البرهان /  

w = sec-1z  secw = sec (sec-1z)  secw = z   secw . tanw . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

 secw .tanw 
  

 
dw

dz
 = 

1

 secw .√sec2w−1
    

dw

dz
 = 

1

z √𝑧2−1
    

d

dz
(sec-1z) =  

1

z √𝑧2−1
   

 

اثبت ان (6
d

dz
  

−1

z √𝑧2−1
  z) =1-csc( 

 البرهان /  

w = csc-1z  cscw = csc (csc-1z)  cscw = z  - cscw . cotw . 
dw

dz
 = 1  

dw

dz
 = 

1

− cscw .cotw 
  

 
dw

dz
 = 

−1

 cscw .√csc2w−1
    

dw

dz
 = 

−1

z √𝑧2−1
    

d

dz
(csc-1z) =  

−1

z √𝑧2−1
   

 

 العكسية كالاتي :   فان مشتقة الدوال الزائدية  zدالة بدلالة  uمبرهنة / لتكن 

1)
d

dz
(sin-1u) = 

1

√1− u2
 . 

du

dz
      

2) 
d

dz
(cos-1u) = 

−1

√1−u2
 . 

du

dz
  

3) 
d

dz
(tan-1u) =  

1

1+ u2 . 
du

dz
  

4) 
d

dz
(cot-1u) =  

−1

1− u2
 . 

du

dz
  



5) 
d

dz
(sec-1u) = 

1

u√u2−1
 . 

du

dz
  

6) 
d

dz
(csc-1u) = 

−1

u√ u2−1
 . 

du

dz
  

 

 2z1-cos       2)  √𝑧1-cot         3( )+23(z1-ccs(  1مبرهنة / جد مشتقة كل من : 

 الحل /  

1) 
d

dz
(cos-1z2) = 

−1

√1− z4
 . (2z) 

2) 
d

dz
(cot-1√z) =  

−1

1− (√z)
2 . 

1

2√z
 

3) 
d

dz
(csc-1(z3 +2) = 

−1

(z3 +2)√(z 3+2)2−1
 . (3z2) 

 


