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محاضرات الدكتور نوري فرحان المیاحي
في 

Mathematical  Analysis I) 1(تحلیل ریاضي 
التحلیل الریاضي من المواضیع المھمة في الریاضیات لان دراستھ توسع مدارك الطلبة في التحلیل والاستنتاج 

التحلیل الریاضي إلا انھ یوجد ھنالك تشابھ بین مفردات حسبان التفاضل والتكامل وبین مفردات.للمسائل الریاضیة 
فرق كبیر في طریقة دراسة ھذه المفردات ففي الوقت الذي یكون فیھ  التأكید على تعلم  المھارات في استخدام بعض 

یكون التأكید في موضوع التحلیل الریاضي . المفاھیم مثل الاشتقاق والتكامل في موضوع حسبان التفاضل والتكامل
كیفیة تطورھا وعلى البناء المنطقي للموضوع ككل وباختصار یكون التأكید في موضوع  على المفاھیم نفسھا و

حسبان التفاضل والتكامل على الإجابة على الأسئلة من نوع كیف ؟ بینما یكون التأكید في موضوع التحلیل الریاضي 
. یم المختلفةعلى الأسئلة من نوع لماذا ؟ بالإضافة إلى اھتمام الموضوع على الربط بین المفاھ

Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة . 1
الأعداد الحقیقیة ، حقل ، خاصیة ارخمیدس، العلاقة بین الأعداد الحقیقیة والنسبیة، الأعداد الحقیقیة، لمحة تاریخیة

.مبرھنة كثافة الأعداد غیر النسبیة، مبرھنة كثافة الأعداد النسبیة، مرتب كامل
Metric Spacesت المتریة الفضاءا.  2

تعریفھ وأمثلة، الفضاءات شبھ المتریة، الفضاءات الاقلیدیة، القیدیة 
Metric topologiesتبولوجیات  متریة  . 3

.بعض المبادئ الأساسیة في التبولوجیا
Convergence in Metric Spacesالتقارب في الفضاءات المتریة . 4

،ابعات الحقیقیة، التقارب في الفضاءات المتریة، بعض المتتابعات الحقیقیة، المتتابعات الجزئیةالمتتابعات، المتت
.متتابعات كوشي و الفضاءات المتریة الكاملة، مبرھنة النقطة الصامدة

Infinite Seriesالمتسلسلات اللانھائیة. 5
تبار التقارب، المتسلسلات المتناوبة، التقارب المطلق تعریفھا وأمثلة، بعض المتسلسلات اللانھائیة الخاصة، اخ

.والتقارب المشروط، اختبارات أخرى
Limit and Continuityالغایة و الاستمراریة . 6

غایات الدوال، مبرھنات الغایات، بعض توسعیات مفھوم الغایة، الدوال المستمرة، المبرھنات المكافئة 
.التتابعیة، الاستمراریة المنتظمة، خاصیة القیمة المتوسطةللاستمراریة ، الاستمراریة

Compactness and Connectednessالتراص و الترابط . 7
المجموعات المرصوصة، بعض المبرھنات المھمة في التراص، الاستمراریة والتراص، المجموعات المنفصلة،

.الاستمراریة و الترابطالمجموعات المترابطة و المبرھنات المكافئة للترابط،
Differentiationالتفاضل . 8

.المشتقات، فضاء الدوال القابلة للاشتقاق، خواص المشتقات، مبرھنة رول، مبرھنة القیمة الوسطى
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Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة . 1
Setsلمجموعات    ا1.1

یعتبر مفھوم المجموعة من المفاھیم الاساسیھ في الریاضیات ویمكن إدراكھ بسھولھ من خلال  الكثیر من المواقف التي 
حزمھ ، من الطائرات سرب، رتل من السیارات،فعند الحدیث مثلا عن فرقة جنود . یصادفھا كل منا في حیاتھ الیومیة 

ندرك في كل موقف من ھذه المواقف إننا أمام  شئ مكون من عدة أشیاء وقد اصطلح علمیا على . الخ…من الأقلام 
…مجموعة أقلام ، مجموعة طائرات ، مجموعة سیارات ، فنقول مجموعة جنود ).  Set(تسمیة ھذا الشئ بالمجموعة 

فمثلا الحرف ض ھو عنصر ) Element( شیاء المكونة للمجموعة بالعنصر وكذلك اصطلح على تسمیة كل من الأ. الخ
,,....,سوف نرمز للمجموعات بحروف كبیره مثل.  في مجموعة حروف كلمة ریاضیات  CBA ولعناصر المجموعة

,,...,بحروف صغیره  cba إذا كانx ینتمي)Belong (إلىAd  كتب بالشكلAx وإذا كانx لیس احد عناصر
تمثل مجموعة الأعداد الحقیقیة  التي تقبل Aمثلا إذا كانت Axویكتب Aلا ینتمي إلىxیقال أنAالمجموعة

.A21ولكن A30فان  5القسمة على 
:یمكن التعبیر عن المجموعة بطریقتین ھما

( ة وھي ابسط الطرق لكتابة المجموعة حیث تكتب جمیع عناصر المجموع      : الطریقة الجد ولیھ    :أولا
) نستطیع معرفة جمیع عناصرھا    

بفاصلھ 
:مثلا 

,1,7المجموعة التي عناصرھا الأعداد ) 1( 4, 2 ھي{ 2,1, 4,7})2 ( كلمة مجموعة حروفyear ھي{ , , , }a e r y

حیث نرمز لعنصر ، في ھذه الطریقة نثبت فقط الصفة الممیزة التي تتمتع بھا عناصر المجموعة : طریقة القاعدة :ثانیا 
التي xp)(ذكر الخاصیة ونعبر عن المجموعة ب(Variable)الذي نسمیھ متغیر xما من عناصر المجموعة برمز مثل

یتمتع بھا المتغیر،  )(: xpx  . تستخدم ھذه الطریقة عادة للتعبیر عن المجموعات عندما لا یكون بالإمكان سرد كل
. أما لكثرتھا آو لعدم حصرھا ، عناصرھا 

}2)  1(: مثلا  : 5 6 0} {2,3}A x x x    )2  (} {4,5,6,7, }x     عدد الطبیعي{ : 3,A x x 

المجوعات العددیة 
أن أكثر المجموعات تداولا في الریاضیات ھي المجموعات العددیة وسنذكر الآن بعضا منھا 

,1,2,3}أن ، أي ویرمز لھا بالرمز (Natural Numbers)مجموعة الأعداد الطبیعیة ) 1( } 
}، أي أنویرمز لھا بالرمز(Integer Numbers)مجموعة الأعداد الصحیحة) 2( , 3, 2, 1,0,1,2,3, }     

}، أي أن ویرمز لھا بالرمز(Rational Numbers)مجموعة الأعداد النسبیة )3( : , , 0}
a

a b b
b

   

)مجموعة الأعداد الحقیقیة)4( Real Numbers {،أي أن ویرمز لھا بالرمز( ( , )  عدد حقیقي{ :x
Complex Numbers)مجموعة الأعداد العقدیة) 5( ، أي أنویرمز لھا بالرمز(

 : , , 1x iy x y i     

)مجموعة الأعداد الصحیحة الموجبة ) 6( Positive Integer Numbers ، أي انویرمز لھا الرمز(
 1,2,3,  

)مجموعة الأعداد الصحیحة السالبة )7( Negative Integer Numbers) ویرمز لھا بالرمز أي أن ،
 , 3, 2, 1     
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Even Integer Numbers مجموعة الأعداد الصحیحة الزوجیة ) 8( ، أي أن eبالرمز  ویرمز لھا (
 , 6, 4, 2,0,2,4,6,e      

nmبحیث أن nیسمى عددا زوجیا إذا وجد عدد صحیح mالعدد الصحیح  2
oویرمز لھا بالرمز (Odd Integer Numbers)مجموعة الأعداد الصحیحة الفردیة )9(

{ , 5, 3, 1,1,3,5, }o      
12بحیث أنnیسمى عددا فردیا إذا وجد عدد صحیح mالعدد الصحیح  nm

Prime Numbers)مجموعة الأعداد الاولیھ ) 10( Pویرمز لھا بالرمز(
{2,3,5,7,11, }P  

العدد الأولي ھو العدد الصحیح الذي لا یساوي العدد واحد ولھ أربعة قواسم فقط ھي
)العدد الواحد،العدد نفسھ،سالب العدد نفسھ العدد الواحد،سالب (

a,لیكن ) 11( b  بحیثba 
المجموعة ) ا( :x a x b   تسمى بالفترة المفتوحة(Open interval)ویرمز لھا بالرمز),( baأي أن ،

 ( , ) :a b x a x b   
المجموعة ) ب( :x a x b   تسمى بالفترة المغلقة(Closed Interval) ویرمز لھا بالرمز],[ ba

   , :a b x a x b   
المجموعة) ج( :x a x b   تسمى بالفترة نصف المفتوحة من الیسار(Half Open Interval From The

Left)أو نصف المغلقة من الیمینHalf Closed Interval From The Right) (ویرمز لھا بالرمز],( ba
( , ] { : }a b x a x b   

المجموعة  )د( :x a x b   تسمى بالفترة نصف مفتوحة من الیمین(Half Open Interval From The

Right) أو نصف مغلقھ من الیسار(Half Closed Interval From The Left) ویرمز لھا بالرمز),[ ba
[ , ) { : }a b x a x b   

)1.1.1(تعریف
ویرمز لھا بالرمز (Empty Set)المجموعة التي لا تحتوي على أي عنصر تسمى بالمجموعة الخالیة

}:مثلا : 3 4}x x       ولكن{ : 3 4} {3}x x   
ملاحـظـة 

مثلا  . ات لا نعرف فیما إذا كانت مجموعة خالیة أم لاتوجد مجموع
}n  تحقق المعادلةn n nx y z   حیث{ : 2, , ,A n n x y z     

.المجموعة  خالیة أم لا ھذه لا یعرف في الوقت الحاضر فیما إذا كانت 
)2.1.1(تعریف 

BAوتكتب ( Bمن(Subset)بأنھا مجموعھ جزئیھ Aیقال عن . مجموعھ,BAلتكن كل من    (إذا كان كل عنصرx

ویلاحظ أن . Aتحتوي علىBأو أنBمحتوى فيAویقال في بعض الأحیان أن. Bیكون أیضا عنصرا في Aفي 
BA تعني أنAلیست مجموعھ جزئیھ منB.

BAتكتب ( Bمن(Proper Subset)بأنھا مجموعھ جزئیھ فعلیھAیقال عن  ( إذا كان
)1 (A مجموعھ جزئیھB، أي أنBA)2 (نصر واحد فيیوجد على الأقل عBعنصر موجود فيA

BAیكتب ( بأنھما متساویتین ,BAویقال عن المجموعتین  ( إذا كانتBA وAB .
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)3.1.1(مثال
)1 (       
}إذا كانت )  2( : 2 4}A x x     فانA   ولكنA  
ل طلبة قسم الریاضیات تمثAتمثل طلبة كلیة علوم الحاسوب والریاضیات جامعة القادسیة وكانتUإذا كانت) 3(

Aتمثل طلبة قسم الكیمیاء فان Bوكانت UولكنB U
}إذا كانت ) 4( , , }X a b c فان جمیع المجموعات الجزئیة منX ھي

1 2 3 4 5 6 7 8, { }, { }, { }, { , }, { , }, { , },A A a A b A c A a b A a c A b c A X       

ملاحظات 
AAكل مجموعھ ھي جزئیھ من نفسھا أي أن ) 2(ألمجموعھ الخالیة وحیده   ) 1(
A،أي أن Aھي مجموعھ جزئیھ من أیة مجموعھالمجموعة الخالیة )  3(  لأي مجموعھA

CBوكانت BAإذا كانت )  4(  فانCA 

) 4.1.1( تعریف 
(Universal set)

: أخرى   بعبارة
Uالمجموعة بالمجموعة الشاملة أو الكلیة  ویرمز لھا بالرمز 

 :{1, 2,6,8}, {3,6,9},A B  
.مجموعة شاملةفیمكن اعتبار المجموعة 

)5.1.1(تعریف 
مجموعة ,BAلتكن كل من

(Union)تسمى اتحاد BأوAالمجموعة التي تتكون من العناصر التي تنتمي على الأقل إلى إحدى المجموعتین ) 1(
Aویرمز لھا بالرمز ,BAالمجموعتین B أي أن ، :A B x x A or x B   

xإذا كان  A B  فانAx أوBx أما إذا كان ، أو كلاھماx A B  فانAx،Bx
(Intersection)تسمى تقاطع ,BAالمجموعة التي تتكون من العناصر التي تنتمي إلى كل من المجموعتین) 2(

، أي أن BAویرمز لھا ,BAالمجموعتین  :A B x x A and x B   

BAxإذا كان   فانAx وBx أما إذا كانBAx  فانAxأوBxیقال أن .  أو كلیھما
Aإذا كان (Disjoint Sets) متنافیتین,BAالمجموعتین B  

,{1,3,8}إذا كانت :  مثلا  {1,2,5,7}A B  {1,2,3,5,7,8}فان, {1}A B A B   

)6.1.1(مبرھنة 
CBAلتكن كل من Uمجموعھ جزئیھ من المجموعة الشاملة ,,

)1   (BAA   وكذلكA B A 
)2  (A B B  إذا وفقط إذا كانتBA    وكذلكABA   إذا وفقط إذا كانتBA 
)3 (A A A  ،A A  ،A U U    وكذلكAAA  ،A    ،AUA 
)4 (A B B A    وكذلكABBA 
)5  (( ) ( )A B C A B C      وكذلك( ) ( )A B C A B C    
)6(( ) ( ) ( )A B C A B A C     ،( ) ( ) ( )A B C A B A C     
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)7.1.1(تعریف 
تسمى Bولا تنتمي إلى المجموعة Aالمجموعة التي عناصرھا تنتمي إلى المجموعة . مجموعھ ,BAلتكن كل من 

)الفرق  Difference BAویرمز لھ بالرمز,BAمجموعتینبین ال( Aأو | B

 | :A B x x A and x B  

BAیقال أن  ABإذا كانت AفيComplement(Bمتممھ ( مكملة |  . وان مكملة  المجموعةA بالنسبة
AUھي Uللمجموعة الشاملة  cAویرمز لھا بالرمز |

| { : }cA U A x x U and x A   
وللسھولة تكتب   :cA x x A   . الفرق التناظري(Symmetric Difference)بین المجموعتینBA, یرمز

Aلھ بالرمز  B  ویعرف بالشكل( | ) ( | )A B A B B A  

)8.1.1(مبرھنة 
CBAلتكن كل من .Uمجموعة جزئیھ من المجموعة الشاملة ,,

)1 (cBABA |)2  ( إذا كانتBA  فانcc AB )3  (AA cc )()4 (c U   ،cU 

)5 (cA A    ،cA A U )6 (( )c c cA B A B  ،( )c c cA B A B  
)7  (A B B A  )8 (( ) ( )A B C A B C    )9  (A A )10 (A A  

Ordered Setsعات المرتبة      المجمو
) 9.1.1(تعریف 

یقال أن Xماعلاقة على مجموعةRلتكن 
)1 (R علاقة انعكاسیة( Reflexive ) علىX  إذا كانxRx لكلXx
)2 (R متناظرة( Symmetric ) علىXإذا كانxRy فانyRx لكل,x y X
)3 (R متعدیة(Transitive) علىXإذا كانxRyوكانyRzفانxRz لكل, ,x y z X
)4 (R تخالفیھ ) ضد متناظرة (( Anti-symmetric )علىX إذا كانxRy وyRxفانyx .

إذا Xعلى المجموعة (Preorder relation)بأنھا علاقة ترتیب ابتدائیة Rیقال عن .Xعلاقة على المجموعةRلتكن 
،انعكاسیةRإذا كانت Xعلى (Partial order relation)علاقة ترتیب جزئي Rانعكاسیة ومتعدیة ویقال أن Rكانت 

Partially)تسمى مجموعة مرتبة جزئیا Xعلى Rمع علاقة الترتیب الجزئي Xالمجموعة غیر الخالیة .  متعدیة وتخالفیھ
order set)أن الثنائي و),( RXیسمى مجموعة مرتبة جزئیا.

)10.1.1(مثال
تمثل مجموعة الأعداد الصحیحة لتكن ) 1(
)}) ا( , ) : }R x y x y    علاقة ترتیب جزئي لأنھا انعكاسیة ، متعدیة ، متخالفة.
x{) ب( y یقبل القسمة على{( , ) : 3R x y   علاقة لیست ترتیب جزئي لأنھا لیست متخالفة.
)}یقبل القسمة على x{) ج( , ) :R x y y   علاقة ترتیب جزئي لأنھا انعكاسیة ، متعدیة ، متخالفة.
)}تمثل مجموعة غیر خالیة، ولتكن Xلتكن ) 2( , ) ( ) ( ) : }R A B P X P X A B   علاقة ترتیب جزئي ،

)11.1.1(مبرھنة 
Xعلاقة على المجموعة غیر الخالیة Rلتكن

تكون كذلك 1RفانXعلاقة ترتیب جزئي علىRإذا كانت)1(
)2(R علاقة ترتیب جزئي علىX إذا وفقط إذا كان)1) ا

XR R   )ب (RRR 
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: البرھان 
)1 (

انعكاسیة 1Rیجب أن نبرھن ) ا(
xلیكن  X بما أن ،R  1انعكاسیة 1( , ) ( , )R x x R x x R    علاقة انعكاسیة

متعدیة  1Rیجب أن نبرھن ) ب(
,لیكن  ,x y z X 1بحیث أن 1( , ) ( , )x y R y z R   ( , ) ( , )y x R z y R   
1متعدیة   Rبما أن  1( , ) ( , )R x z R z x R     علاقة متعدیة

تخالفیھ1Rیجب أن نبرھن ) ج(
x,لیكن y X 1،بحیث أن 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )y x R x y R x y R y x R       
1Rتخالفیھ  Rبما أن  x y   علاقة ترتیب جزئي علىX

Xعلاقة ترتیب جزئي على Rنفرض)  2(
1لیكن ) ا( 1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y R y x R x y R x y R x y R R          

1تخالفیھ Rبما أن  ( , )X XR R x y x y       

)لیكن  , ) Xx x 

R,1بما أن كل من  R 1علاقة انعكاسیة ، فان 1 1( , ) ( , ) ,X R R x x R R x x R R         

1وعلیھ  
XR R   .

)) ب( , ) ( , ) ( , ) ( , )x z R R y X x y y z R x z R         وعلیھRRR 
1) ا(نفرض : الاتجاه الأخر 

XR R   )ب (RRR  ونبرھنR علاقة ترتیب جزئي علىX

)لیكن  , ) Xx x x X   1ولكل 1( , ) ( , ) Xx x R x x R R R R        

R  علاقة انعكاسیة.
1لیكن  1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )x y R R x y R x y R x y R y x R          

)1ولكن   , ) X Xx y x y R R       R  علاقة تخالفیھ
)لیكن  , ) ( , )x y R y z R   ولكنRRR ( , ) ( , )x y R R y z R R    

ملاحظــــة 
وكل زوج مرتب Rبدلا من الحرفXلیدل على علاقة الترتیب الجزئي على المجموعة غیر الخالیةیستعمل الرمز

),( yx بالصورةفي العلاقة یكتبyx ویقرا)xیسبقy ( أو)y یليx. ( ویكتب أیضاyx للدلالة على أنyx  ،
yx  كانتوأخیرا إذا),( Xمجموعة مرتبة جزئیا فنستخدم الرمزX بدلا من),( X في حالة عدم وجود التباس

)12.1.1(مثال 
)كل من , ), ( , ), ( , ), ( , ), ( , )        تكون مجموعة مرتبة جزئیا

)13.1.1(تعریف 
Xyxمجموعة مرتبة جزئیا ولیكنXلتكن , یقال عن العنصرینyx, بأنھما قابلین للمقارنة(Comparable)

yxإذا كان   أوxy .
) chainوتسمى أحیانا سلسلھ ((Totally ordered)بأنھا مرتبة كلیا Aیقال عن المجموعة . Xمجموعة جزئیة فيAلتكن

Xا كان كل عنصرین فيبأنھا مرتبة كلیا إذXوبصورة عامة یقال عن.قابلین للمقارنةXإذا كان كل عنصرین فيXفي
.قابلین للمقارنة 
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ملاحـظة
كل مجموعة جزئیة من مجموعة مرتبة كلیا تكون مرتبة كلیا  ) 1(
غالبا ما یقال لمجموعة أنھا مرتبة إذا كانت مرتبة جزئیا أو كلیا) 2(

)12.1.1(مثال 
)كل من ھذه المجموعات ) 1( , ), ( , ), ( , ), ( , )       ولكن مجموعة مرتبة كلیا( , )لیست مجموعة مرتبة كلیا.
)}یقبل القسمة على x{لتكن ) 2( , ) :R x y y     فان ،R علاقة ترتیب جزئي ولكني لیست تركیب كل

3,7لان مثلا  العددین   لا یقبل 7وكذلك العدد7لا یقبل القسمة على3غیر قابلین للمقارنة لان العدد 3,7ولكن
3القسمة على 

)3 (X{( , ) ( ) ( ) : }R A B P X P X A B   
)ولكن  )P Xلیست مجموعة مرتبة كلیا.

)13.1.1(تعریف 
Xbaولیكنمجموعة مرتبة جزئیاXلتكن ,یقال عنaأولبأنھ عنصر(First Element)اقلأو عنصر(Smallest

Element) أو(Least Element)فيX إذا كانxa لكلXx . یقال عنbبأنھ عنصر أخیر(Last Element) أو
bxإذا كانXفي(Greatest Element)عنصر اكبر   لكلXx.

)14.1.1(مثال
X{3,6,9,12,15}لتكن )  1( 
1إذا كانت ) ا( {( , ) : }R x y X X x y    1، فانR علاقة ترتیب جزئي علىX عنصر أول والعدد 3، وان العدد

.عنصر أخیر 15
2إذا كانت ) ب( {( , ) : }R x y X X y x    2، فانRیب جزئي على علاقة ترتX عنصر أول 15، وان العدد

.عنصر أخیر3والعدد 
3یقبل القسمة علىy{إذا كانت) ج( {( , ) :R x y X X x  3، فانRلاقة ترتیب جزئي علىعX عنصر   3، وان العدد

3لان . أول ولا یوجد عنصر أخیر  {(3,3), (3,6), (3,9), (3,12), (3,15), (6,6), (6,12), (9,9), (12,12), (15,15)}R 

,1}لتكن ) 2( 2,3, 4,5}X  (2,1)}ولتكن, (3,1), (5,1), (4,3), (4,1), (4,2)}XR   ، فانR علاقة ترتیب جزئي على
X ھو العنصر الأخیر1، لا یوجد عنصر أول  ولكن العدد.

)}إذا كانت ) 3( , ) : }R x y x y     فان ،R  علاقة ترتیب جزئي على ھو العنصر الاول ، 1، وان العدد
.ولكن  لا یوجد عنصر أخیر 

)}إذا كانت) 4( , ) : }R x y x y    فان ،R  علاقة ترتیب جزئي على لا یوجد عنصر أول  وكذلك  لا یوجد ،
.عنصر أخیر 

)}تمثل مجموعة غیر خالیة، ولتكنXلتكن)5( , ) ( ) ( ) : }R A B P X P X A B   ، فانRوان علاقة ترتیب جزئي
 ھي العنصر الاول والمجموعة الشاملةXالعنصر الأخیرھي.

)15.1.1(برھنةم
كل مجموعة مرتبة جزئیا تحتوي :بعبارة أخرى . فانھ وحید ) أو عنصر أخیر ( على عنصر أول Xإذا احتوت المجموعة 

.واحد ) عنصر أخیر ( على الأكثر عنصر أول 
: البرھان

a,لیكن  a X كل من بحیث,a a عنصر أول فيX . یجب ان نبرھنa a
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(1)a x  لكلx X (2)وكذلكa x   لكلx X
aبما ان  X (3)، نحصل على )1(، منa a  وكذلك بما انa X (4)، نحصل على ) 2(، منa a  

aنحصل على ) 4(،)3(من a.
)16.1.1(تعریف 

Xbaة مرتبة جزئیا ولیكن مجموعXلتكن ,.
Minimal Element)بأنھ عنصر اصغرaیقال عن  : إذا تحقق الشرط التالي Xفي (

axبحیث أن Xxكلما وجد   فانxa 
إذا تحقق الشرط التالي Xفي(Maximal Element)بأنھ عنصر أعظم bویقال عن 

xbبحیث أن Xxكلما وجد   فانxb 
)17.1.1(مثال

X{1,2,3,4,5}لیكن ) 1(  ،
1إذا كانت ) ا( {(2,1), (3,1), (4,1), (4,2), (4,3), (5,1)}XR   ، 1فانR علاقة ترتیب جزئي على

X عظم ھو العنصر أ1عنصر اصغر وان العدد 4,5، وان كل من.
1إذا كانت ) ب( {(3,5), (4,5), (5,1), (5, 2)}XR   ، 1فانR علاقة ترتیب جزئي علىX 3، وان كل من, عنصر 4

,1اصغر وان كل من  .  ھو العنصر أعظم 2
X{3,6,7,12,13,13,15,18}لتكن ) 2( 

1إذا كانت ) ا( {( , ) : }R x y X X x y     1، فانR علاقة ترتیب جزئي علىX عنصر اصغر 3، وان العدد
.  صر أعظم ھو العن18وان العدد 

2إذا كانت ) ب( {( , ) : }R x y X X y x    2، فانRعلاقة ترتیب جزئي علىX عنصر اصغر 18، وان العدد
.  ھو العنصر أعظم 3وان العدد 

)18.1.1(مثال 
}7,4,1,0,1,2,3{إذا كانت ) 1( A 7فانmax,3min  AA

)2 (min 1 وmaxكل من ) 3(غیر موجودmin وmaxغیر موجود
1إذا كانت ) 4(

{ : }A n
n

  1فانmax A وAminغیر موجود

1إذا كانت ) 5(
{ : }A n

n
   1فانmin A وAmaxغیر موجود

1إذا كانت ) 6(
{ : }A n

n
   1فانmax A 1وmin A

)19.1.1(مبرھنة
فأنة عنصر اصغر ووحید والعكس غیر صحیح دائماXعنصر أول في aإذا كان ) 1(
فأنة عنصر أعظم ووحید والعكس غیر صحیح دائماXعنصر أخیر في bإذا كان )  2(

: البرھان
yیوجد لیس عنصر أعظم bنفرض )2( X بحیث انb y ومن تعریف العنصر الأخیر نحصل على ،

x b لكلx X وھذا تناقض
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)20.1.1(تعریف
أو مرتبة ترتیبا حسنا إذا كانت كل (Well Ordered)بأنھا حسنة الترتیب Xیقال عن.مجموعة مرتبة جزئیا Xلتكن 

تحتوي على عنصر أول Xمجموعة جزئیة غیر خالیة من
)21.1.1(مثال

حسنة الترتیب یعیة مجموعة الأعداد الطب) 1(
}لیست حسنة الترتیب لان لو أخذنا مثلا مجموعة الأعداد الصحیحة ) 2( , 2, 1,0}A    فان ،A مجموعة جزئیة

.ولكن لا تحتوي على عنصر أول غیر خالیة من 
X(0,1)المجموعة ) 3( مع الترتیب الطبیعي لیست حسنة الترتیب

)22.1.1(مبرھنة 
كل مجموعة حسنة الترتیب تكون مرتبة كلیا ) 1(
.كل مجموعة جزئیة من مجموعة حسنة الترتیب تكون حسنة الترتیب ) 2(

: البرھان
x,مجموعة حسنة الترتیب ، ولیكن Xكن لی)  1( y X . یجب ان نبرھن,x yقابلین للمقارنة

}لتكن  , }A X A x y  
Aحسنة الترتیب Xبما ان  لھا تحتوي على أول العنصر الاول أماx أوy

x y  أو,x y y x قابلین للمقارنة.
Yمجموعة حسنة الترتیب ، ولیكن Xلیكن) 2( X.

A، بما ان Yمجموعة جزئیة غیر خالیة من Aلتكن X Y X  
Aمجموعة حسنة الترتیب Xبما ان تحتوي على عنصر أولY مجموعة حسنة الترتیب
)23.1.1(تعریف 

XAمجموعة مرتبة جزئیا ولتكن Xلتكن 
إذا Aللمجموعة (Lower Bound)بأنھ قید أسفل ) Aaلیس من الضروري أن یكون ( Xaیقال عن العنصر ) 1(

xaكان   لكلAx . ویقال عنa  بأنھ اكبر قید أسفل(Greatest of Lower Bound) للمجموعةAان إذا ك
aa)  ب(Aقید أسفل للمجموعة a) ا(  لكل قید أسفلa لمجموعةA

AglbأوAinfمزبالرAویرمز للعنصر الذي یكون اكبر قید أسفل للمجموعة 

إذاAللمجموعة (Upper Bound)بأنھ قید أعلى ) Abلیس من الضروري أن یكون (Xbیقال عن العنصر) 2(
bxكان   لكلAx ویقال عنb بأنھ اصغر قید أعلى(Least of Upper Bound) للمجموعةA إذا كان

bb)  ب(Aقید أعلى للمجموعة b) ا( لى لكل قید أعb للمجموعةA
Alubأو AsupبالرمزAویرمز للعنصر الذي یكون اصغر قید أعلى للمجموعة 

لاحظات  م
موجود    Asupلیس بالضرورة أن یكونوكذلك جوداموAinfلیس من الضروري إن یكون) 1(
موجود فأنة Asupإذا كانوكذلك Aموجود فانھ لیس من الضروري أن ینتمي إلى المجموعة Ainfإذا كان) 2(

Aلیس بالضرورة أن ینتمي إلى 
موجود فأنة وحید Asupإذا كانوكذلك موجود فانھ وحیدAinfإذا كان) 3(
AAموجود فانAsupوAinfإذا كان كل من) 4( supinf 
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)24.1.1(مثال 
)}إذا كانت ) 1( , ) : }R x y x y     [2,3]وكانتA  فان ،inf 2, sup 3A A 
X{1,2,3,4,5}إذا كانت ) 2(  ،{( , ) ( ) ( ) : }R A B P X P X A B   ، {{3,4},{2},{1}}ولتكنA فان

inf , sup {1, 2,3, 4}A A 
}:2{إذا كانت ) 3(  xRxA 2فانsup A وAinfغیر موجود
}:54{إذا كانت ) 4(  xRxA 5فانsup A 4وinf A

)25.1.1(تعریف 
XAمجموعة مرتبة جزئیا ولتكن Xلتكن  .  یقال عن المجموعةA بأنھا مقیدة من الأسفل(Bounded Below) إذا

xaبحیث أن Xaأي إذا وجد (وجد لھا قید أسفل   لكلAx. ( ویقال عن المجموعةAمقیدة من الأعلى بأنھا
(Bounded Above) أي إذا وجد ( إذا وجد لھا قید أعلىXb بحیث أنbx  لكلAx ( ونقول عن المجموعة

A بأنھا مقیدة(Bounded) إذا كانتAالأسفل ومقیدة من الأعلى مقیدة من
)26.1.1(تعریف 

إذا كان (Complete ordered)أو مرتبة كاملة  (Complete)بأنھا كاملة Xیقال عن . مجموعة مرتبھ جزئیا Xلتكن 
.موجودةAsupفان Xي فAلكل مجموعة جزئیة غیر خالیة ومقیدة من الأعلى 

موجودBinfفان Xفي Bكل مجموعة جزئیة غیر خالیة ومقیدة من الأسفل :وھذا یكافئ 
Real Numbersالأعداد الحقیقیة    2.1

ة لبناء الأعداد الحقیقیة والتي لا مجال لذكرھا ألان وسوف نكتفي بافتراض مجموعة غیر خالیة توجد طرق مختلف
 تسمى . بدیھیات الحقل ، بدیھیات الترتیب ، بدیھیة الكمال : مع ثلاث خواص والتي ھي مجموعة الأعداد

Set of)الحقیقیة  real numbers )

Axioms of Field بدیھیات الحقل   : أولا
)1.2.1(ریـفـتع

,baنصرین وجود عملیتین الأولى ھي عملیة الجمع والتي تقضي بأنة لأي عمعFالحقل ھو مجموعة غیر خالیة  

baیمثل بالرمزFفيصرنیوجد عFفي  ویسمى حاصل جمعaمعb . والعملیة الثانیة ھي عملیة الضرب والتي
baیمثل بالرمز Fفينصریوجد عFفي,baنصرین تقضي بأنھ لأي ع ویسمى حاصل ضربaفيb . وتتصف

:ھاتان العملیتان بالخواص التي تطرحھا البدیھیات التالیة 
بدیھیة الإبدال   ) 1(

abba)  ا(   لكلFba ,)ب    (abba   لكلFba ,

بدیھیة التجمیع ) 2(
cbacba)  ا(  Fcbaلكل  )()( ,,)ب    (cbacba  Fcbaلكل  )()( ,,

cabacba:      بدیھیة التوزیع ) 3(  Fcbaلكل      )( ,,

بدیھیة العنصر المحاید) 4(
aaaبحیث أن F0یوجد) ا(  بالمحاید الجمعي 0یسمى العدد وFaلكل 00
aaaبحیث أن  F1یوجد ) ب(  بالمحاید الضربي 1یسمى العدد وFaلكل .11.

بدیھیة العنصر النظیر ) 5(
Faیوجد Faلكل ) ا(  )()(0بحیث أن )(  aaaa . یسمى العدد)( aبالنظیر الجمعي إلى
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a وللسھولة یكتبa بدلا من)( a. ونعرفba  بالصیغة)( baba 
1بحیث أن Fbیوجد Fa ،0aلكل ) ب( abbaویسمى العددb بالنظیر ألضربي إلىa

),,(یقال عن النظام الریاضي : بعبارة أخرى ،  1aیرمز  لھ بالرمز و F بأنھ حقلا إذا كان
)1 (),( F زمرة أبدالیة
)2  ()},0{|( Fزمرة أبدالیة
acabacbcabacbaیتحقق قانوني التوزیع، أي أن  )  3(  Fcbaلكل )(,)( ,,

)2.2.1(مثال
)تمثل مجموعة الأعداد النسبیة فان الثلاثي إذا كانت )  1( , , )  یكون حقلا  ویسمى حقل الأعداد النسبیة
)تمثل مجموعة الأعداد الحقیقة فان الثلاثي إذا كانت ) 2( , , ) یكون حقلا  ویسمى حقل الأعداد الحقیقیة
)تمثل مجموعة الأعداد العقدیة فان الثلاثي إذا كانت ) 3( , , ) یكون حقلا  ویسمى حقل الأعداد العقدیة

المبرھنة التالیة تبین الخواص العامة للحقل 
) 3.2.1(مبرھنة 
Fcbaولیكن حقلا Fلیكن ,,

)1 (aaa  0إذا وفقط إذا كانa)2 (00 a لكلFa)3 (aa  Faلكل )(
)4 (bababa  Fbaلكل )()()( ,)5 (22)( aa  لكلFa
)6(0ba 0إذا وفقط إذا كانa 0أوb 0,0بعبارة أخرى إذا كانت  ba 0فانba

0,0إذا كان ) 7(  ba111فان)(   baba)8 (aa  Faلكل )1(
)9 ()()()( baba  لكلFba ,)10 (abba  Fbaلكل )( ,

)11 (cbca  إذا وفقط إذا كانba )12 (  0إذا كانc فانcbca  إذا وفقط إذا كانba 
aaفان0aإذا كان ) 13(  11 )(11و )(   aa

:البرھان
)1     (aaa  إذا وفقط إذا)()()( aaaaa  إذا وفقط إذا)())(( aaaaa 

00إذا وفقط إذا  a 0إذا وفقط إذاa.
)2  (00)00(000  aaaaa

)()(0بما أن ) 3(  aaaa فان)( aa  وذلك  لوحدانیة النظیر
)4  (0 0 ( ( )) ( )a a b b a b a b          

( )a b   النظیر الجمعي إلىa b ولكن( )a b  ھو النظیر الجمعي إلىa b فان( ) ( )a b a b    
)لان النظیر الجمعي وحید  وعلیھ  ) ( ) ( ) ( )a b b a b a a b           .

)5  (( ) ( ) ( ( )) ( ( ))a a a a a a a a             22وعلیھ)( aa 
0bإذا كانت )  6(  0فان 1 (0 1) 1a b a a a a a a            0وعلیھa b 

0aإذا كانت  b  0وكانتb  1فان 1( ) 0 0a b b b      1ولكن 1( ) ( ) 1a b b a b b a a        
0aفان  

,0إذا كانت )    7( 0a b فان
1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 1). 1 0a b a b a b b a a b b a a a a a                       

)1ولكن  )a b  ھو النظیر الضربي  الىa b 111فان)(   babaلان النظیر الضربي وحید



331ر 
Mathematical  Analysis I) 1(اضي تحلیل ری

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

13

)8  (( 1) (1 )a a a      
)9  (( ) ( 1) ( ) ( 1) ( 1) ( ) ( )a b a b a b a b               
)10  (( ) ( ( )) ( ) ( ( )) ( ) ( )a b a b a b a b b a                

)11(
( ) ( ) ( ) ( )

( ( )) ( ( )) 0 0

a c b c a c c b c c

a c c b c c a b a b

          
             

)12              (
1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( )

1 1

a c b c a c c b c c a c c b c c

a b a b

                 
     

Axioms of Orderبدیھیات الترتیب          : ثانیا 
Ordered(الحقل المرتب  field ( ھو حقلF یحتوي على مجموعة جزئیةP عناصرھا غیر صفریة)0a

وتحقق البدیھیات التالیة ) Positive(موجبة تسمى) Paلكل
Pbaإذا كان ) 1( , فانPba 
Pbaإذا كان ) 2( , فانPba 
Pa ،Pa:فقط من العبارات التالیة صادقةةواحدفان 0aبحیث أن Faإذا كان ) 3(

:وتحقق البدیھیات التالیة یرمز لھا بالرمز ة جزئیة غیر خالیة منتوجد مجموع
x,إذا كان ) 1( y  فانx y    وxy 
xإذا كان ) 2( ات التالیة صادقة فقط من العبارةفان واحد

, 0 ,x x x     
العدد ). تسمى مجموعة الأعداد الحقیقیة الموجبة أي أن (تسمى أعداد موجبة الأعداد التي تنتمي إلى 

xھو عدد سالب إذا وفقط إذا كان xالحقیقي    . ومجموعة الأعداد الحقیقیة السالبة یرمز لھا بالرمز
والصفر لیس موجبا أو سالبا وعلیة 

 0     

)4.2.1(تعریف 
x,لتكن  y  یقال عنx بأنھ اقل منy )كتب یyx  ( إذا كانy x   ویقال عنx بأنھ اكبر منy

yxیكتب (   ( إذا كانxy  أي إذا كان،x y   وعلیة یكونyx إذا وفقط إذا كانxy 

رموز 
)1 (yx  تعني أماyx  أوyx  وتقراx اقل أو یساويy)2(zyx  تعنيyx  وzy 

مجموعة مرتبةوھذا یعني أن علاقة ترتیب جزئي على بسھولة یمكن إثبات 
)5.2.1(مبرھنة 
x,إذا كان  y صادقة ن واحدة فقط من العبارات التالیة فأ, ,x y x y x y   .
:البرھان 

x,بما أن  y x y    
فقط من العبارات التالیة صادقة ةواحدباستخدام بدیھیة الترتیب ، نحصل على 

, 0 , ( )x y x y x y        
xبما أن y x y      0وكذلكx y x y   ذلك  وك( )x y x y     
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,ن واحدة فقط من العبارات التالیة صادقة فأ ,x y x y x y  .
)6.2.1(مبرھنة 

yxإذا كان ) 1(  وكانتzy  فانzx )2 (zyzx  إذا وفقط إذا كانyx 
yxإذا كان ) 3(  وكانتwz  فانwyzx )4 ( 0إذا كانz فانyzxz  إذا وفقط إذا كانyx 
yzxzفان 0zإذا كان ) 5(  إذا وفقط إذا كانyx )6 ( إذا كانyx 0 وكانتwz 0  فانywxz 

:البرھان
The Completeness Axiomبدیھیة الكمال                : ثالثا 

جزئیة غیر خالیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةمجموعةAلتكن 
) موجودAsupأي أن ( لھا اصغر قید أعلىAمقیدة من الأعلى فان Aإذا كانت المجموعة ) 1(
)موجود Ainfأي أن ( لھا اكبر قید أسفل Aمقیدة من الأسفل فانAإذا كانت المجموعة) 2(

مرتبحقل الأعداد الحقیقیة نظام 
)7.2.1(مبرھنة 

a,ولیكن اد الحقیقیة مجموعة جزئیة غیر خالیة من مجموعة الأعدAلتكن  b  فان
)1 (aA inf إذا وفقط إذا كان

xa)  ا(  لكلAx)ب  ( لكل عدد حقیقي موجب)0(وجد ، یAy  بحیث أن ay

)2  (bA sup إذا وفقط إذا كان
bx) ا(  لكلAx)ب ( لكل عدد حقیقي موجب)0( ، یوجدAy  بحیث أن by

:البرھان
)1 (

aAنفرض : الاتجاه الأول inf
a قید أسفل للمجموعةAxa  لكلAx متحقق)  ا(الشرط
0لیكن : )ب(برھن الشرط ألان ن  aa

Aaاكبر قید أسفل للمجموعة aبما أن    قید أسفل للمجموعة لیسA

 یوجدAz بحیث az.
قین متحق)  ب(و) ا(نفرض الشرطیین : الاتجاه الأخر

Aقید أسفل للمجموعة aالشرط الأول یبین أن 
cلیكن  بحیث أنca  . یجب أن نبرھن على أنcلمجموعة أسفل لقیدلیسA
acنضع    0

 یوجدAy) بحیث ) بحسب الشرط aycacay )(.
AaAاكبر قید أسفل للمجموعة aوعلیة Aقید أسفل للمجموعة لیسcوھذا یبین أن  inf

)2(
bAنفرض : الاتجاه الأول supb قید أعلى للمجموعةAbx  لكلAx متحقق)  ا(الشرط

)ب(ألان نبرھن الشرط 
00لیكن    bb

Abقید أعلى للمجموعة رغصاbبما أن    قید أعلى للمجموعة لیسA یوجدy A بحیثyb  .
متحققین)  ب(و) ا(ن نفرض الشرطیی: الاتجاه الأخر
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Aقید أعلى للمجموعة bالشرط الأول یبین أن 
Rdلیكن  بحیث أنbd  . یجب أن نبرھن على أنdأعلى للمجموعة لیسA

dbضع ن   0

 یوجدAy) بحیث ) بحسب الشرط byddbby )(.
AbAموعة اصغر قید أعلى للمجbوعلیة Aقید أعلى للمجموعة لیسdوھذا یبین أن  sup

) أرخمیدسخاصیة ()8.2.1(مبرھنة 
nفأنة یوجد  0xعددا حقیقیا وكان ,yxإذا كان كل من   بحیث أنynx 

:البرھان
)الخاصیة غیر صحیحةنفرض(سنبرھن بطریقة التناقض 

x,نفرض یوجد y  0بحیث أنx  وانnx y لكلn 
}نضع   : }A nx n 
1Aبما أن  x x A    مجموعة جزئیة غیر خالیة في
nxبما أن  y لكلy n  قید أعلى للمجموعةAA  مجموعة مقیدة من الأعلى
bیوجد تحقق خاصیة الكمال بما أن   بحیثsupb A
0بما أن  0b x b x x      
bاصغر قید أعلى للمجموعة  bبما أن  x A  لیس قید أعلى للمجموعةA

 یوجدm  بحیث( 1)b m x b mx x b x mx       
)بما أن  1) 1b m x A m     لیس قید أعلى للمجموعةAA  وھذا تناقض
)9.2.1(نتیجة

xبحیث أن nیوجد عدد صحیح موجب xلكل عدد حقیقي موجب ) 1(
n


1

xnبحیث nعدد صحیح موجب یوجد xلكل عدد حقیقي )  2( 
nxmبحیث أن  ,nmیوجد عددان صحیحان xلكل عدد حقیقي )  3( 
1بحیث أن nیوجد عدد صحیح واحد فقط xلكل عدد حقیقي )  4( nxn
xnxبحیث أن nیوجد عدد صحیح وحید xلكل عدد حقیقي ) 5( 1
xnxبحیث أن  nیوجد عدد صحیح وحید xلكل عدد حقیقي ) 6( 1

:البرھان
)1(

,نضع  1a x b   یوجد عدد صحیح موجب ارخمیدسحسب خاصیةn بحیث
1

1x nx na b
n
    

)2(
xbaنضع   bnaxnبحیث nح موجب یوجد عدد صحیارخمیدسحسب خاصیة 1, 

)3(
xnبحیث nیوجد عدد صحیح موجب )  2(عدد حقیقي ،حسب xبما أن 

xmبحیث mألان یجب أن نبرھن یوجد عدد صحیح موجب  
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}:{نضع    xkZkAA  مجموعة جزئیة غیر خالیة فيو مقیدة من الأسفل
yیوجد یحقق خاصیة الكمال بما أن بحیثinf A yy x y x     
ymxmنضع  

)4 (
}:{نضع    xmZmAA  مجموعة جزئیة غیر خالیة فيو مقیدة من الأعلى
nجد یویحقق خاصیة الكمال بما أن بحیثsupn x A n  

1بقي أن نبرھن  nx .نفرضxnAn  nAوھذا تناقض 11 sup

.یترك للقارئ6، 5برھان .وحیدsupبرھان الوحدانیة واضح لان

Filed of Rational Numbersالأعداد النسبیة  حقل3.1
)1.3.1(مبرھنة

كل حقل مرتب یحتوي على حقل جزئي یشابھ حقل الأعداد النسبیة
: البرھان 

),,(لیكن  F العنصر المحاید الضربي في 1العنصر المحاید الجمعي، 0حقلا مرتبا ولیكنF.
111رمز للعدد ن  n 1من المرات بالرمزn حیثn 1111عدد صحیح غیر سالب  n

01إذا كان :  نرید أن نبرھن :الآن n 0فانn
01اصغر عدد صحیح موجب بحیث kنفرض : سنبرھن بطریقة التناقض k

1111بما أن   kk من المرات 10101)1( kkk

0)1(011وعلیة  kk01إذن إذا كان .  وھذا غیر ممكن n 0فانn وبذلك نستنج أنF یحتوي
01وان  nلكل عدد صحیح غیر سالب1nعلى عناصر من النوع   n 0إذا وفقط إذا كانnك وكذل

11  nm إذا وفقط إذا كانnm 
),,(بما أن  Fفان حلقةF 1(یحتوي على كل العناصر(  n 1حیث n1()1()1(ھو(  nن م
المرات

Zیحتوي على نسخة من مجوعة الأعداد الصحیحة  Fولھذا یمكن القول أن 

),,(بما أن  F حقل  لكلZnnF
n

 ,0
نسخة من حقل یحتوي على Fوعلیة نستنج أن  1

.الأعداد النسبیة
حقل مرتب وعلیة لانیحتوي على حقل الأعداد النسبیة نستنتج حفل الأعداد الحقیقیة : وألان  .

ھل أن : والسؤال الذي یطرح ھنا   ؟  للإجابة على ھذا السؤال نحتاج الحقائق الآتیة :
)2.3.1(مبرھنة

22لایوجد للمعادلة  x جذر في حقل الأعداد النسبیة
:البرھان 

yنفرض أن : سنبرھن بطریقة التناقض  22بحیث أن y

aبما أن 
y y

b
   حیثba,، 0أعداد صحیحةb 1و),(.. badcg
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22یما أن  2
2

2

 y
b

a

)1(2 22 ba 
عدد زوجيaعدد زوجي 2aعدد زوجي 22bبما أن  caca 24 22

222222بما أن   2242 babccb 
2b عدد زوجيb  عدد زوجي 2),(.. badcg وھذا تناقضy   وعلیة لایوجد للمعادلة
22 xل الأعداد النسبیةجذر في حق

)3.3.1(مبرھنة
22للمعادلة  x  جذر حقیقي موجب واحد فقط
:البرھان 

}2لتكن  : 0, 2}A A x x x       لان مثلاA1 . وكذلكA 3مقیدة من الأعلى لان مثلا
. قید أعلى لھا

Ayبحیث Ryیوجد .مجموعة غیر خالیة ومقیدة من الأعلىAتحقق خاصیة الكمال وان بما أن  sup
22نرید أن نبرھن :الآن y .

22ھنالك احتمالان ھما أما . 2yنفرض: سنبرھن بطریقة التناقض  y 22أو y

20202إذا كان ) 1( 222  yyy

لتكن   10بحیث أن  
)2(2)( 2222   yyyyy

1122بما أن    yy

)2()12()2()12(0بما أن   22   yyyyyy

)()12(وعلیة  22  yyy 

إذا كانت ) ا(
12

2 2





y

y


22)12()( 2222  yyyyy 
00و 0yبما أن    y

 0,2)( 2  yyAy

Aوعة قید أعلى للمجyبما أن  yy  0وھذا تناقض لان 0 1 

إذا كانت ) ب(
12

2 2





y

y
 .  نضع

12

2 2





y

y


0012بما أن    yy  020وكذلك بما أن 2  y
11بما أن    10وعلیة   وكذلك نحصل

22)12()( 2222  yyyyy 
 Ay  وھذا تناقض) نفس الطریقة في ا(0

)2(
202إذا كان   22  yy
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لتكن   0بحیث أن 1 
)2(2)( 2222   yyyyy

101122بما أن    yy
(2 ) (2 1) 0y y       

 )12()2()12()2( 22 yyyyyy 
)12()( 22  yyy 

إذا كانت ) ا(
12

22





y

y
 فان

2)12(2)12(2)12(2)( 2222  yyyyyyy 
y   قید أعلى للمجوعةA

Ayyاصغر قید أعلى للمجوعة yبما أن   .  وھذا تناقض0

إذا كانت ) ب(
12

22





y

y
 .  نضع

12

22





y

y
10نفس الطریقة نثبت أن بو   0و)( 2  y وھذا یؤدي

y قید أعلى للمجوعةA . وبذلك یكون yy 0وعلیةوھذا تناقض  .
22یؤدي إلى ) 2(و ) 1(من وجود التناقض في كل من نستنتج y أي أن ،y  جذر حقیقي موجب للمعادلة

22 x
یكون وحیداyنبرھن على أن ھذا الجذر الموجب :الآن 

yz(عدد حقیقي موجب أخر zنفرض أن   ( 22بحیث أن z

yzو 0zبما أن    أماyz  أوyz 

22أما  0zو 0yبما أن   yz  22أو yz   أماz y أوz y وھذا تناقض
 yz

)4.3.1(نتیجة
حقل الأعداد النسبیة حقل جزئي فعلي من حقل الأعداد الحقیقیة 

: البرھان 
22بما أن المعادلة  x 2تمتلك جذر حقیقي والذي یرمز لھ بالرمز 2 
22وبما أن المعادلة  x2تمتلك جذر في لا   

ملاحظة 
:  باستخدام نفس الأسلوب المستخدم  في برھان المبرھنة السابقة ، یمكن أن نبرھن المبرھنة الآتیة 

)5.3.1(مبرھنة
، یوجد عدد حقیقي موجب واحد فقط  یحقق المعادلة nولكل عدد صحیح موجبaلكل عدد حقیقي موجب 

ax n  .ویرمز لھذا العدد الوحید بالرمزn aأوna
1

.aونطلق علیة بالجذر النوني للعدد 
)6.3.1(مبرھنة

حقل الأعداد النسبیة غیر كامل 
: البرھان 
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مقیدة من الأعلى ولیس لھا Qلأجل برھان ھذه المبرھنة  یكفي أن نبرھن وجود مجموعة جزئیة غیر خالیة من 
. اصغر قید أعلى

}2لتكن : 2}A A x x     لان مثلاA1ذلك وكA قید أعلى إلى 3مقیدة من الأعلى لان مثلاA.
yنفرض یوجد : نبرھن بطریقة التناقض. غیر موجود Asupسنبرھن على أن : ألان   بحیث أنyA sup

 22y 22أو y 22أو y

)1(
22 y 2لأنھ لایوجد عدد نسبي مربعھ یساوي

)2(
22إذا كان  y 4،   نضع 3

3 2

y
z z

y


  




22لان    ( y       (0
)23(

2
2)

23

34
(2

2

2
22 









y

y

y

y
z

 22zAz







 0
23

)2(2

23

34 2

y

y
y

y

y
yzyz

Aقید أعلى إلى yوھذا تناقض لان 

)3(
22إذا كان  22  yzz قید أعلى إلىA

Aوعلیة لایوجد عدد نسبي بحیث یكون اصغر قید  أعلى إلى Aاصغر قید أعلى إلى yوھذا تناقض لان 

)كثافة الأعداد النسبیة ( )7.3.1(مبرھنة 
a,لیكن  b  بحیث أنba  یوجد عدد نسبي ،r بحیث إنbra  وعلیة فانھ یوجد عدد غیر منتھي من

الأعداد النسبیة بین أي عددین حقیقیین
:البرھان 
)1 (

baإذا كان  0
1عندما ) ا( ab نضع  ،{ : }A n n a  

aبما أن   یوجد ارخمیدسحسب خاصیة ،m  بحیثam A m A   
مجموعة جزئیة غیر خالیة من Aمجموعة مرتبة ترتیب حسن وان بما أن 
A تحتوي على اصغر عنصر ولیكنk

Akakبما أن  
AAkakakاصغر عنصر في kبما أن   111

11بما أن   ababbk وعلیةbka 
ھو العدد النسبي المطلوب kلك یكون وكذ

1عندما ) ب( ab

baabبما أن   0

)(1بحیث nیوجد عدد صحیح موجب ارخمیدسبالاستخدام خاصیة   abn

 1nanbیوجد ) ا(ة وحسب الحالk بحیثnbkna 
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 b
n

k
a ویكون

n

k ھو العدد النسبي المطلوب

)2(
baإذا كان    ھو العدد النسبي المطلوب0فان 0

)3 (
00إذا كان   baabیوجد ) 1(ب الحالة حسr  بحیث ان

arbbra فیكونrھو العدد النسبي المطلوب
Irrational Numbersالأعداد غیر النسبیة4.1

في مجموعة الأعداد الحقیقیة النسبیة لمجموعة الأعداد) المكملة(تمثل المجموعة المتممة cلتكن 
| { : }c x x       

.   مجموعة الأعداد غیر النسبیةcیطلق على المجموعة 
2cبما أن  c   
)1.4.1(مبرھنة

xإذا كان    وكانcy فان
)1  (cx y )2  (cxy  0بشرطx

: رھان بال
)1(

cxنفرض  : سنبرھن بطریقة التناقض  y 
xبما أن  y x y     
xبما أن   وان حقلx   وكذلك( ) ( )y x y x      وھذا تناقض .
)2(

cxyنفرض  : سنبرھن بطریقة التناقض  xy   

xحقل وان بما أن   ،0x11
x

x
   1وكذلك

( )y xy
x

   وھذا تناقض.

)كثافة الأعداد غیر النسبیة ( )2.4.1(مبرھنة
a,لیكن  b  بحیث أنba  یوجد عدد غیر نسبيs  بحیثbsa  وعلیة فأنة یوجد عدد غیر منتھي من

الأعداد غیر النسبیة بین أي عددین حقیقیین
:رھان بال

babaبما أن   22

عدد حقیقي 2bو 2aبما أن كل من 
rثافة الأعداد النسبیة  یوجد باستخدام ك  22بحیث أن  bra bra 2

2عدد غیر نسبي 2عدد نسبي وrبما أن rs   عدد غبر نسبي وعلیةbsa 
:لان أ

saبما أن   1یوجد  عدد غیر نسبيs  بحیث أنssa  1

.bو aوباستمرار ھذه العملیة نحصل على عدد غیر منتھي من الأعداد غیر النسبیة تقع بین 
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)3.4.1(تعریف
a,یكن ل b  بحیث أنba 

 ( , ) : , [ , ] { : }, ( , ] { : }, [ , ) { : }

( , ) { : }, ( , ] { : }

( , ) { : }, [ , ) { : }

a b x a x b a b x a x b a b x a x b a b x a x b

b x x b b x x b

a x a x a x a x

               

           
         

   
 
 

كل فترة من الأعداد الحقیقیة تحتوي على عدد : حسب كثافة الأعداد النسبیة والأعداد غیر النسبیة نستطیع أن نقول  
أي انھ لاتوجد فترات تتكون من أعداد .غیر منتھ من الأعداد النسبیة وعلى عدد غیر منھ من الأعداد غیر النسبیة

نسبیة فقط أو أعداد غیر نسبیة فقط 
)4.4.1(مثال

اوجد مجموعة الحل لكل من المتباینات التالیة
)1(6 5 4 1x x  )2 (4 4 2 6x    )3(2 2 3 0x x  )4(2 3 2x x )5 (2 1 0x x  

)6 (2 1 0x x  )7 (3
5, 0x

x
 )8 (3

5
x
 ،0x  2و 7 3x x  )9 (2 3 1

2 3

x

x





 ،2x  

:الحل
)1(6 5 4 1x x  

3 2 6 6 4 1 5 6 5 4 1x x x x x x           وعلیھ  مجموعة الحل ھي{ : 3}x x 
)2(4 4 2 6x    

3 3
1 1 6 4 4 4 2 4 6 2 4 4 2 6

2 2
x x x x x                        

}وعلیھ  مجموعة الحل ھي  : 1 1.5} [ 1,1.5]x x     
)3(2 2 3 0x x  

2( 3)( 1) 0 2 3 0x x x x       )3 0x   1و 0x   ( أو)3 0x   1و 0x  (
)3x   1وx  ( أو)3x   1وx    (وعلیھ  مجموعة الحل ھي

({ : 3} { : 1}) ({ : 3} { : 1})

{ : 1} { : 3} (1, ) ( ,3) | [ 3,1]

x x x x x x x x

x x x x

            
            

   
  

)4(2 3 2x x 
2 2( 2)( 1) 0 3 2 0 3 2x x x x x x          )2 0x   1و 0x   ( أو)2 0x   و

1 0x  (
)2x  1وx  ( أو)2x  1وx    (وعلیھ  مجموعة الحل ھي

({ : 2} { : 1}) ({ : 2} { : 1}) (1,2) (1,2)x x x x x x x x                 
)5 (2 1 0x x  

2 2 21 3 1 1
( ) 0 1 0 1 0

2 4 4 4
x x x x x              مجموعة الحل ھي مجموعة الأعداد

.الحقیقیة 
)6(2 1 0x x  

2 2 21 3 1 1
( ) 0 1 0 1 0

2 4 4 4
x x x x x              مجموعة الحل ھي المجموعة الخالیة.
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)7(3
5, 0x

x
 

0xكان إذا  3فان 3
3 5 5

5
x x

x
    ،

0xكان إذاأما   3فان 3
3 5 5

5
x x

x
    

مجموعة الحل ھي
3 3

({ : 0} { : }) ({ : 0} { : })
5 5

3 3 3
{ : } { : 0} ( , ) ( ,0) | [0, ]

5 5 5

x x x x x x x x

x x x x

          

          

   

  

)8(3
5

x
 ،0x  2و 7 3x x  

3من المتباینة  
5

x
 ،0x  3نحصل على مجموعة الحل ھي

| [0, ]
5

 2ومن المتباینة 7 3x x  

5ة الحل ھي نحصل على مجموع
( , )

4
 3وعلیھ مجموعة الحل ھي 5 3 5

| [0, ] ( , ) ( ,0) ( , )
5 4 5 4
    

)9(2 3 1

2 3

x

x





 ،2x  

2إذا كان  0x   11فان 2 3 1
5 11 6 9 2 3(2 3) 2

5 2 3

x
x x x x x x

x


            


،

2أما إذا كان  0x  

11فان 2 3 1
5 11 6 9 2 3(2 3) 2

5 2 3

x
x x x x x x

x


            


مجموعة الحل ھي

11 11
({ : 2} { : }) ({ : 2} { : })

5 5
11 11

{ : 2 } ( 2, )
5 5

x x x x x x x x

x x 

            

       

   



Absolute Valueالقیمة المطلقة5.1
)1.5.1(تعریف

التالیة ةعرف بالصیغتوx،  یرمز لھا بالرمز xإلى(Absolute Value)القیمة المطلقة . عددا حقیقیاxلیكن 






















0,

0,

0,

0,0

0,

xx

xx

xx

x

xx

x



331ر 
Mathematical  Analysis I) 1(اضي تحلیل ری

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

23

2,22,00)2(2,:مثلا   أن ) من التعریف مباشرة(من الواضح :
)1 (0x لكلx )2 (22

xx  لكلx )3 (0x 0إذا وفقط إذا كانx

)4(},max{ xxx  لكلx  وعلیةxxxx  ,)5 (xx كل  لx 

.وسنترك برھانھا للقارئ لأنة ینتج مباشرة من التعریفللقیمة المطلقة المبرھنة التالیة تبین الخواص العامة 

)خواص القیمة المطلقة( )2.5.1(مبرھنة
)1 (},max{ xxx  لكلx  وعلیةxxxx  ,)2 (0x لكلx 
)3 (0x 0إذا وفقط إذا كانx)4 (xx   لكلRx)5 (xyyx   لكل,x y 

)6 (yxxy   لكل,x y )7 (
y

x

y

x
  0لكل , ,y x y )8 (yxyx  لكل,x y 

)9 (yxyx  لكل,x y )10 (yxyx  لكل,x y 

)3.5.1(مبرھنة
x,لیكن  a ،0a 

)1 (x a إذا وفقط إذا كانa x a  )2  (x aذا كان إذا وفقط إx a أوx a 

)3 (x a إذا وفقط إذا كانa x a  )4  (x a إذا وفقط إذا كانx a أوx a 

:البرھان 
)4.5.1(مثال

ت التالیة لمعادلالكل من ااوجد مجموعة الحل 
)1 (3 13x  )2 (2 6 4 5x x  

:الحل
)1 (3 13x  

3أما  3x x     3أو ( 3)x x   3 13x     أو( 3) 13x  

16x    10أوx   وعلیھ مجموعة الحل ھي :{ 10,16}
)2 (2 6 4 5x x  

2أما  6 4 5x x     2أو 6 (4 5 )x x   7 10x    3أو 2x  
10

7
x    2أو

3
x   2: وعلیھ مجموعة الحل ھي 10

{ , }
3 7


)5.5.1(مثال
التالیة لكل من المتباینات اوجد مجموعة الحل

)1(3 2 4x  )2 (2 5 3x )3 (3 4 7x  )4 (2 5x  )5 (4 2, 3 3x x   

)6 (2 5
3

6

x

x





)7 (1

7 2
x
 

:الحل
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)1 (3 2 4x  

2 3 6 4 3 2 4 3 2 4x x x          

2
2

3
x    2: وعلیھ مجموعة الحل ھي

( , 2)
3


)2 (2 5 3x 

5 5 1 3 2 5 3 2 5 3x x x           

1
1

5
x   1: جموعة الحل ھي وعلیھ م

( ,1)
5


)3 (3 4 7x  

11
1 3 3 11 7 3 4 7 3 4 7

3
x x x x             

11: وعلیھ مجموعة الحل ھي 
[ 1, ]

3


)4(2 5x  

2 5 2 5x x     2أو 5x   

3x   7أوx   وعلیھ مجموعة الحل ھي :( , 7) (3, )   
)5 (4 2, 3 3x x   

0إذا كانت: الحالة الأولى  6 3 3 3 3 3x x x         

}: مجموعة الحل للحالة الأولى ھي  : 0 6} [0,6]x x   
4إذا كانت  : الحالة الثانیة   2 4 2x x     4أو 2x   6x   2أوx 

): مجموعة الحل للحالة الثانیة  ھي  , 2] [6, )  
[0,6]ي مجموعة الحل للحالتین  ھ (( , 2) [6, )) [0,2] {6}     

)6(2 5
3

6

x

x






2ا 5 2 5
3 3 3

6 6

x x

x x

 
    

 
)3إذا كانت  : حالة الأولى ال 6) 2 5 3( 6) 6 0x x x x        

3 23 2 3 13 3 18 2 5 3 18x x x x x x            

23: مجموعة الحل للحالة الأولى ھي 
(6, ) ( , ) (13, ) (13, )

5
      

23إذا كانت  : الحالة الثانیة 
13, 6 0

5
x x x    

23: مجموعة الحل للحالة الثانیة  ھي  23
( ,6) ( , ) ( ,13) ( , )

5 5
      

23مجموعة الحل للحالتین  ھي  23
(13, ) ( , ) | [ ,13]

5 5
    
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)7(1
7 2

x
 

1 1 1
5 9 2 7 2 7 2

x x x
         

5إذا كانت  : حالة الأولى ال 1 9 0x x x   
1 1

, 1 9 , 5 1
9 5

x x x x    

1: مجموعة الحل للحالة الأولى ھي  1 1 1
(0, ) ( , ) ( , ) ( , )

9 5 9 5
     

1إذا كانت  : حالة الثانیة  ال 1
, 0

9 5
x x x   

1: مجموعة الحل للحالة الثانیة  ھي  1
( ,0) ( , ) ( , )

9 5
     

1مجموعة الحل للحالتین  ھي  1 1 1
( , ) ( , )
9 5 9 5

 

Finite and Infinite Setsالمجموعات المنتھیة وغیر المنتھیة 6.1
)1.6.1(تعریف 

)~(ویكتبBالمجموعة(Equivalent)بأنھا تكافئ  Aیقال عن المجموعة. مجموعة ,BAلتكن كل من BA إذا وجد
)~(ویكتبBعلى المجموعةAدالة تقابلیة من المجموعة BA  إذا كانتAتكافئ لاB.

)2.6.1(مبرھنة
.بین المجموعات ھي علاقة تكافؤ~العلاقة 
: البرھان 
انعكاسیة ~) 1(

~A A لان الدالة:f A A المعرفة بالصیغة( )f x x لكلx Aتقابلیة.
متناظرة ~) 2(

A~نفرض  B ونبرھن~B A
A~بما أن  B توجد دالة:f A B 1تقابلیة :f B A   دالة تقابلیة ، وعلیھ~B A.

متعدیة ~) 3(
A~نفرض  B وكذلك~B C ونبرھن~A C

A~بما أن  B توجد دالة:f A B تقابلیة  وكذلك  بما أن~B C توجد دالة:g B Cتقابلیة
:g f A C  دالة تقابلیة ، وعلیھ~A C.

)3.6.1(مثال 
,1}إذا كانت ) 1( 2,3, 4}, {6,7,8,9}A B فان~A B لان الدالة:f A B المعرفة بالصیغة( ) 5f x x 

xلكل  Aتقابلیة.
,1}إذا كانت ) 2( 2,3}, { , }A B a b فان~A B لان كل دالة:f A Bلا یمكن أن تكون  تقابلیة.
A,إذا كانت) )3( Bمجموعتین فان~A B B A  لان الدالة:f A B B A   المعرفة بالصیغة



331ر 
Mathematical  Analysis I) 1(اضي تحلیل ری

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

26

(( , )) ( , )f x y y x لكل( , )x y A B تقابلیة.
,[1,4]إذا كانت ) 4( [3,9]A B فان~A B لان الدالة:f A B المعرفة بالصیغة( ) 2 1f x x 

xلكل  Aتقابلیة.
,إذا كانت ) 5( {2, 4,6, }A B  فان~A B لان الدالة:f A B المعرفة بالصیغة( ) 2f x x

xلكل  Aتقابلیة.
,إذا كانت ) 6( {1,3,5, }A B  فان~A B لان الدالة:f A B المعرفة بالصیغة( ) 2 1f x x 

xلكل  Aتقابلیة.
,إذا كانت )  7( {0,1,2,3,4, }A B  فان~A Bالدالة لان:f A B المعرفة بالصیغة( ) 1f x x 

xلكل  Aتقابلیة.
~مجموعة ، فان Aإذا كانت) 8( {1}A A  لان الدالة: {1}f A A ة بالصیغة المعرف( ) ( ,1)f x x

xلكل  Aتقابلیة.
A,(0,1)إذا كانت )9( B   فان~A B لان الدالة:f A B المعرفة بالصیغة( )

1

x
f x

x



xلكل  Aتقابلیة.
)إذا كانت ) 10( 1,1), ( , )A B a b  فان~A B لان الدالة:f A B المعرفة بالصیغة

1 1
( ) ( ) ( )

2 2
f x b a x b a   

xلكل  Aتقابلیة.
,[0,1]ت إذا كان) 11( [0,1)A B فان~A B لان الدالة:f A B المعرفة بالصیغة

, 2 ,
( ) 2

, 2

n

n

x
x n

f x
x x





   
 



xلكل  Aتقابلیة.
)إذا كانت ) 12( 1,1),A B   فان~A B لان الدالة:f A B المعرفة بالصیغة( ) tan

2
f x x




xلكل  Aتقابلیة.
)إذا كانت )13( , ),

2 2
A B

 
   فان~A B لان الدالة:f A Bمعرفة بالصیغة ال( ) tanf x x

xلكل  Aتقابلیة.
1إذا كانت )14( 2 3 4[0,1], ( , ), ( , ], [ , ), [ , ]A B a b B a b B a b B a b    فان~A B لان الدالة:i if A B

)المعرفة  بالصیغة   ) ( )if x a b a x   لكلx A 1,2,3,4ولكلi تقابلیة.
]إذا كانت ) 15( , ], [ , ]A a b B c d فان~A B لان الدالة:i if A B المعرفة  بالصیغة

( ) ( )
( )

b x a x c b
f x

d c

  



xلكل  Aتقابلیة.

مبرھنة كانتور)4.6.1(مبرھنة 
)، فان المجموعة Xلكل مجموعة  )P X لا تكافئ المجموعةX  أي أن ،~ ( )X P X

: البرھان 



331ر 
Mathematical  Analysis I) 1(اضي تحلیل ری

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

27

Xت إذا كان  فالنتیجة واضحة ، أما إذا كانت ،X  سنبرھن بطریقة التناقض ،
~نفرض  ( )X P X توجد دالة تقابلیة: ( )f X P X

xلكل  Xن فا( ) ( )f x P X ولكن عناصر ،( )P X مجموعات جزئیة منX .( )f x X
)نضع  ) { : ( )}A P X A x X x f x X     

yوجد یشاملة fبما أن الدالة  X بحیث أن( )f y A
ھنالك احتمالان ھما 

yإذا كان ) 1( A فان ،( )y f y ولكن( )y A f y A   وھذا تناقض
)إذا كان ) 2( )y f y y A   ولكن( )y A f y A   وھذا تناقض

.وفي الحالتین نحصل على تناقض 
)5.6.1(مبرھنة
2إذا كانت  { : 2 {0,1}}X f X  فان( ) ~ 2XP X

: البرھان 
:نعرف الدالة  ( ) 2XP X  بالصیغة( ) AA  لكل( )A P X حیث ،:A A X  الدالة الممیزة للمجموعةA

,0، أي أن Xفي 
( )

1,A

x A
x

x A



  

یجب أن نبرھن 
)1( نفرض : دالة متباینة, ( )A B P X بحیث أن( ) ( )A B A B   وعلیھ فان

{ : ( ) 0} { : ( ) 0}A Bx X x x X x      ومنھ ینتج أنA B وعلیھ فان الدالة، متباینة
)2 ( 2فرض ن: دالة شاملةXf 

)1نضع  ) { : ( ) 0} ({0})A P X A x X f x X A f        ( ) AA f    وعلیھ فان الدالة
 شاملة .  تقابلیة وعلیھ فان( ) ~ 2XP X  .

)6.6.1(مبرھنة 
~إذا كانت  , ~Z W X Y فان~Z WX Y

: البرھان 
X~بما ان  Y توجد دالة تقابلیة:f X Yوكذلك بما ان ،~Z W توجد دالة تقابلیة:g W Z

}بما ان  : }, { : }Z WX Z X Y W Y    
:نعرف الدالة  Z Wh X Y بالصیغة( )h f g    لكلZX  . یجب ان نبرھنh تقابلیة

,لیكن ) 1( ZX   بحیث ان( ) ( )h h f g f g     
f,بما ان كل من  g 1دالة تقابلیة ، فان كل من 1,f g   دالة تقابلیة

1 1 1 1( ) ( )f f g g f f g g                 وعلیھ الدالةh متباینة
1نضع . WYلیكن ) 2( 1 1 1( ) ( ) Zh h f g X f g                

h  دالة شاملة ، وعلیھ الدالةh تقابلیة.
)6.6.1(نتیجة 

X~إذا كانت  Y فان( ) ~ ( )P X P Y

: البرھان 
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X~بما أن  Y2ان ف ~ 2X Y 2ولكن ~ ( ), 2 ~ ( )X YP X P Y وعلیھ فان( ) ~ ( )P X P Y

)8.6.1(تعریف 
Finite Set)بأنھا مجموعة منتھیة Aیقال عن . مجموعة ما Aلتكن  مجموعة غیر خالیة أو تكافئ Aإذا كانت (

مجموعة منتھیة Aإذا لم تكن(Infinite Set)مجموعة غیر منتھیة Aویقال أن .kلبعض عدد طبیعي kNالمجموعة 
)kلكل عدد طبیعي KNیر خالیة ولا تكافئ أي أن المجموعات غیر المنتھیة ھي مجموعات غ(

ANمجموعة منتھیة فان Aإذا كانت  k ANfوعلیة توجد دالة متقابلة kلبعض عدد طبیعي ~ k : . ضعiaif )(

kNiAaiلكل   1,2,3لكل, ,i k    وعلیة فان 1 2, , , kA a a a 

)9.6.1(مبرھنة 
BAمجموعة غیر خالیة بحیث أن,BAلتكن كل من  ~

)1(A منتھیة إذا وفقط إذا كانتB منتھیة
)2 (Aغیر منتھیة إذا وفقط إذا كانتBغیر منتھیة

:البرھان
منتھیة Aنفرض المجموعة ) 1(

Aبما أن   یوجدk  بحیث أن~ kA N ولكنBA ~~ kB N  وعلیھBمجموعة منتھیة
غیر منتھیةAنفرض المجموعة ) 2(

غیر منتھیةBوھذا تناقض وعلیھ فان  ) 1حسب (منتھیة Aمنتھیة لكانت Bلو كانت 
ملاحظات 

كل مجموعة جزئیة من مجموعة منتھیة تكون منتھیة ) 1(
BAمجموعة غیر منتھیة وكانت Aإذا كانت)2(  فانBمجموعة غبر منتھیة
ر منتھیة تكون غیBAمجموعة ما فان Bمجموعة غیر منتھیة وكانتAإذا كانت)3(

)10.6.1(تعریف 
Countable Set)) أو یقال معدودة ( بأنھا مجموعة قابلـة للـعد Aیقال عن. مجموعة ما Aلتكن Aإذا كانت(

مجموعة غیر منتھیة Aبأنھا غیر منتھیة وقابلة للعد إذا كانتAیقال عن .منتھیة أو تكافئ مجموعة الأعداد الطبیعیة
مجموعة غیر Aإذا كانت(Uncountable)بأنھا غیر قابلة للعد Aویقال عن .وتكافئ مجموعة الأعداد الطبیعیة 

.منتھیة ولا تكافئ 
ملاحظـــة 

~مجموعة غیر منتھیة قابلة للعد فانAإذا كانت  A وعلیة توجد دالة متقابلة:f A ضعnanf )(

naلكل  A n   لكلn   وعلیة   1 2 3: , , ,nA a n a a a   

)11.6.1(مثال
كل مجموعة منتھیة تكون قابلة للعد) 1(
,كل من ) 2( {0} لان تكون قابلة للعد~  وكذلك~ {0} 
,2,4,6}جموعة الأعداد الطبیعیة الزوجیة م) 2( }E   مجموعة قابلة للعد لان الدالة:f E المعرفة بالصیغة

( ) 2f x x لكلx تقابلیة.
,1,3,5}مجموعة الأعداد الطبیعیة الفردیة ) 3( }O  مجموعة قابلة للعد لان الدالة:f O المعرفة بالصیغة

( ) 2 1f x x  لكلx تقابلیة.
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f:مجموعة قابلة للعد لان الدالة مجموعة الأعداد الصحیحة ) 4(   1المعرفة بالصیغة
( )

2

x
f x


 عندماx

)عدد فردي ،  )
2

x
f x   عندماx تكون تقابلیة. عدد زوجي.

1المجموعة ) 5( 1 1
{1, , , , , }

2 3
A

n
   قابلة للعد لان الدالة تكون مجموعة:f A المعرفة بالصیغة

1
( )f x

x
 لكلx تقابلیة.

1المجموعة ) 6( 2 3
{ , , , , }

2 3 4 1

n
A

n



  تكون مجموعة قابلة للعد لان الدالة:f Aیغة المعرفة بالص

( )
1

x
f x

x



xلكل  تقابلیة .

}2المجموعة ) 7( : }A x x  تكون مجموعة قابلة للعد لان الدالة:f A المعرفة بالصیغة
2( )f x x لكلx تقابلیة.

A(0,1)المجموعة ) 8(  تكون مجموعة غیر قابلة للعد لأنھ إذا كانت المجموعةA قابلة للعد ،فان 1 2 3, , ,A a a a 
إذن . شریة دوریة منتھیة أو غیر منتھیة أعداد حقیقیة ، یمكن التعبیر على شكل كسور عnaحیث 

1 11 12 13 2 21 22 23 1 2 30. , 0. , , 0.n n n na b b b a b b b a b b b      0,1}حیث, 2, ,9}ijb   إذا كان :  ، أي أنka A ،
1فان  2 30.k k k ka b b b  0,1,2}حیث, ,9}ijb   .

1الآن لیكن  2 30.x x x x  1حیث 11 2 220 , 0 , ,0 n nnx b x b x b      كما أن ،nx a لكلn  . وھذا
تناقض 

:مجموعة غیر قابلة للعد لان الدالة مجموعة الأعداد الحقیقیة  ) 9( (0,1)f  المعرفة بالصیغة( )
1

x

x

e
f x

e



xلكل  تقابلیة .
.تكون مجموعة غیر قابلة للعد كل فترة في ) 10(

)12.6.1(مبرھنة 
كل مجموعة غیر منتھیة قابلة للعد تكون مكافئة لمجموعة جزئیة فعلیة منھا 

: البرھان 
1غیر منتھیة قابلة للعدمجموعة Aلتكن  2{ , , }A a a  .

}|1نضع  }B A aB  مجموعة جزئیة فعلیة منA . نعرف الدالة:f A B 1بالصیغة( )i if a a 

f  دالة تقابلیة وعلیھ~A B.
)13.6.1(مبرھنة 

كل مجموعة غیر منتھیة تحتوي على مجموعة جزئیة غیر منتھیة قابلة للعد
: البرھان 

Aغیر منتھیة قابلة للعدمجموعة Aلتكن    1یوجد على الأقلx A

1نضع  1 1|{ }A A A x  ) 1لو كانتA 1{ }A A x  منتھیة وھذا تناقض(
1Aبما أن   2یوجد على الأقل 1x A
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2 2 1 2|{ , }A A A x x   3 2x A

1 2{ , , }B x x  من الواضح أن ،B غیر منتھیة وقابلة للعد.

)6.1(تمارین

برھن ذلك .إذا وفقط  إذا كانت تكافئ مجموعة جزئیة فعلیة منھا غیر منتھیة تكون كل مجموعة 1.6.1
برھن ذلك . یمكن أن تكافئ مجموعة جزئیة فعلیة منھاكل مجموعة منتھیة لا2.6.1
. كل مجموعة جزئیة من مجموعة قابلة للعد تكون قابلة للعد 3.6.1
Aمجموعة ما ، فان Bمجموعة قابلة للعد ولتكن Aلتكن 4.6.1 B تكون مجموعة قابلة للعد
المجموعة 5.6.1  برھن ذلك . قابلة للعد
برھن ذلك. تكون قابلة للعدBAموعة قابلة للعد فان المجموعة مج,BAإذا كانت كل من 6.6.1
برھن ذلك. تكون قابلة للعد BAالمجموعة مجموعة قابلة للعد فان ,BAإذا كانت كل من 7.6.1
مجموعة قابلة للعد برھن على أن مجموعة الأعداد النسبیة 8.6.1
9.6.1( )P مجموعة غیر قابلة للعد

ابلة للعد مجموعة ق، فان تمثل مجموعة جمیع الدوال التي یمكن تعریفھا على إذا كانت 10.6.1
}مجموعة جزئیة منتھیة من      B{قابلة للعد ، فان المجموعة     Aإذا كانت المجموعة  11.6.1 :B A
. قابلة للعد

Some Important Inequalitiesبعض المتراجحات المھمة 7.1
)1.7.1(مبرھنة
1,1,0,0إذا كان  qpba1بحیث أن

11


qp
qpفان b

q
a

p
ab

11
وتحقق المساواة إذا وفقط إذا كان

qp ba البرھان:
لتكن  tttf  حیث )(1

p
t

1
,0  

0)(  tf10كلل  t 0وان)(  tf1(00لكل()(  tftf

01وعلیة1tوتحقق المساواة إذا وفقط إذا كان   tt ،أنأيtt   1

paفان 0bإذا كانت 
p

ab
1

0  0، أما إذا كانتb فإننا نضع
q

p

b

a
t  وعلیة نحصل ،

q

p

q

p

b

a

a

a
  1)(

بما أن 
pb

a

ppa

a
a

p
b

pa

a
b

q

p
p

q

p
pqp

q

p
q 111

1)(
1

)
1

1()(
11

 

1ولكن 
1111

1 
qpqp

abababوكذلك 
a

a
b q

q
p

q
q

p
q

p
q 


11

)( qp b
q

a
p

ab
11

Holder's Inequality)متراجحة ھولدر ( )2.7.1(مبرھنة
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p,إذا كان  q  1بحیث أن
11


qp
qqفان 

i
i

pp

i
i

i
ii yxyx

11

)()(   حیثii yx .أعداد حقیقیة,

gfوبصورة عامة إذا كانت كل من  ],[دالة حقیقیة قابلة للتكامل ریمانبا عل الفترة , ba) سوف نتطرق لھا في
فان ) 2الفصول القادمة للجزء الثاني ، تحلیل ریاضي 

 
b

a

qb

a

qpb

a

p
dxxgdxxfdxxgxf

11

))(())(()()(

:البرھان

qنضع 

i

q

i
p

i

p

i ybxa
11

)(,)(  

.وینتھي البرھان0bأو0aفان أما0abإذا كان

qipiiiفان 0abأما إذا كان 

b

y

qa

x

pb

y

a

x
)(

1
)(

1


ab
qp

abb
qb

a
pa

aby
qb

x
pa

abyx q
q

p
p

i

q

iq
i

p

ip
i

ii   )
11

()
11

()
11

(

  qq

i
i

pp

i
i

i
ii yxyx

11

)()(

)زشوار–متراجحة كوشي)3.7.1(نتیجة Cauchy-Schwars Inequality )
2

1
22

1
2

)()(  
i

i
i

i
i

ii yxyx

iiحیث  yx gfوبصورة عامة إذا كانت كل من .اد حقیقیةأعد, ],[دالة حقیقیة قابلة للتكامل ریمانبا عل الفترة , ba

فان 

 
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgxf 2

1
22

1
2

))(())(()()(

:البرھان
.2qفان 2pمباشرة من المبرھنة عندما  

Minkokowsk's Inequality)متراجحة منكوفسكي  ( )4.7.1(مبرھنة
فان 1pإذا كان 

pp

i
i

pp

i
i

pp

i
ii yxyx

1

1

1

1

1

1

)()()( 




iiحیث  yx gfوبصورة عامة إذا كانت كل من . أعداد حقیقیة, ],[كامل ریمانبا عل الفترة دالة حقیقیة قابلة للت, ba

فان 

  
b

a

pb

a

ppb

a

ppp
dxxgdxxfdxxgxf

111

))(())(())()((

: البرھان
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بحیث أن q، نختار 1p، أما إذا كانت 1pالحالة واضحة عندما 
pq

1
1

1


 1q
11   

p

i
iii

p

i
iii

p

i
ii yxyyxxyx

باستخدام متراجحة ھولدر نحصل على
q

i

pq

ii
p

i

p

i

p

i
iii

q

i

pq

ii
p

i

p

i

p

i
iii yxyyxyyxxyxx

1
)1(

1
1

1
)1(

1
1

)()(,)()(  


ppqولكن   )1(
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Metric Spacesالفضاءات المتریة .  2
مزید من أداة مفیدة لسوف توفر لناالتعاریف.حقیقيفي خطالمسافةفھومتوضیح متعمم والفضاءات المتریة ھي 

.مفھوم الفضاءات المتریة یعتبر من المفاھیم المھمة في الریاضیات الحدیثة.المسافةلمفھومالعامةالتطبیقات
Definitions and Examplesتعاریف وأمثلة 1.2

)1.1.2(تعریف 
d:یقال عن الدالة. تمثل  مجموعة الأعداد الحقیقیةمجموعة غیر خالیة ولتكن لتكن    بأنھا دالة

: إذا تحققت البدیھیات الآتیةعلى ) Metric function(متریة 
)1 (0),( yxd لكلXyx ,)2 (0),( yxdإذا وفقط إذا كانyx 
)3 (),(),( xydyxd  لكلXyx ,)4 (),(),(),( yzdzxdyxd  لكلXzyx ,,)المتراجحة المثلثیة(

),(ھو الثنائي )Metric Space(الفضاء المتري  d حیث ، مجموعة غیر خالیةd دالة متریة على . سوف
),(بدلا من نكتب  d عناصر المجموعة . في حالة عدم وجود التباس تسمى بالنقاط ولكلyx, یسمى

),(العدد الحقیقي  yxd بالبعد بین النقطتینyx, . كما تسمىd 2(و) 1(من البدیھیتین . المسافة دالةالبعد أودالة (
yxنستنتج إذا كانت   0فان),( yxd وعلیھ البعد بین أي نقطتین مختلفتین یكون موجب.

)2.1.2(مثال 
ud:لتكن الدالة      معرفة بالصیغةyxyxdu ),( لكل.x y  فانudعلى تكون دالة متریة

وان ،( , )ud یسمى بالفضاء المتري الاعتیادي)Usual Metric Space(
:الحل

)لیكن)1( , ) 0 0 ,ud x y x y x y x y         

)2(( , ) 0 0 0ud x y x y x y x y        

x,لیكن)3( y  ،( , ) ( , )u ud x y x y y x d y x     

,لیكن )4( ,x y z 
( ) ( ) ( ) ( )x y x z z y x z z y x y x z z y              

( , ) ( , ) ( , )u u ud x y d x z d z y  ud  دالة متریة على

)3.1.2(مثال
d:لتكن الدالة     1معرفة بالصیغة),(  yxyxd لكل,x y .بین بانd لیست دالة متریة على

:الحل
x,لیكن  y  بحیث أنyx 1),( yxdلیست متحققة  وھذا یعني أن البدیھیة الثانیةd لیست متریة
)4.1.2(مثال
d:مجموعة غیر خالیة ولتكن الدالة Xلتكن    بالصیغة









yx

yx
yxd

,1

,0
),(

x,لكل y X . فانd دالة متریة علىXوان ،( , )X dیسمى فضاء متري مبعثر)Discrete Metric Space(
-:الحل

),(0بما أن )1( yxd 1أو),( yxd لكل yxyxd x,لكل ),(0, y X
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),(0، من التعریف مباشرة نحصل على أن,yxلیكن )2( yxd عندماyx .
,yxلیكن) 3(

),(
1

,0

,1

,0
),( xyd

xy

xy

yx

yx
yxd 


















zyxلیكن  )  4( ,,

yxإذا كان )  ا( 0),( yxd

),(),(0),(0,),(0بما أن   zxdyzdyzdzxd),(),(),( yzdzxdyxd 
yxyxdإذا كان )  ب(  1),(

xzیساوي احدھما على الأقل أي أنلاzوبھذه الحالة یكون   أوyz 
xzولیكن   مثلا 1),( zxd ، (1),(0بما أن,(),(  yzdyzdzxd

),(),(),(وعلیھ  yzdzxdyxd d دالة متریة على

)5.1.2(مثال 
d:ولتكن الدالة أحادیةمجموعة لتكن     0بالصیغة),( yxd لكلyx, . فانd دالة متریة
),(، وانعلى  d یسمى فضاء متریا متماسكا)Indiscrete Metric Space(

) 6.1.2(مبرھنة 
),(لیكن  d  فضاء متریا

)1 (( , ) ( , ) ( , )d x z d z y d x y  لكلzyx ,,

)2 (),(),(),(),( wydzxdwzdyxd  لكلwzyx ,,,

-:البرھان
)1 (

),(),(),(),().( yzdyxdzydyxdzxd 
)1(),(),(),( yxdyzdzxd 

وكذلك
),(),(),(),(),( yxdzxdyxdxzdyzd 

),(),(),( yxdzxdyzd 
),(),(),(( yxdyzdzxd 

)2(),(),().( yxdyzdzxd 
حصل علىن) 2(،)1(متراجحتینمن ال

 ),(),(),( yxdyzdzxd  ),(),(),(),( yxdyzdzxdyxd

)2(
),(),(),(),(),(),(),(),(),( wydwzdzxdywdwzdzxdyzdzxdyxd 

)3(),(),(),(),( wydzxdwzdyxd 
),(),(),(),(),(),(),(),(),( wydyxdzxdwydyxdxzdwxdxzdwzd 

),(),(),(),( wydzxdyxdwzd 
( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )) (4)d x y d z w d x z d y w    

نحصل على) 4( ،)3(متراجحتینمن ال
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( ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d x z d y w d x y d z w d x z d y w     
),(),(),(),(وعلیة    wydzxdwzdyxd 

)7.1.2(مبرھنة 
d:مجموعة غیر خالیة فان الدالة لتكن    تكون دالة متریة إذا وفقط إذا تحقق الشرطین الآتیین:-

)1 (0),( yxd إذا وفقط إذا كانyx )2 (),(),(),( zydzxdyxd  لكلzyx ,,

:البرھان
دالة متریةdنفرض 

من ) 2(، ) 4(یتحقق من البدیھیات ) 2(من بدیھیات الدالة المتریة وكذلك الشرط ) 2(متحقق لأنھ بدیھیة ) 1(الشرط
بدیھیات الدالة المتریة

.متحققین) 2(، ) 1(اكس ، نفرض الشرطین الاتجاه المع
نحصل على ) 2(باستخدام الشرط . ,yxلیكن )  1(

),(2),(),(),( yxdyxdyxdxxd 
),(0ولكن  xxd 1(حسب الشرط (( , ) 0d x y  

)1(نفس الشرط )   2(
) 2(دام الشرط باستخ. ,yxلیكن )  3(

),(),(0),(),(),(

),(),(0),(),(),(

xydxydxydxxdyxd

yxdyxdyxdyydxyd




 ),(),(),,(),(),(),( xydyxdyxdxydxydyxd

zyxلیكن )   4( ,,
),(),(),(),(),( yzdzxdzydzxdyxd 

 دالة متریة على  d

)8.1.2(تعریف 
),(لیكن  dاء متري ولتكن فض مجموعة جزئیة غیر خالیة في.قطر المجموعةیرمز لھ بالرمز)( ویعرف

)(}sup),(:,{بالصیغة   yxyxd
)(0تحتوي على عنصر واحد فقط فان أووإذا كانت   .

),(یرمز لھ بالرمز عن المجموعة pالنقطة ) المسافة(بعد pd ویعرف بالصیغة
}:),(inf{),(  xxpdpd

),(0فان pومن الواضح انھ إذا كانت  pd وإذا كانت فان),( pd .
),(یرمز لھ بالرمز ,Aبین ) المسافة (البعد . مجموعة جزئیة غیر خالیة في لتكن  d ویعرف بالصیغة

},:),(inf{),(  yxyxdd

ومن الواضح أیضا إذا كانت   فان),(d

) 9.1.2(مثال
)لیكن  , )ud 2,1,()4,2[فضاء متري اعتیادي ولتكن[ 

نلاحظ أن 
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0),(

1),5(,0),4/9(,
2

1
),

2

3
(,0),

4

5
(

2)(,1)(







d

dddd



)10.1.2(مبرھنة
),(لیكن d فضاء متري ولتكن كل من, مجموعة جزئیة غیر خالیة في

)1 (0)(    ،0),( pd لكل pd )(منتھیة فان إذا كانت ) 2(),(0,
),(0فان إذا كانت ) 3( d)4 (),(),(),( qpdqdp  لكلqp,

),(),(فانإذا كانت ) 5( BpdApd  لكلp

-:البرھان 
من التعریف مباشرةنحصل علیھا )   2(،) 1(

)3 (
بما أن   0یوجد على الأقل عنصر ینتمي إلى التقاطع ولیكنxأي أن ،مثلا0x

0x  و0x

( , ) inf{ ( , ) : , } ( , ) ,d d x y x y d x y x y         

0 0( , ) ( , ) 0d d x x     ولكن( , ) 0 ( , ) 0d d      

)4 (
),(),(),(),(بما أن  pqdqpdqdpd 

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1)

( , ) inf{ ( , ) : } ( , )

d p d q

d p d q d p d q

d p d p x x d p x x

   

      

     



),(}inf),(:{),(بما أن  xpdxxpdpd 
)xلكل  , ) ( , ) ( , ) ( , )d p d q d p x d q       لكلx

)2(),(),(),(),(  qdxpdqdpd

),(}inf),(:{بما أن   yyqdqd 0لكل یوجدy بحیث ان ),(),( yqdqd
( , ) ( , )d q d q y       

( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (3)

d p y d q d p y d q y

d p d q d p y d q y





    

      
بما أن 

),(),(),(),(),(),(),(),(),( qydqpdypdqpdyqdypdqpdqdpd  

0لكل  ),(),(),( qpdqdpd

pلتكن ) 5(

بما أن  }:),({}:),({ xxpdxxpd}:),(inf{}:),(inf{  xxpdxxpd
 ),(),( pdpd
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ملاحظة 
),(0إذا كان ) 1( pd فلیس من الضروري أن یكونAp
),(0إذا كان ) 2( d فلیس من الضروري أن یكون الي یوضح ذلكوالمثال الت

)11.1.2(مثال 
)لیكن  , )ud فضاء متري اعتیادي

),(إذا كانت ) 1( ba 0فان),( bd وانb

]1,0,()2,1[إذا كانت) 2(  0فان),( d وان 
:الحل

),(0نفرض   )1( bd

)بما أن   , ) 0 ( , ) 0d p d b      یوجد عدد صحیح موجب ، حسب خاصیة ارخمیدسn

),(بحیث  
1

 pd
n

),(}inf),(:{بما أن   xxpdpd),(),( xbdpd  لكلx),(
1

xbd
n
 لكلx

xbxbdولكن     ),(  لان( , )ud فضاء متري اعتیادي

xb
n


xلكل  1

n
bx

1
 لكلx

n
b

bلان    1
n

bx 
1


nn

bb
n

1
)

1
(

1
2(وبالمثل نبرھن .  وھذا تناقض(

SpaceProductفضاء حاصل الضرب   
YXلتكن كل من XYللمجموعتین )Cartesian Product(مجموعة الضرب الدیكارتي, یرمز لھ ,

YXبالرمز  بالصورة ویعرف  YyXxyxYX  XYYXأن  من الواضح .,:,  وكذلك نلاحظ
X,انھ إذا كانت كل من  Yمجموعة غیر خالیة فانYX غیر خالیة أیضا .

)12.1.2(مثال 
إذا كان كل من    21 ,,, dYdX  فضاء متریاً فان dYX , ًحیث یكون فضاء  متریا

 ),(),,(max)),(),,(( 2122112211 yydxxdyxyxd 
YXyxyxلكل  ),(),,( 2211

:الحل
لیكن )   1(    YXyxyxyydxxd  2211212211 ,,,0),(,0),(

   0),(),,(max0)),(),,(( 2122112211 yydxxdyxyxd

لیكن )2(    YXyxyx 2211 ,,,

 
),(),(,

0),(,0),(0),(),,(max0)),(),,((

22112121

2122112122112211

yxyxyyxx

yydxxdyydxxdyxyxd




لیكن )     3(    YXyxyx 2211 ,,,
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   1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1(( , ), ( , )) max ( , ), ( , ) max ( , ), ( , ) (( , ), ( , ))d x y x y d x x d y y d x x d y y d x y x y  

لیكن )    4(    YXyxyxyx ),(,,,, 332211

 
 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

1 1 3 1 3 2 2 1 3 2 3 2

1 1 3 2 1 3 1 3 2 2 3 2

1 1 3 3 3 3 2 23

(( , ), ( , )) max ( , ), ( , )

max ( , ) ( , ), ( , ) ( , )

max{ ( , ), ( , )} max{ ( , ), ( , )}

(( , ), ( , )) (( , ), ( , ))

d x y x y d x x d y y

d x x d x x d y y d y y

d x x d y y d x x d y y

d x y x y d x y x y



  

 

 

Pseudo-Metric Spacesةشبھ المتریاتالفضاء2.2
)1.2.2(تعریف

d:ن الدالة  یقال ع. تمثل  مجموعة الأعداد الحقیقیةمجموعة غیر خالیة ولتكن لتكن     بأنھا دالة
: إذا تحققت البدیھیات الآتیةعلى ) Pseudo-Metric function(شبھ  متریة 

)1 (0),( yxd لكلXyx ,)2 (0),( xxd لكلXx
)3 (),(),( xydyxd  لكلXyx ,)4 (),(),(),( yzdzxdyxd  لكلXzyx ,,)المتراجحة المثلثیة(

),(0تكون متریة إذا كانعلى المجموعة dالدالة المتریة من شرط  yxd لكلyx  . الفضاء شبھ المتري
)Pseudo-Metric Space( ھو الثنائي),( d حیث ، مجموعة غیر خالیةd دالة شبھ  متریة على . سوف

),(بدلا من نكتب  dفي حالة عدم وجود التباس .
)2.2.2(مبرھنة

),(لیكن dعلى~نعرف العلاقة. فضاء شبھ متريX كالأتي:
yx ),(0إذا وفقط إذا كان~ yxd

Xتكون علاقة تكافؤ على~)1(

]}[:{وكانتxیمثل صف التكافؤ إلى x][إذا كان ) 2( XxxA فان الدالة ،:d A A   المعرفة بالصیغة
),(])[],([ yxdyxd  تكون متریة علىA أي إن ،),( dAفضاء متریا

:البرھان
),(0بما أن)  1( xxdلكلXxxx ~انعكاسیة ~تكون العلاقةوعلیة

yxyxdلیكن  ~0),( 
~),(0),(),(ولكن  xydyxdxydxy متناظرة~تكون العلاقةوعلیة.
zyyxzydyxdلیكن  ~,~0),(,0),( 

),(0),(),(),(بما أن   zydyxdzxdzxd 
~),(0),(0ولكن   zxdzxdzxعلاقة تكافؤ على~وھذا یعني أن .متعدیة~تكون العلاقةوعلیةX

],[][إذا كان  )   2( ybxa  فانybxabydaxd ~,~0),(,0),( 
),(),(0),(),(),(),(بما أن  bydaxdbadyxdbadyxd 

),(),(0سالبة فان  غیربما أن القیمة المطلقة   badyxd

 0),(),(),(),( badyxdbadyxd وعلیةdمعرفة تعریفا حسنا.
),(0بما أن   yxdلكلXyxyxd  Ayxلكل ]),[]([0, ][],[

Xyxلیكن  ,
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][][~0),(0])[],([ yxyxyxdyxd 

Xyxلیكن  ,

([ ],[ ]) ( , ) ( , ) ([ ],[ ])d x y d x y d y x d y x   
Xzyxلیكن  ,,

])[],([])[],([),(),(),(])[],([ yzdzxdyzdzxdyxdyxd  

),(وعلیة dAفضاء متریا.
)3.2.2(مثال

عرف الدالة . والقابلة للتكامل على تلك الفترة]1,0[تمثل مجموعة كل الدوال الحقیقیة على الفترة المغلقة Xلیكن  
:d X X  صیغة لبا 

1

0
)()(),( dxxgxfgfd لكلXgf , فان ،d دالة شبھ متریة ولیست متریة

.Xعلى
:الحل

:   استخدام خواص التكامل الریماني نبرھن البدیھیات الآتیة
Xgfxgxfdxxgxfgfdلیكن )  1(   ,0)()(0)()(),(

1

0

Xfلیكن ) 2( 

  
1

0

1

0
00)()(),( dxdxxfxfffd

Xgfلیكن )    3( ,

  
1

0

1

0
),()()()()(),( fgddxxfxgdxxgxfgfd

Xhgfلیكن )  4( ,,
1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

d f g f x g x dx f x h x h x g x dx

f x h x h x g x dx f x h x dx h x g x dx d f h d h g

     

         

 

  
dدالة شبھ متریة، بقي أن نبرھن على أنdدالة لیست متریة .

,نعرف الدالتین  : [0,1]f g  بالشكل الأتي  :
1, 0 2, 0 1, 0

( ) ( ) ( ) , ( )
0, 0 1 0, 0 1 0, 0 1

x x x
f x g x f x g x

x x x

    
             

 
1

0
0)()(),( dxxgxfgfd ولكنgf  .

Euclidean Spacesالإقلیدیةالفضاءات 3.2
) 1.3.2(تعریف 

)1المتتابعة المنتھیة . موجبا عددا صحیحا nلیكن  , , )nx x المكونة منn من الأعداد الحقیقیة تسمىn من المركبات
)n-tuples . ( یقال للمجموعة التي عناصرھاn من المركبات بالفضاء النوني الاقلیدي)Euclidean n-spaces ( ویرمز
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1وعلیھ nRلھ بالرمز  2{( , , , ) : , 1, 2, , }n
n ix x x x i n      ،ویسمى كل عنصر فيn نقطة  في الفضاء

n . یعرف الجمع والضرب القیاسي علىnR بالصیغة
1 1 1 1 1 1( , , ) ( , , ) ( , , ), ( , , ) ( , , )n n n n n nx x y y x y x y x x x x          

nلكل
nn Ryyyxxx  ),,(),,,( 11  ولكل

.فیما یلي بعض الأمثلة المھمة على الفضاءات الاقلیدیة
)2.3.2(مثال

:لتكن الدالة  n nd       معرفة بالصیغة   
2

1

1

2, 







 



n

i
ii yxyxd لكل

   1 1, , , , , n
n nx x x y x y     فأنd تكون دالة متریة علىn.

-:الحل
لیكن )1(   1 1, , , , , n

n nx x x y x y    

i ix y      1لكل, 2, ,i n    02
ii yx  1لكل, 2, ,i n 

   0, yxd

)2(

     

 

1

22 2

1 1

2

, 0 . 0 0

0 1, 2, , 0 1, 2, ,

1, 2, , .

n n

i i i i
i i

i i i i

i i

d x y x y x y

x y i n x y i n

x y i n x y

 

 
       

 

         

     

 

 


لیكن )  3(   1 1, , , , , n
n nx x x y x y    

       xydxyyxyxd
n

i
ii

n

i
ii ,,

2

1

1

22

1

1

2 
















 



)4(
لیكن    1 1 1, , , , , , ( , , ) n

n n nx x x y x y z z z       . نضع,i i i i i ix z z y    

       

          

1 1 1 1

2 2 2 22 22 2

1 1 1 1

1 1 1

2 2 222 2

1 1 1

, , ,

,

n n n n

i i i i i i
i i i i

n n n

i i i i i i i i
i i i

d x z x z d z y z y

d x y x y x z z y

 

 

   

  

                   
       

                 
     

   

  
باستخدام مترا جمة منكوفسكي

 
2

1

1

22

1

1

22

1

1

2 

























 



n

i
i

n

i
i

n

i
ii 

وعلیھ      yzdzxdyxd ,,, d دالة متریة علىn.
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)4.3.2(مثال
:لتكن الدالة  n nd      معرفة بالصیغة  




n

i
ii yxyxd

1

||,

لكل    1 1, , , , , n
n nx x x y y y     فأنd تكون دالة متریة علىn.

:الحل
واضحة ) 3(، )2(، )1(

لیكن )  4(   1 1 1,..., , ,..., , ( , , ) n
n n nx x x y y y z z z    

iiiiiنضع  yzzx   ,

    
 


n

i

n

i
ii yzdx

1 1

||,,||z,d 

 
1

d , | |
n

i i
i

x y  


  
||||||بما أن     iiii    وعلیھ     zydzxdyxd ,,, d دالة متریة علىn  .

)   5.3.2(مثال
:لتكن الدالة  n nd      معرفة بالصیغة   1 1 2 2, max | |,| |, ,| |n nd x y x y x y x y   

لكل    1 1, , , , , n
n nx x x y y y     فأنd تكون دالة متریة علىn.

-:الحل
واضحة ) 3(، )2(، )1(

لیكن )  4(   1 1 1, , , , , , ( , , ) n
n n nx x x y y y z z z       . نضع

iiiiiiiii yzzxyx   ,

   1 2, max | |,| |, ,| |nd x z     ,    1 2, max | |,| |, ,| |nd z y     ,
   1 1 2 2, max | |,| , ,| |n nd x y         

1, 2, ,i n  لكل |||||| iiii   بما أن
           1 2 2 2 1 2 1 2, max | | | |,| | | |, ,| | | | max | |,| |, ,| | max | | ,| |, ,| | , ,n n n nd x y d x z d z y                    

d دالة متریة علىn.
Boundednesة  ـدیـیـالق4.2

),(لیكن  dX ولتكن . فضاء متريXA. قطر المجموعةA)یعرف بالصیغة) 8كما في التعریف
},:),(sup{)( AyxyxdA 

}),(:,{نلاحظ أن المجموعة AyxyxdB  0مقیدة من الأسفل لان),( yxd  لكلXyx , . لكي تكون المجموعةB
یجب أن تكون مقیدة من الأعلى،مقیدة 

)1.4.2(تعریف
),(لیكن  dX فضاء متریا ولتكنXA . یقال عن المجموعةAدة بأنھا مقی(Bounded)فيX إذا كانت)(A .

}),(:,{بعبارة أخرى إذا كانت المجموعة  AyxyxdB مقیدة في . وبصورة خاصة یقال عنX بأنھ  فضاء مقید
(Bounded Space) إذا كانت)(X.
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)2.4.2(مبرھنة
),(لتكن  dX فضاء متریا ولتكنXA .فان المجموعةAتكون مقیدة فيX إذا وفقط إذا كان لكلAx 0

kیوجد  ) 0یعتمد على لاx ( بحیث أنkxxd ),( .Axلكل 0
:البرھان 

مقیدة Aنفرض المجموعة  )(A المجموعة},:),({ AyxyxdB  مقیدة في  یوجد
k  بحیث أنk لكلB kyxd Ayxلكل ),( ,

),(0بما أن  yxd لكلXyx , kyxd Ayxلكل ),( ,كل وبصورة خاصة لkxxd ),( لكل 0
0x A

. الاتجاه الأخر
Axنفرض لكل 0  یوجدk  بحیث أنkxxd ),( .Axلكل 0

Ayxلیكن  ,0 0( , ) , ( , )d y x k d x x k  
kkkxydxxdyxd 2),(),(),( 00 

 المجموعة},:),({ AyxyxdB  مقیدة في  المجموعةA مقیدة
)3.4.2(نتیجة
),(لیكن  dX فضاء متریا ولتكنXA . فانA تكون مقیدة فيXإذا وفقط إذا یوجدZkبحیث أنkyxd ),( لكل

Ayx ,.
)4.4.2(مثال

)في الفضاء المتري الاعتیادي , )d.
),,(),,[],,(],[كل من الفترات) 1( 4321 baAbaAbaAbaA  لانتكون مقیدةabAi )( لكل

4,3,2,1i
)غي مقید لان الفضاء ) 2( )  .

)5.4.2(مثال
),(بعثر في الفضاء المتري الم dX

)1 (X 1مجموعة مقیدة لان)( X

Xxإذا كانت ) 2( 0  وكانت}
2

1
),(:{ 0  xxdXxA 0فان)(  A قطر  المجموعةAیساوي صفر

ونصف قطرھا 0xعبارة عن كرة مركزھاAنلاحظ أن المجموعة 
2

یساوي وھذا یعني أن قطر الكرة لا1

.ضعف نصف قطرھا
)6.4.2(تعریف 

لیكن  dX فضاء متریا ولیكن, , udیقال عن الدالة .  فضاءَ متریا اعتیادیا:f X  أنھا مقیدة ب)Bounded ( إذا
بحیث أن  Mوجد عدد حقیقي موجب   Mxf  لكلXx . بعبارة أخرى إذا كان مستقر الدالةf مجموعھ مقیدة في

 أي أن المجموعة ،}:)({)( XxxfXf  مجموعھ مقیدة في.



331ر 
Mathematical  Analysis I) 1(اضي تحلیل ری

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

43

Metricتبولوجیات  متریة  . 3 Topologies
إذا تحققت Xعلى ) Topology(بأنھ تبولوجي یقال عن .Xعائلة من المجموعات الجزئیة من مجموعة لتكن 

:البدیھیات الآتیة 
)1 ( X,)2 ( إذا كانتnAAA ,,, 21  فان


i

n

i
A

1
)3 ( إذا كانت A لكل فإن





A

سوف .Xتبولوجي على . یر خالیةمجموعة غXحیث ) ,X(ھو الثنائي) Topological space(الفضاء التبولوجي 
),(بدلاً من Xنكتب  Xعناصر المجموعة . في حالة عدم وجود التباس تسمى بالمجموعات المفتوحة)Open Sets (

بأنھا مجموعة مفتوحة Aفیقال عن XAبعبارة أخرى إذا كانت ، ) Closed Sets(ة ومكملاتھا تسمى بالمجموعات المغلق
.Xمجموعة مفتوحة في cAإذا كانت Xبأنھا مجموعة مغلقة في Aویقال عن Aإذا كانت Xفي 

:من التعریف مباشرةً نستنتج الآتي 
Xمجموعة مفتوحة في ,Xكل من ) 1(

nAAAإذا كانت ) 2( ,,, 21  مجوعات مفتوحة فيX فإن
i

n

i
A

1
كون مجموعة   مفتوحةتX.

فان Xمجموعة مفتوحة  في ،لكل Aإذا كانت ) 3(


A

 تكون  مجموعة مفتوحة فيX .

وباستخدام قانوني دي موركان نستنتج الآتي
Xمجموعة مغلقة  في ,Xكل من )1(

nAAAإذا كانت ) 2( ,,, 21  مجوعات مغلقة فيX فإن
n

i
iA

1

.Xتكون مجموعة   مغلقة

فان Xمجموعة مغلقة  في،لكل Aإذا كانت) 3(


A


. Xتكون  مجموعة مغلقة في

.في ھذه المحاضرة سوف نبین أن كل فضاء متري یكون فضاء تبولوجیا ولكن العكس غیر صحیح دائما
The Ballsالكرات 1.3

)1.1.3(تعریف 
لیكن  d, ،ًفضاءً متریا0x ولیكنrالمجموعة . عدد حقیقي موجب  rxxdx  تسمى كرة :,0

بالرمزنصف قطر الكرة ویرمز لھا rمركزة الكرة و0xویسمى Xفي ) Open Ball(مفتوحة  0xr وعلیھ
    rxxdxxr  00 ,:

یرمز لھا بالرمز rونصف قطرھا 0xالتي مركزھا النقطة)Closed Ball(والكرة المغلقة 0xr وتعرف بالصیغة
    rxxdxxr  00 ,:

ملاحظة
كل من    00 , xx rr    مجموعة غیر خالیة لان كلا منھا تحتوي على المركز، أي أن 0xx r وكذلك 00 xx r

)2.1.3(مثال
في الفضاء المتري الاعتیادي  ,d

كل كرة مغلقة فیھ تكون فترة مغلقة وبالعكس ) 2(كل كرة مفتوحة فیھ تكون فترة مفتوحة وبالعكس    ) 1(
:الحل

بما ان ,d  فضاء متري اعتیادي ,d x y x y  لكل,x y 
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0xلتكن  )  1(  0وr

          0 0 0 0 0 0 0 0: , :| | : : ( , )r x x d x x r x x x r x r x x r x x r x x r x r x r                         

لتكن.  الآن نأخذ العكس ba,فترة مفتوحة في.

نضع 
2

,
2

0 0

ba
x

ab
rr







0 0,
2 2 2 2

a b b a a b b a
x r a x r b

   
            0 0 0, , ra b x r x r x      

)  2(وبالمثل نبرھن 
)3.1.3(مثال
لیكن  1,0 ولتكن الدالة:d    معرفة بالصیغة  ||, yxyxd  لكلyx, . ناقش

  







2

1
0 1

4

1 ،

 1

1 1 1 1 3
: , 1 :| | 1 : : 0 1

2 2 2 2 2
x d x x x x x x x
                                  

        

  












 







 







 

4

1
,0

4

1

4

1
:

4

1
|0:|

4

1
0,:)0(

4

1 xxxxxdx

)4.1.3(مثال
ا النقطة ناقش الكرات المفتوحة التي مركزھ 0,0 2لكل من الدوال المتریة التالیة والمعرفة على 1ونصف قطرھا

)1 (     222
2

111 , yxyxyxd     لكل  2
1 2 1 2, , ( , )x x x y y y  

)2 ( 2 1 1 2 2,d x y x y x y       لكل  2
1 2 1 2, , ( , )x x x y y y  

)3 (   3 1 1 2 2, max ,d x y x y x y      لكل  2
1 2 1 2, , ( , )x x x y y y  

1,)0,0(:الحل 0  xr

)1(       2 2 2
0 0 1, 2 1 2: , : 1r x x d x x r x x x x       

)2  (       2
0 0 1, 2 1 2: , : 1r x x d x x r x x x x       

)3  (         2
0 0 2 1 2: , , : max , 1r x x d x x r x x x x      

1111وھذه المنطقة تكون محدودة بالمستقیمات   1122  x،x،x،x

)5.1.3(مثال
),(لیكن  d فضاء متري مبعثر ولیكن0x وانr عدد حقیقي موجب

فان  1rإذا كان    ) ا(  Xxr  فان 1rإذا كان   ) ب(0   00 xxr 

:الحل

،  بما أن     xلیكن )       ا(








0

0
00 ,1

,0
),(),(

xx

xx
xxdrxxd
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   0 0r rx x x      ولكن   0xr   0xr.
بحیث xلیكن ) ب(    000 1,, xxxxdrxxd   0xx r 0لكلxx 

بما أن  00 xx r)لأنھا مركز الكرة(    00 xxr.
Open and Closed Setsمجموعات المفتوحة والمغلقة ال2.3

)1.2.3(تعریف 
لیكن  d, فضاء متریا ولتكنXA . یقال عنA بأنھا مجموعة مفتوحة)Open Set ( فيX إذا  كان لكلAx
بحیث أن 0rیوجد    xr . بعبارة أخرى المجوعةA تكون مفتوحة  إذا  كان لكلx 0یوجدr یحقق

ryxdوكان Xyأذا كان  :  الشرط الآتي  ),( فانAy . ویقالA بأنھا مجموعة مغلقة)Closed Set ( في
X إذا  كانتcA مجموعة مفتوحة  فيX

) 2.2.3(مبرھنة 
في أي فضاء متري 

ة تكون مجموعة مغلقةكل كرة مغلق) 2(  كل كرة مفتوحة تكون مجموعة مفتوحة    ) 1(
البرھان 

لیكن  d, فضاء متري ولیكن 00 x،r

یجب أن نبرھن )1( 0xrلتكن :مجموعة مفتوحة     0 0 0, 0 , rr d x x d x x r x x     

نضع  011 ,0 xxdrrr    . یجب أن نبرھن   01
xx rr 

لیكن        xyrxydxxdrxyd r110 .,,     rxxdxyd  0,,

بما أن          0000 ,,,, xxdxydxydrxydxy r  وعلیھ 0xr مجموعة مفتوحة
یجب أن نبرھن ) 2( 0xrلتكن  . مجموعة مغلقة  cr x0

بما أن      rxxdxxr  00 ,:    rxxdx 0,:

یكن ل   xrxxd نضع . ,0  rxxdrr  022 ,0

یجب أن نبرھن     xr2
.

لیكن        xyrxydrxxdxyd r220 ,,,      rxydxxd ,, 0

بما أن            0000 ,,,,,, xydyxdxxdxydxydxxd 

     rxydyxr 0,
2

 مجموعة مفتوحة وعلیھ 0xr
c مغلقة  مجموعة.

)3.2.3(نتیجة 
)في الفضاء المتري الاعتیادي  , )ud

كل فترة مغلقة تكون مجموعة مغلقة ) 2(كل فترة مفتوحة تكون مجموعة         ) 1(
)4.2.3(مبرھنة

لیكن  d, فضاء متریا ولتكن فان المجموعة تكون مفتوحة إذا وفقط إذا كانت تساوي اتحاد كرات مفتوحة.
-:البرھان

أما إذا كانت . ینتھي البرھان  إذا كانت 
بحیث أن  0xrیوجد xلكل مجموعة مفتوحة في نفرض    x

xr
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   



x

r
x

r xx
xx

تساوي اتحاد كرات مفتوحة 

تساوي اتحاد كرات مفتوحة نفرض أن : الاتجاه المعاكس
.مجموعة مفتوحة تساوي اتحاد مجموعات مفتوحة وعلیھ مفتوحة تكون مجموعة مفتوحة بما أن كل كرة 

)5.2.3(مثال
.برھن على أن كل مجموعة جزئیة في فضاء متري مبعثر تكون مفتوحة ومغلقة 

:الحل
لیكن  d, ولتكن فضاء متري مبعثرXA 

إذا كانت    أما إذا كانت . ینتھي البرھان  . نفرضAx . نأخذ
2

1
r

  AxxyXyxydXyxydXyxr  }{}:{}0),(:{}
2

1
),(:{

Aوعلیھ كل مجموعة جزئیة منمجموعة مفتوحةXتكون مجموعة مفتوحة.
cبما أن  cA A X A X   فيمجموعة مفتوحةXA  فيمجموعة مغلقةX

)6.2.3(مبرھنة 
),(لیكن  d ًفضاء متریا

X,كل من ) 1(  مجموعة مفتوحة فيX

nAAAإذا كانت ) 2( ,,, 21  مجوعات مفتوحة فيX فإن
i

n

i
A

1
تكون مجموعة  مفتوحةX.

فان Xحة  في مجموعة مفتو،لكل Aإذا كانت ) 3(


A

  تكون   مجموعة مفتوحة فيX .

: البرھان
xیوجد مجموعة غیر مفتوحة نفرض أن  ) 1( بحیث( )r x 0لكلr . وھذا غیر ممكن لان

. تحتوي على عناصرلا مجموعة مفتوحة
Xxrبما أن   )(  لكلXxrX  . مجموعة مفتوحة0,

1لتكن كل من  )2( 2, , , n   مجموعة مفتوحة فيX .كن ولی
n

i
ix

1

 ix  1لكل, 2, ,i n 

,1لكل  Xمجموعة مفتوحة في iبما أن  2, ,i n 
 0یوجدir 1لكل, 2, ,i n  بحیث أن  ir x

i
  1لكل, 2, ,i n 

نضع    1 2( ) min , , ,
ir r nx x r r r r      1,2لكل, ,i n 

  ir

n

i
ir

n

i
i Axx 



)(
11

 مجموعة مفتوحة فيX

ولیكن لكل Xمجموعة مفتوحة في لتكن )3(





x

 x  لبعض قیم   . بما أن مجموعة مفتوحة فيX  0یوجدr  بحیث أن   xr

  







 xr مجموعة مفتوحة فيX.
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حظة ملا
في أي فضاء متري لیس من الضروري أن یكون تقاطع أي عدد غیر منتھي من المجموعات المفتوحة مجموعة 

. والمثال التالي یوضح ذلك. مفتوحة
)7.2.3(مثال
لیكن , udفضاء متري اعتیادي  ولتكن)

1
,

1
(

nn
An  لكل Zn نلاحظ أنnA مجموعة مفتوحة لكل

 Zn وان





1

}0{
n

nAمجموعة غیر مفتوحة.

)8.2.3(مبرھنة 
),(لیكن  d ًفضاء متریا

X,كل من ) 1(  مجموعة مغلقة  فيX

nAAAكانت إذا) 2( ,,, 21  مجوعات مغلقة فيX فإن
n

i
iA

1

.Xتكون مجموعة  مغلقة

فان Xمجموعة مغلقة  في،لكل Aإذا كانت) 3(


A


. Xموعة مغلقة فيتكون  مج

: البرھان
cبما أن )  1( X  وان ،X مجموعة مفتوحة فيXc مجموعة مفتوحة فيX

 مجموعة مغلقة  فيX

Xة  في مجموعة مغلقXXمجموعة مفتوحة في XcXمجموعة مفتوحة في ، وان cXبما أن 

nلتكن كل من  )  2( ,...,, Xcمجموعة مغلقة  في 21
i مجموعة مفتوحة فيX  لكلni ,...,2,1





n

i

c
i

1

Xمجموعة مفتوحة في 



n

i
n

c
n

i

c
i A

11

Xمجموعة مغلقة  في )(

ولیكن لكل Xمجموعة مغلقة  في لتكن )3(





x

c
 مجموعة مفتوحة فيX  لكل  قیم






cA مجموعة مفتوحة فيX









 AA cc Xمجموعة مغلقة  في )(

ملاحظة 
. موعة مغلقةفي أي فضاء متري لیس من الضروري أن یكون اتحاد أي عدد غیر منتھي من المجموعات المغلقة مج

. والمثال التالي یوضح ذلك
)9.2.3(مثال
لیكن , ud1فضاء متري اعتیادي ولتكن

[ ,1]nA
n

 لكل Zn نلاحظ أنnA مجموعة مغلقة لكل Zn

)1,0[وان 
1






n

nAمجموعة غیر مغلقة.
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)10.2.3(مبرھنة 
في أي فضاء متري  d, تكون كل مجموعة أحادیة مغلقة وعلیھ كل مجموعة منتھیة تكون مغلقة.

-:البرھان
نفرض . مجموعة أحادیة لتكن  a . یجب أن نبرھن مغلقة.
cAxaxxadلیكن   0),(نضع .    ),(0 xadrr 

rxadxBaAxBAxBAبما أن  rr
c

r
c  ),()()()(  مجموعة مفتوحةA مجموعة مغلقة.

ینتھي البرھان ، أما إذا Bإذا كانت Xمجموعة جزئیة منتھیة من Bلتكن . الآن نبرھن كل مجموعة منتھیة تكون مغلقة 

، نفرض Bكانت  nbbB ,...,1 بما أن ib مغلقة لكل  nibB
n

i
i ,...,2,1

1



 مجموعة مغلقة فيX.

Interior points of setالنقاط الداخلیة لمجموعة3.3
)1.3.3(تعریف 

),(لیكن  dX فضاء متریا  ولتكنXA . یقال عن النقطةAx بأنھا نقطة داخلیة(Interior point) فيA إذا
AGxأن بحیثXفي Gوجدت مجموعة مفتوحة   0، بعبارة أخرى إذا وجدr بحیث أنAxr )( .

أي أن int(A(أو Aویرمز لھا بالرمز (Aالمجموعة ) Interior(تسمى داخلAمجموعة كل النقاط الداخلیة في 
{ : 0, ( ) }rA x A r x A    

AAوعلیھ   .ومن التعریف مباشرة نستنتج
)1 (A مجموعة مفتوحة فيX)  .2(A مجموعة مفتوحة فيX إذا وفقط إذا كانAA )    .3 (000 )( AA .
)4 (A تساوي اتحاد جمیع المجموعات المفتوحة فيX والمحتواة فيA وعلیھ ،A تكون اكبر مجموعة مفتوحة في

X ومحتواة فيA.
)2.3.3(مثال 

),(لیكن  dX فضاء متري مبعثر ولتكنXA  .0جدA.
:الحل

),(بما أن dX فضاء متري مبعثرA مجموعة مفتوحة فيX وعلیھAA .
)3.3.3(مثال

)لتكن , )ud فضاء متري اعتیادي ولتكنA   .
),(إذا كانت ) 1( baA  فان),( baA )2 ( إذا كانت],( baA  فان),( baA 

],(إذا كانت ) 3( baA  فان),( baA )4  ( إذا كانت],[ baA  فان),( baA 

],[},{إذا كانت ) 5( dcbaA  فان),( baA )6  ( إذا كانتA منتھیة فانA
Aإذا كانت ) 7(   فانA  حیثتمثل مجموعة الأعداد الطبیعیة.
Aإذا كانت ) 8(   فانA  حیثتمثل مجموعة الأعداد الصحیحة.
Aإذا كانت ) 9(   فانA  ِحیثتمثل مجموعة الأعداد النسبیة

1إذا كانت ) 10(
{ : }A n

n
  فانA 
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)4.3.3(مبرھنة 
),(لیكن dX فضاء متریا ولیكنXBA ,

BAإذا كانت ) 1(  فان BA )2 ( BABA  )()3 ( BABA  )(

البرھان
Axrبحیث أن 0rتوجد Axلیكن )1( )(

BABxBxBAبما أن  r  )(

)2 (
ABABBAبما أن   ,

  ABABBABABA )(,)()(

نفرض : الاتجاه الأخر  BAxAxBx  ,
 0,0توجد 21  rr بحیث أنBxAx rr  )(,)(

21


}min,{نضع   21 rrr  BxAxBAx rrr )(,)()( 

  )()( BAxBABA وعلیھ BABA  )(
)3 (

BAABABبما أن   ,

  )(,)( BAABAB  )( BABA

ملاحظة 
لیس بالضروري أن یكون    BABA لیكن :والمثال الأتي یوضح ذلك , ud فضاء متریا  اعتیادیا

ولتكن    1,0,2,1  AB نلاحظ أن  :   1,0,2,11,11   ABABBA

ولكن      2,02,0  BABA  وان BA1  وعلیھ   BABA 

Derived  Setالمجموعة المشتقة4.3
) 1.4.3(تعریف
لیكن  dX نقطة تراكم (أو ) Limit point(بأنھا نقطة غایة Xxیقال عن النقطة .XAفضاء متریا ولتكن ,

Accumulation point ( أو) نقطة ملاصقةCluster point ( إلى المجموعةA 0إذا كان لكلr  یوجدAy
xyبحیث أن   وryxd ),(. مجموعة كل نقاط الغایة إلى المجموعةAمى بمشتقة تس)Derived ( المجموعةA

.Aویرمز لھا بالرمز 
}),(,,0:{ ryxdxyAyrXxA 

Ax ،Axإذا كانت Aإلى المجموعة ) Isolated Point(بأنھا نقطة منعزلة Xxیقال عن النقطة   ویقال عنA

إذا كان ) Set Isolated(بأنھا مجموعة منعزلة   AA . یقال عن المجموعةA بأنھا مجموعة تامة)Perfect Set (
AAإذا كانت   . ویقال عن المجموعةAا كثیفة بنفسھا بأنھ)Dense in Itself ( إذا كانتAA .
)2.4.3(مبرھنة 

لیكن  dX Xx، فضاء متریا , 0 ولتكنXA

Aفان  Aإذا كانت ) 1(
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Axإذا كانت ) 2(  فان   xAx |

)3 (Ax 0 إذا وفقط إذا تحقق الشرط الأتي:-
Aتحتوي على عدد غیر منتھ من نقاط 0xكل كرة مفتوحة مركزھا 

)4 (0),( 0 Axd إذا وفقط إذا كانتAx 0أوAx 0

:البرھان 
تحتوي على عدد غیر منتھي من نقاط xBr)(فان 0rلكل نفرض الشرط متحقق ) 3(

AAx )حسب التعریف (
تحتوي على عدد منتھي xBr)(بحیث أن 0rنفرض یوجد . سنبرھن بطریقة التناقض : الاتجاه المعاكس 

,...,1ولتكن ھذه النقاط ھي xوالتي تختلف عن Aمن نقاط  xxn أي أن nxx ,...,1)(xBrA

نضع  nixxdrr i ,...,2,1:),(min0 11 نھ العنصر الأصغر لمجموعة منتھیة من الأعداد الموجبة لأ
)(

1
xBrتحتوي أي نقطة من نقاط لاA تختلف عنxAx وھذا تناقض

),(0نفرض ) 4( 0 Axd ولتكنAx 0 .یجب أن نبرھن على انAx 0 : 0لیكنr

بما أن   0:),(inf),( 00  AxxxdAxdحسب تعریف(inf) یوجدAy ،  بحیث أنrryxd  0),( 0

Axبما أن   00xy   و علیھAxo 

Axoنفرض إن :   الاتجاه المعاكس   أوAxo  إذا كانتAxAxd  00 0),(

Axأما إذا كانت  0 وAx  xyبحیث أن Ayیوجد  0rلكل 0  وryxd ),( 0

ryxdبحیث أن  Ayیوجد 0rوعلیھ لكل   ),(0 0

   0:),(inf0),( 00 AxxxdAxd

) 3.4.3(مبرھنة
),(لیكن  dX  فضاء متربا  ولتكنXBA ,

BAإذا كانت ) 1(   فانBA )2 (  BABA )3 (  BABA 
البرھان 

Axلیكن ) 1(  0لكلr  یوجدAy بحیث أنxy  وryxd ),(

BAByبما أن   0لكلr  یوجدBy بحیث أنxy   وryxd ),(Bx 
BAوعلیھ      

بما أن )  2( BABBA ,     ABABBA ,   BABA

BAABABبما أن )3(  ,     BAABAB ,   BABA

BAxنفرض   : الاتجاه الأخر  AxBx ,
Ax 01یوجد rث لكل بحیAy وانxy  1فان),( ryxd 
xوكذلك  B 02یوجد r بحیث لكلBz وانxz  2فان),( rzxd 
}min,{نضع  21 rrr 0یوجدr بحیث لكلBAw  وانxw  فانrwxd ),(

   BAx       وعلیھ  BABA    BABA
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ملاحظة
لیس من الضروري أن یكون   BABA لیكن :ثال التالي یوضح ذلكوالم , ud  فضاء متریا

1اعتیادیا ولتكن 1
{ : }, { : }A n B n

n n
      فان

( )A B A B      {0}ولكن {0}, {0}A B A B       

Closure of setانغلاق المجموعة5.3
)1.5.3(تعریف 

),(لیكن  X فضاء متریا ولتكنXA  . یقال عن النقطةXx بأنھا نقطة ملاصقة)Adherent Point ( أو نقطة
Ayیوجد  0rإذا كان لكلAإلى المجموعة ) Contact point(أو نقطة اتصال )  Closure Point(انغلاق 

ryxdبحیث أن   ),( . المجموعة التي ناصرھا جمیع نقاط الانغلاق للمجموعةA تسمى انغلاق)Closure ( المجموعة
A ویرمز لھا بالرمزA

}),(,0:{ ryxdAyrXxA 

AAوعلیھ   .ومن التعریف مباشرة نستنتج.
)1 (A مجموعة مغلقة فيX)  .2  (A مجموعة مغلقة إذا وفقط إذا كانAA )     .3 (AA 
)4 (A تساوي تقاطع جمیع المجموعات المغلقة فيXتوي على والتي تحA أي أن ،

}F  مجموعة مغلقة قيX   بحیثFAXFA  :{

.Aوتحتوي على Xتكون اصغر مجموعة مغلقة في Aوعلیھ 
)2.5.3(مثال

),(لیكن  dX فضاء متریا مبعثرا ولتكنXA . جدA.
: الحل

),(بما أن   dX  فضاء متریا مبعثرA مغلقة AA.
)3.5.3(مثال

)لیكن  , )ud فضاء متربا اعتیادیا ولتكنRA 

),(إذا كانت ) 1( baA  فان],[ baA )2 ( إذا كانت],( baA  فان],[ baA 

],(إذا كانت ) 3( baA  فان],[ baA )4 (إذا كانت],[ baA  فان],[ baA 

Aإذا كانت ) 5(   فانA   حیثمجموعة الأعداد الطبیعیة.
Aإذا كانت ) 6(   فانA   حیثلصحیحةمجموعة الأعداد ا.
Aإذا كانت ) 7(  فانA   ِحیثمجموعة الأعداد النسبیة

1إذا كانت ) 8(
{ : }A n

n
  0{فان{ AA)9 (,...}

4

5
,

3

4
,

2

3
,2{A فان}1{ AA.

)4.5.3(مبرھنة 
),(لیكن  dXولتكن فضاء متریاXBA , .
BAإذا كانت ) 1(   فانBA  .)2 (BABA  )()3 (( )A B A B  

:البرھان
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ryxdبحیث أن  Ayیوجد  0rلكلAxلیكن ) 1( ),(

BAByبما أن   0لكلr  یوجدAy بحیث أنryxd ),( Bx وعلیھBA.
برھان آخر
BABBBAبما ن   , ،B مجموعة مغلقة وتحتوي علىA.
Aاصغر مجموعة مغلقة تحتوي على Aولكن  BA.

ABABBAبما أن   , ABABBA , BABA

BAABABبما أن )2(  ,

 BAABAB , )( BABA

مجموعة مغلقة ,BAبما أن كل من  BAمجموعة مغلقة
AABBBABAوكذلك بما أن   , BA مجموعة مغلقة وتحتوي علىBA

ولكن  BA أصغر مجموعة مغلقة وتحتوي علىBA

  BABA  وعلیھ  BABA 

ملاحظـــــة
BABAلیس من الضروري أن یكون   لیكن :  والمثال الأتي یوضح ذلك),( udR  فضاء متریا  اعتیادیا

)1,0,()2,1(ولتكن   BA       1,0,2,11 ABBA

ولكن      BABAوعلیھBABA 

)5.5.3(مبرھنة 
),(لیكن  dXولتكن فضاء متریاXA .

)1 (AA )2 (AAA  )3 ( إذا كانتA فان المجموعةA تكون مغلقة فيX.
AAإذا وفقط إذا كانت Xتكون مغلقة في Aالمجموعة )  4( )5  ( 0),(:  AxdXxA

:البرھان
Axلتكن )  1(  0لكلr  یوجدAy بحیث أنxy  وryxd ),(

 0لكلr  یوجدAy بحیث أنxy  وryxd ),(Ax

AAAAAAبما أن   )  2(    ولكنAAA   لأنAAAAA 

نھناك احتمالاAxنفرض  : الاتجاه الآخر
AxAAxAAAإذا كان ) ا( 
Axإذا كانت ) ب(

ryxdبحیث أن Ayیوجد  0rلكل Axبما أن  ),(

Axxyبما أن  AxAAxAAA       وعلیھAAA 
AAAAAAAبما أن )  3(   مغلقة
مجموعة مغلقة  Aلتكن ) 4( AA  ،  بما أنAAAA 

AAAAAنفرض  :   الاتجاه الأخر  
AAAAAAبما أن  مجموعة مغلقة.

AAAAxبما أن ) 5(  0إذا وفقط إذا كان),( Axd  0),(: AxdXxA
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)6.5.3(تعریف 
لیكن  ,X متریا  ولیكن فضاءXBA , . یقال عن المجموعةA بأنھا كثیفة)Dense ( فيB إذا كانAB  .

XAإذا كانت ) Every Where Denseأحیاناأو تسمى( Xبأنھا كثیفة في Aوبصورة خاصة یقال عن المجموعة  .
)7.5.3(تعریف 
),( XXA  .A)Nowhere Dense) ( أو

Rare set (X  


A .A)Meager) ( أو
رى، Xتساوي اتحاد عائلة قابلة للعد من المجموعات المتناثرة فيAإذا كانت ) First Category setواھنة

AAإذا كانت     حیث A    عائلة قابلة للعد من المجموعات المتناثرة فيX.ویقال عن المجموعةA
 )Non meager ) ( مجموعة متینةأوSecond Category set ( إذا لم تكنAواھنـــة.

)8.5.3(مثال 
لیكن  , udفضاء متري اعتیادي ولتكن







  Nn

n
A :

نلاحظ على أن 1   0 AAAA 
 متناثرة.

)9.5.3(تعریف
لیكن dX نقطة جبھویة (أو ) Boundary point(بأنھا نقطة حدودیة Xxیقال عن النقطة . XAفضاء متریا  ولتكن ,

Frontier Point ( إلى المجموعةA  0إذا كان لكلr  یوجدcAzAy  rzxdryxdبحیث أن  ,  ),(,),(.
یرمز لھا بالرمز وAالمجموعة ) Frontier(تسمى جبھةAمجموعة كل النقاط الحدودیة إلى المجموعة  Aأي أن ،
}),(,),(,,0:{)( rzxdryxdAzAyrXxA c 

)10.5.3(مبرھنة 
لیكن  dX XAفضاء متریا  ولتكن ,

)1 (   cA     وعلیھ  )2 (   c
)3 (  مجموعة مغلقة فيX)4 (  |)5 ( 

البرھان
نفرض أن ) 1(  x لكل مجموعة مفتوحةGفيX وتحتوي علىx فان  AGAG c ,

   xxxAAA ccc ,)()(

وبالمثل نبرھن               cc AA)(

)2 (       ccc 

بما أن كل من )  3(   ,c  مجموعة مغلقة     c

بما أن  . xلیكن  )4( x

وان xوتحتوي على Xمجموعة مفتوحة في Aبما أن  cAA

  x  وعلیھ    || x

نفرض : والاتجاه الأخر AyyAy (|,) 

بما أن  Ay  توجد مجموعة مفتوحةG فيX تحتوي علىx فانھ   أما AG  أو cG
AyGyAGyAGبما أن   ,
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 cGGGyAy 

   A|  وعلیھ  |AA

بما أن )5(    AA  ھنالك احتمالان xلیكن    :  ,
فان xإذا كان ) ا(    x

إذا كان ) ب(     xxxx ccc

ولكن           cxx    وعلیھ 
)11.5.3(مثال

لیكن  dX جد. XAفضاء متریا  مبعثرا ولتكن , 
:الحل

مجموعة مغلقة بما أن     وكذلكcA مغلقة c c      c c         

)12.5.3(مبرھنة
لیكن  d, فضاء متریا  ولتكن B,

)1 (      B)2 (     
البرھان
)1 (

         
      
               

c c c

c c c c c c

c c c c c c

             
                  

                                    

)2(

         
              

               

c c c

c c c c

c c

             
                      

                            
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Convergence in Metric Spacesالتقارب في الفضاءات المتریة . 4
ان مفھوم التقارب للمتتابعات یلعب دورا كبیرا في البناء الریاضي والتطبیقات وسوف نتعرض إلى تعریف 

، ات المتریة، بعض المتتابعات الحقیقیة، المتتابعات الجزئیةالمتتابعات، المتتابعات الحقیقیة، التقارب في الفضاء
.والفضاءات المتریة الكاملة، مبرھنة النقطة الصامدةمتتابعات كوشي 

Sequencesالمتتابعات   1.4
)1.1.4(تعریف 

تسمى Xومستقرھا المجموعة الدالة التي منطلقھا مجموعة الأعـداد الطبیعیة. مجموعة غیر خالیةXلتكن
f:أي أن،Xمتتابعة فيfإذا كانت.Xفي(Sequence)متتابعة  Xومن تعریف الدالة نحصل ، دالة

nعلى أن لكل  یوجد عنصر واحد فقطXxn بحیث  nxnf  .لاحظ أن العناصرnxتحدد الدالةf

بالرمزfبصورة كاملة ولذلك سنرمز للدالة nxویسمىnx بالحد العام للمتتابعة أو الحد النوني أو الحد ذي
. للمتتابعة nالرتبة

المدى للمتتابعة nxھي المجموعة :nx n ولذا یجب التمییز بین المتتابعة nxوبین المدى لھا .
إذا كانت  :مثلاً   nx nnx 1n       ,1,1,1,11  n

nx ،
إما المدى یمثل المجموعة    : 1,1nx n   

)2.1.4(تعریف
لتكن كل من  }{, nn yxمتتابعة في المجموعةX نعیقال}{ nyبأنھا متتابعة جزئیة(Subsequence) من

المتتابعة  nx  إذا وجدت الدالةNN : بحیث أن
)1 (nn xy )2 ( لكلn یوجدNk بحیث أن  nm   لكلkm 

 nxX ni1 nn iin 
 

nixتسمى متتابعة جزئیة للمتتابعة nx.
)3.1.4(مثال
لتكن

n
x

n nn

1
,

12

1



  نلاحظ أن، n}{ nx:  

بالشكل   12  nn

  1

2 1n n nx x
n

     




وعلیھ فأن  






 ,...

4

1
,

3

1
,

2

تكون متتابعة جزئیة من المتتابعة 1








n

1.

ملاحــظة
إذا كانت ny متتابعة جزئیة من المتتابعة nxو nzمتتابعة جزئیة من ny فان nz متتابعة جزئیة من nx.

SequencesRealالمتتابعات الحقیقیة   
}{سبق وان عرفنا المتتابعة  nx في ألمجموعھXالإعداد الطبیعیة على أنھا دالھ من مجموعة إلى المجموعة

X. ویقال عن المتتابعة}{ nxبأنھا متتابعة حقیقیة إذا كانتX  .
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)4.1.4(تعریف 
یكون ناتج طرح كل حد فیھا من الحد الذي ھي المتتابعة التي )Arithmetic Progression(المتوالیة العددیة 

وبالتالي فأنھ یكفي تعیین متوالیة عددیة . dسبقھ مباشرة یساوي عدداً ثابتاً یسمى أساس المتوالیة ویرمز لھ بالرمز
افة الأساس من معرفة حدھا الأول وأساسھا وذلك بإضافة الأساس على الحد الأول نحصل على الحد الثاني وبإض

...على الحد الثاني نحصل على الحد الثالث وھكذا 
},,2,,)1(,{:ھي dوأساسھا aالمتوالیة العددیة التي حدھا الأول :مثلاً   dnadadaa 

}للمتوالیة العددیة) الحد النوني(الحد العام  }nxھوdnaxn )1(  حیثa، یمثل الحد الأولd ، یمثل الأساس
وأن المجموع الجزئي النوني ھو 

1 1

( ( 1) ) (2 ( 1) )
2

n n

n k
k k

n
S x a k d a n d

 

       
)5.1.4(تعریف 

سمة كل حد فیھا على الحد  ھي المتتابعة التي یكون خارج ق) Geometric Progression(المتوالیة الھندسیة 
وبالتالي فأنھ یكفي لتعیین المتوالیة . rالسابق لھ مباشرة یساوي عدداً ثابتاً یسمى أساس المتوالیة ویرمز لھ بالرمز 

اني الھندسیة معرفة حدھا الأول وأساسھا وذلك بضرب الحد الأول في الأساس ینتج الحد الثاني وبضرب الحد الث
...في الأساس ینتج الحد الثالث  وھكذا 

)6.1.4(المث
2:ھي rوأساسھا aالمتوالیة الھندسیة التي حدھا الأول 1{ , , , , , }nr ar ar ar   الحد النوني(، الحد العام (

}{للمتوالیة الھندسیة  nx1ھوn
nx ar  حیثa ، یمثل الحد الأولr وأن المجموع الجزئي .یمثل الأساس

النوني ھو 
1

1 1

(1 )
, 1

1

nn n
k

n k
k k

a r
S x ar r

r


 


   

 

anaaaSnفأن 1rأما إذا كان    . 1وفي حالة|| r 1فأن

1 1
n

n

a
ar

r









ھي )Arithmetic-Geometric Progression(والمتوالیة العددیة الھندسیة 
},))1((,,)2(,)(,{ 12   nrdnardardaa

))1((1لھا ھو   ) الحد النوني(والحد العام   n
n rdnax ، المجموع الجزئي النوني ھووأن

1
1

2
1 1

(1 ) (1 ( 1) )
( ( 1) ) , 1

1 (1 )

n n nn n
k

n k
k k

a r r d nr n r
S x a k d r r

r r




 

   
      

  

||1ان أذا ك r  1فأن
2

1

( ( 1) )
1 (1 )

n

n

a rd
a n d r

r r






   
 .

)7.1.4(تعریف 
}{لتكن nxیقال عن. متتابعة حقیقیة}{ nx بأنھا

1Mxnإن بحیث 1Mإذا وجد عدد حقیقي) bounded above( مقیده من الأعلى ) 1(  لكل قیمn .
nxMبحیث إن2Mمقیده من الأسفل إذا وجد عدد حقیقي ) 2( 2 لكل قیمn.
Mxnبحیث أن Mإذا وجد عدد حقیقي موجب)Bounded(مقیده ) 3( || لكل قیمn.
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)8.1.4(مثال
{المتتابعة ) 1(

1
{

n
2لأنة : مقیدة 

2

1
 لكل قیمn.

{المتتابعة ) 2(
1

{
n

n 1لأنة : مقیدة
1


n

n لكل قیمn.

)}1({المتتابعة ) 3( n 1(1لأنة : مقیدة(  n لكل قیمn.
بحیث أن Mعدد حقیقي موجبیوجد لأنة لو فرضنا  ھذه المتتابعة مقیدة : غیر مقیدة  n}{المتتابعة ) 4(

Mn || لكل قیمn .لأنھ یوجد .وھذا یناقض خاصیة ارخمیدسn  بحیث أنMn .
}3{المتتابعة ) 5( nقیدة  غیر م:

Convergenceالتـقـارب   2.4
)1.2.4(تعریف

لتكن nx متتابعة في المجموعة المرتبة جزئیاX. یقال عن المتتابعة nx بأنھا متزایدة(Increasing) أذا كان
1 nn xx لكل قیمn . ویقال عن المتتابعة nx بأنھا متناقصة)Decreasing ( أذا كانnn xx 1 لكل قیمn

.أذا كانت متزایدة آو متناقصة (Monotone)وتسمى المتتابعة رتبیھ 
)2.2.4(مثال

{المتتابعة)1(
1

{
n

{المتتابعة ) 2(رتبیھمتناقصة 
1

{
n

n متزایدة  1({المتتابعة ) 3(رتبیھ{( n لیست رتبیھ

ملاحظة
أذا كانت المتتابعةnxیستخدم الرمز nxایدة والرمزمتزxxn أذا كانت المتتابعة nx متزایدة وانn

Nn

xx


 sup

أذا كانت المتتابعة nxوكذلك یستخدم الرمز nxمتناقصة والرمزxxn  أذا كانت المتتابعة nxمتناقصة وان
n

Nn
xx


 inf.

) 3.2.4(تعریف 
لتكن  nx متتابعة  في المجموعة المرتبة جزئیاX.  یقال عن المتتابعة بأنھا nx متقاربة(Converges) إلى

Xx أذا وجدت المتتابعتین   nn ba بحیث أن Xفي ,
)1(nnn bxa  لكل قیمn)2 (xaxb nn  ,

xxnرب ویكتب  تسمى نقطة التقاxوان  lim)0(  أوxxn 
0

)4.2.4(تعریف
لتكن  nx متتابعة في المجموعة المرتبة جزئیاX. الغایة السفلى(Inferior limit) للمتتابعة nx یرمز لھا
sup{inf{inflimlim:{:1{وتعرف بالشكل   nxinflimآو الرمز nxlimبالرمز  


nnkxxx kn

n
n

للمتتابعة (Superior limit)وكذلك الغایة العلیا .یشترط أن الطرف الأیمن موجود  nxیرمز لھا بالرمزnxlim

inf{sup{suplimlim:{:1{وتعرف بالشكل nxsuplimأو الرمز  


nnkxxx kn
n

n بشرط أن الطرف

nnإذا كانت كل من . الأیمن موجود xx lim,limموجود وانxxx nn  limlim فانxxn 
0.
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ملاحــظة 
}:}{}{{أذا كانت  xxxxXxA

nn ini  أي أن ،Aل مجموعة نقاط تقارب جمیع المتتابعات الجزئیة تمث
من المتتابعة nx فان ،Axn inflim ،Axn suplim 

Convergence in Metric spacesالتقارب في الفضاءات المتریة 
)5.2.4(تعریف 

لتكن nxمتري متتابعة في الفضاء ال),( dX . یقال عن nx  بأنھا
kیوجد 0بحیث أن، لكل Xxإذا  وجد Xفي(Convergent) متقاربة ) 1(  بحیث:

),( xxd n  لكلn k

ھي نقطة تقارب للمتتابعة xویقال أن النقطة  nxوتكتب بالشكلxxn
n




lim أوxxn  عندماn

),(0:وھذا یعني أن   xxdxx nnعندماn

إذا كانت  nx غیر متقاربة تسمى متباعدة)Divergent.( نقطة التقارب للمتتابعة الجزئیة}{
knx من المتتابعة

}{ nx تسمى نقطة تقارب تتابعي جزئیھ(Subsequential limit point  ( للمتتابعة}{ nx . وبصورة خاصة إذا
}{كانت  المتتابعة  nx في الفضاء المتري الاعتیادي(حقیقیة( , )ud فإنھا تكون متقاربة إذا  وجدx  یحقق

kیوجد 0لكل :الشرط الأتي   بحیث أن xxn لكلkn  ، ویمكن صیاغة التعریف ھندسیا
:كالأتي 

 xxn لكلkn   xxn لكلkn   xxx n لكلkn 

 ),(  xxxn لكلkn  . وھذا یعني أن المتتابعة nx تكون متقاربة فيR إذا وجدx  بحیث
),(الفترة المفتوحة 0أن لكل    xx مركزھاxتحتوي على معظم حدود المتتابعة.

kیوجد  0إذا كان لكل Xفي) Cauchy sequence(متتابعة كوشي )2(  بحیث أن),( mn xxdلكل
kmn , وعلیھ المتتابعة nx 0إذا وفقط إذا كان  تكون متتابعة كوشي),( mn xxd     عندماmn,

}{وبصورة خاصة إذا كانت  المتتابعة  nx في الفضاء المتري الاعتیادي(حقیقیة( , )ud  فإنھا تكون متتابعة
kیوجد 0لكل إذا  كان ) أو تسمى متتابعة أساسیة(كوشي   بحیث أن || mn xx لكلkmn ,

}{وعلیھ  المتتابعة الحقیقیة  nx  0متتابعة كوشي إذا وفقط إذا كان||  mn xx     عندماmn,

)6.2.4(مبرھنة 
),(في الفضاء المتري  dX

كل متتابعة ) 1( nx  متقاربة لھا نقطة تقارب وحیدة
. غیر صحیح دائماكل متتابعة متقاربة تكون متتابعة كوشي والعكس) 2(

:البرھان
xxnنفرض  )1(    ،yxn   بحیث أنyx     : ولیكن  ),(0 yxd

xxnبما أن    1یوجدk   بحیث
2

),(

xxd n1كل  لkn 

yxnوكذلك     2یوجدk   بحیث
2

),(

yxd n  2لكلkn 
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نضع 21,max kkk  فیكون ،
2

),(,
2

),(

 yxdxxd nn  لكلkn 

( , ) ( , ) ( , )
2 2n nd x y d x x d x y
 

      

yxوھذا تناقض وعلیھ  فأن  .
لتكن) 2( nx متتابعة متقاربة في الفضاء المتري),( dX یوجدXxیث أن   بحxxn ،

xxnبما أن  .  0لیكن     یوجدk   بحیث أن
2

),(

xxd n لكلkn 

kmnإذا كان   ,  فأن ،
2

),(,
2

),(

 xxdxxd mn





22
),(),(),( xxdxxdxxd mnmn

وعلیھ فأن nx متتابعة كوشي فيX .
.العكس غیر صحیح دائما والمثال التالي یوضح 

)7.2.4(مثال 
|لیكن {0}X    ولتكن الدالة:d X X   بالصیغة معرفةyxyxd ),(

ولتكن 
n

xn

1
 . لاحظ أن),( dX فضاء متریاً وان nx متتابعة كوشي فيX ولكنھما غیر متقاربة فيX.

)8.2.4(مثال 
),(في الفضاء المتري x}{المتتابعة ) 1( dX تكون متقاربة إلىx :  0لأنھ لكل فان 0),( xxd

{المتتابعة )  2(
1

{
n

)في الفضاء المتري  , )ud0لأنھ لكل  : قاربة ونقطة تقاربھا الصفر متتكون) حسب

بحیث أن kیوجد عدد صحیح موجب ) أرخمیدسخاصیة 
k

knوعلیة  لكل 1
knn


111



وبذلك 
nn

1
0

knلكل 1 

nxnأي أن (n}{المتتابعة )  3(  لكلn  ( لو فرضنا  تلك المتتابعة لأنھ:  متباعدة
xیوجد متقاربة   بحیث أنxxn  0وعلیھ لكل فان الفترة المفتوحة),(   xx تحتوي

على معظم حدود المتتابعة 
xبما أن     أرخمیدسحسب خاصیة (یوجد (k   بحیث أنkx  
وبما أن  1),(2,1, kkxxxkkk 
),(أي أن    xxوھذا تناقض. تحتوي على معظم حدود المتتابعةلا .

}{المتتابعة ) 4( nx في الفضاء المتري( , )ud بحیث أن









8

6

10,1

10,

n

nn
xn

610k، نأخذ 0لأنھ لكل  :  متقاربة وتقترب إلى الواحد 
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knxnلكل   وعلیة 1 01nx 1وبذلكnx.
)}1({المتتابعة ) 5( n لو فرضنا  تلك المتتابعة لأنھ:  متباعدة

xیوجد متقاربة  أن بحیثxx n
n  )1(

kیوجد 0لیكن    بحیث أن xxn لكلkn 

 xn)1( لكلkn   xx n)1( لكلkn 

 ),()1(  xxn لكلkn 

نأخذ  . 1xلو فرضنا  
4

1
0   .1 1

( 1) (1 ,1 )
4 4

n     لكلn عدد زوجي بینما

1 1
( 1) (1 ,1 )

4 4
n    لكلn1ھذا یعني أن الفترة   عدد فردي ، و 1

(1 ,1 )
4 4
 تحتوي على معظم حدود لا

.1تقترب إلى وبالمثل نبرھن على لا1المتتابعة  وعلیة المتتابعة لایمكن أن  تقترب إلى 
1xوكذلك 1xنفرض  :الآن 

xaلیكن     xaو 11  2aو 1aبحیث   نأخذ . 12

),(نستنج أن الفترة المفتوحة    xx1({تحتوي على أي حد من  حدود المتتابعة لا{( nن المتتابعة وعلیة فا
.xلایمكن أن تقترب إلى 

)9.2.4(مبرھنة 
.الحقیقیة تكون مقیدهكل متتابعة كوشي 

: البرھان
لتكن  nx المتتابعة :  یجب أن نبرھن : متتابعة كوشي nx مقیدة

1لیكن 
بما أن   nx متتابعة كوشي یوجدk   1بحیث أن mn xx لكلkmn ,

1لیكن    km11  nn xx  لكلkn 

11بما أن        knkn xxxx11  kn xx  لكلkn   11وعلیھ  kn xx  لكلkn 

نضع     1,,,,max 121  kk xxxxM nx M  لكلn  المتتابعة وعلیھ nxمقیدة
)10.2.4(نتیجة

:إذا كانت المتتابعة الحقیقیة متقاربة فإنھا مقیدة ولكن العكس لیس صحیحا دائما والمثال التالي یوضح ذلك 
)}1({المتتابعة  nمقیدة ولكنھا لیست متقاربة
)11.2.4(مبرھنة 

.كل متتابعة حقیقیة مقیده تحتوي على متتابعة جزئیھ متقاربة) 2.   (كل متتابعة حقیقیة مقیده ورتیبة تكون متقاربة) 1(
:البرھان

)1 (
}{لتكن nxمتتابعة حقیقیة مقیدة وغیر متناقصة
}{بما أن nx مقیدة یوجد عدد صحیح موجبM بحیث أنMxn  لكل قیمn

}نضع     : }nA A x n    
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Mxnبما آن    لكلnM  قید أعلى للمجوعةAA موعة مقیدة من الأعلىمج.
Aبما أن    )یوجد ) حسب خاصیة الكمال للأعداد الحقیقیةRx بحیث أنxA sup.

xxn: یجب أن نبرھن على أن :الآن   : 0لیكن  xx

اصغر قید أعلى xبما أن  x لیس قید أعلى للمجوعةA  یوجدk  بحیث أنkxx  

}{بما أن  المتتابعة  nx 1غیر متناقصة nn xxلكل  قیمn

 1kkn xxxxx  لكل قیمn

xxnبما أن   لانx قید أعلى للمجوعةA  xxxxxx nn لكلkn 

 xxn  لكلknxxn 

)2(
للقارئیترك 
)بعض المتتابعات الحقیقیة الخاصة()12.2.4(مبرھنة 

0فأن   0Pإذا كان   ) 1(
1


Pn n
x)2 (   0إذا كانP   1فأنn P n

n Px
1



)3 (1n n n
n nx

1

)4 ( 1إذا كانتa            0فأن n
n ax

1فأن            1aإذا كانت) 5( n
n ax 11في الواقع  nna

,0إذا كانت )  6(  PR      0فأن
)1(





nn P

n
x



-

)7  (e
n

x n
n  )

1
حیث    )1






1 !

1

n n
e

: البرھان 

pkنأخذ   ،  0لیكن )   1(
1

)
1

(




knnلكل 
nn

p
pp


1

)
1

(
1

0
1




)2 (
11إذا كان ) ا(  Ppn : 10نضع  n

nn pyy

2 2( 1)
(1 ) 1 1

2
n n

n n n n n

n n
p y ny y y p y


         

nلكل 0nyبما أن 

nnn nypy
n

p

n

p
y 





 1

11
0 01 nn yx

11إذا كان ) ب(  Ppn لكل قیمn1n p
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101إذا كان ) ج(
1

 P
p

نضع : 
p

p
n

nn 11
,1  


 1لان

1n p  

)3 (
1لیكن  n

n ny   .  1بما أنn n لكلnyn  nلكل قیم 0

2 2( 1)
(1 ) 1 1

2
n n

n n n n n

n n
n y ny y y n y


         

22

2

)2(

1

2

1

2

1

2
nnnn y

nn
n

n
y

n
y

n
y











 2لكلn

 01 nn yx

)4 (
kیوجد 0أن لكل ان نبرھن یجب  بحیث أنnx لكلkn 

0kفمن الممكن أن نأخذ 0aإذا كانت  ) ا(

0إذا كانت  )  ب(
1

 a
a

11نضع :  موجود 
1

 abb
a

11بما أن 
1

0  a
a

b

nbbnbb
nbbnb

a nn
n

n 


 1)1(
1

)1(

nلكل قیم 11

نضع 
b

k

1

  : لكلkn
b

n
nb

a n 



11

 0n
n ax

)13.2.4(مبرھنة 
},{}{لیكن كل من  nn yx  متتابعة حقیقیة بحیث إنxnx,ynyفأن

)1 (yxyx nn )2 (xxn    لكلR

)3  (xxn    لكلR)4 (xyyx nn 

)5 (
y

x

y

x

n

n     0عندماny  لكل قیمn)   .6 (
yyn

11
  0عندماny  لكل قیمn.

)7 (xxn )8 (yxyx nn )9 ( إذا كانnn yx     لكل قیمn فانyx .
: البرھان

0لیكن  )    1(

xxnبما أن    1یوجدk   بحیث
2


 xxn  1لكلkn 

yynوكذلك     2یوجدk   بحیث
2


 yyn  2لكلkn 

n

nn

b
aa

)1(

1



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نضع 21,max kkk  فیكون ،
2


 xxn و

2


 yyn لكلkn 

    



22
xxxxyxxx nnnn

yxyxوعلیة   nn 

xxnبما أن ) 2(   یوجدk    بحیث أن



 xxn  لكلkn 





  xxxxxx nnn )(

xxnوعلیة   .
یترك البرھان للقارئ) 3(
0لیكن  )  4( 

بما أن كل متتابعة متقاربة  تكون مقیدة 
ن كل م}{},{ nn yx مقیدة 01یوجد M02و M بحیث أن

1Mxn   لكلkn   2وMyn   لكلkn   1وانMx   2وMy 

نضع  21 ,max MMM  فیكون ،
Mxn   لكلkn   وMyn   لكلkn   وانMx   وMy 

xxnبما أن    1یوجدk   بحیث
M

xxn 2


  1لكلkn 

yynوكذلك     2یوجدk   بحیث
M

yyn 2


  2لكلkn 

نضع 21,max kkk  فیكون ،

M
xxn 2


 و

M
yyn 2


 لكلkn 

yxxyyxxyyxyxyxxyyx nnnnnnnnn )()()()( 

    



M
M

M
Myxxyyxyxxyyxxyyx nnnnnnnn 2

.
2

xyyxوعلیة . nn 

0لیكن  ) 5( 

000بما أن 
2

1
 yyy

yynبما أن  یوجدk  بحیث أنyyyn 2

1
 لكلkn 

)بما أن  ) ( )n n n n n n n ny y y y y y y y y y y y y y y y               

yyy n 2

1
 لكلkn  yyn 2

knلكل 1  yyn 2

knلكل 1 

{نضع 
2

1
,,,,min{ 21 yyyyd k dyn لكلkn   وانdy 
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}{بما أن   nx متقاربة}{ nx مقیدة0د یوجM بحیث أنMxn   لكلkn   وانMx 

xxnبما أن    1یوجدk   بحیث
2

d
xxn


  1لكلkn 

yynوكذلك     2یوجدk   بحیث
M

d
yyn 2

2
  2لكلkn 

نضع 21,max kkk  فیكون ،

2

d
xxn


 و

M

d
yyn 2

2
 لكلkn 

n

nnnn

n

nnnnnn

n

nn

n

nn

n

n

yy

xxyyyx

yy

xyyxyxyx

yy

xyyx

yy

xyyx

y

x

y

x )()( 
























22

22)(
1

2

2

d

d

d
M

d
M

y

xx

yy

yyx
xxyyyx

yyy

x

y

x n

n

nn
nnnn

nn

n


y

x

y

x

n

n

نحصل على  nلكل قیم 1nxبوضع ) 5(مباشرة من )    6(
yyn

11


0لیكن )     7(
xxnبما أن   یوجدk  بحیث أن xxn لكلkn 

xxxxبما أن  nn  xxn لكلkn  وعلیةxxn 

xxnیوضح أن : والمثال التالي    ولكنnx x

nلو فرضنا  
nx )1( . نلاحظ أن المتتابعة}{ nx متقاربة ولكن}{ nxغیر متقاربة .

)14.2.4(ة مبرھن
),(مجموعة جزئیة في الفضاء المتري Aلتكن  dX  فان ،Axإذا وفقط إذا ، توجد متتابعة nx فيAبحیث

xxnأن   .
:البرھان

Axنفرض 
AAAبما أن   AAx Ax  أوAx 
فان من الواضح أن المتتابعة  Axإذا كان  x فيX  وانxx

Axفان  Axأما إذا كانت    

nلیكن  0
1


n
r xBrمجموعة مفتوحة وتحتوي علىx

Axبما أن         xxBA r | )|)(( 1 xxBAx
n

n  لكل Zn
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نلاحظ أن  nx متتابعة فيA .   بقي أن نبرھن ، بأنxxn 

0لیكن    یوجد  أرخمیدسباستخدام خاصیةk   بحیث
k

1

بما أن   xBx
n

n 1
n

xxd n

1
),( لكلn 

knلیكن   
kn

11


k
xxd n

1
),(xxn .

}{نفرض  :  الاتجاه المعاكس nx متتابعة فيA    بحیثxxn 

AAx،  أي أن   Axیجب أن نبرھن أن   
GXx،نفرض Axأما إذا كانت    . ینتھي البرھان     Axإذا كانت   

بحیث أن  0rیوجد   GxBr .
0r ،xxnبما أن     یوجدk   بحیث أنrxxd n ),(   لكلkn 

 xBx rn   لكلkn 

Axnبما أن     لكلn        xxBA r |

بما أن       GxBxGAAxAx r  |.
)15.2.4(مبرھنة 

. إذا كانت متتابعة كوشي في فضاء متري تمتلك متتابعة جزئیة متقاربة فأنھا متقاربة
:البرھان

لتكن  nx متتابعة كوشي في الفضاء المتري),( dX ولتكن 
ni

x متتابعة جزئیة من المتتابعة nx متقاربة وھي
Xxإلى 0 0، أي أنxx

ni


  
ni

x متتابعة كوشي 0لكل یوجد Zk بحیث أن),(
mn ii xxd لكلkmn ,

}{بما أن  miمتتابعة متزایدة حدیا من الأعداد الصحیحة .
),(نحصل على mعندما  0xxd n لكلkn  0xxnوعلیة فان المتتابعة nxمتقاربة

) 16.2.4(مبرھنة 
.لكل عدد حقیقي تـوجد متتابعة كوشي من الأعداد النسبیة تقترب إلیھ ) 1(
.وشي من الأعداد غیر النسبیة تقترب إلیھ لكل عدد حقیقي تـوجد متتابعة ك) 2(
.توجد متتابعة كوشي من الأعداد النسبیة لا تقترب إلى أي عدد نسبي ) 3(

:البرھان 
rلیكن ) 1( 

بما أن  
n

rr
n

r
11
 لكلn  لكل ) حسب كثافة الأعداد النسبیة(وعلیةn  یوجدnr  بحیث

أن  
n

rr
n

r n

11
 وبذلك  نحصل على المتتابعة}{ nr في  بحیث أن

n
rr

n
r n

11
  لكلn 

1
nr r

n
   لكلn 

rrn: یجب أن نبرھن على أن :الآن 
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kیوجد ) أرخمیدسحسب خاصیة (0لیكن   بحیث أن
k

1

knلكل 
knkn

rrrr nn 
1111



.بدال العدد النسبي بغیر نسبي باست) 1(نستخدم نفس الأسلوب )2(
2rلیكن )   3( r  .

}{توجد متتابعة كوشي من الأعداد النسبیة ) 1(باستخدام  nr تقترب إلىr  . أي أنrrn 

}بما أن التقارب وحید وان  }nr r تقترب إلى عدد نسبيلا
ملاحــظة

في المبرھنة أعلاه تبین وجود  متتابعات كوشي في حقل الأعداد النسبیة ولكنھا غیر متقاربة ضمن ھذا ) 3(الفقرة 
) تنتمي للحقلأي نقطة التقارب لا(الحقل 

)17.2.4(مبرھنة 
),(لیكن  dX فضاء متري ولتكن  كل من   nn yx xxyyبحیث أن  Xمتتابعة في , nn  حیث ,

Xyx , فان),(),( yxdyxd nn 

: البرھان
( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )) ( ( , ) ( , ))n n n n n nd x y d x y d x y d x y d x y d x y    

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0n n n n n n n nd x y d x y d x y d x y d x y d x y d y y d x x as n        

),(),( yxdyxd nn 

)18.2.4(نتیجة 
إذا كانت كل من    nn yx ),(متتابعة كوشي في الفضاء المتري , dX فان)},({ nn yxd تكون متتابعة كوشي في

وبالتالي تكون متقاربة.

البرھان
 mnasyydxxdyxdyxd mnmnmmnn ,0),(),(),(),(

)19.2.4(مثال 
),(لیكن  dX فضاء متري مبعثر ولتكن nx متتابعة فيX. أن بینxxn  حیثXxإذا وفقط إذا وجد

k  بحیثxxn  لكلkn .

:حل ال
xxnنفرض : الاتجاه الأول    0لكلیوجدZk بحیث),( xxd n لكلkn 

بما أن 








yx

yx
yxd

0

1
),( 0),( xxd n لكلkn  xxn لكلkn .

Complete Metric Spacesالفضاءات المتریة الكاملة 3.4
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)1.3.4(تعریف 
),(یقال عن الفضاء المتري dX ًبأنھ كاملا)Complete (إذا كانت كل متتابعة كوشي فیھ متقاربة.

)2.3.4(مثال
d:لتكن  Q Q  بالصیغة ة دالة معرف( , )d x y x y  لكل,x y 

),(لاحظ أن  dQ توجد متتابعة كوشي في ) 23(فضاء متري ولكنھ غیر كامل وذلك حسب المبرھنة ولكن غیر
. متقاربة في

فضاء الأعداد النسبیة فضاء غیر كامل،  بینما سنرى فیما بعد أن  فضاء الأعداد الحقیقیة وھذا المثال یبین أن
.  فضاء كامل

)3.3.4(تعریف 
n,لیكن  na b  بحیث أنnn ba  لكلn  ولتكن],[ nnn baI  . یقال عن المتتابعة nI المكونة من الفترات

nnإذا كان (nested sequence)المغلقة بأنھا متتابعة معشعشھ  II 1 لكل قیمn أي إنnnnn bbaa   لكل 11
nnالعدد غیر السالب . nقیم  ab ى طول الفترة یسمnI ویرمز لھ بالرمزnI أي إنnnn abI .

)4.3.4(مبرھنة
لتكن  nIمتتابعة معشعشھ فان

)1 (n
n

I )2 ( 0إذا كانتnI فانn
n

I یحتوي على نقطھ واحده فقط.

:البرھان 
},,{لتكن )  1( 21 aaA  و},,{ 21 bbB 
nnبما أن  II 1 لكل قیمn  وعلیة إذا كانmn  فانnmnnmm IIbaba  ],[],[

 mn aa وكذلكnm bb 

nnبما أن  ba  وmm ba  nmm bba لكل Zmn,

nb قید أعلى للمجموعةA) أي أن كل عنصر فيB ھو قید أعلى للمجموعةA(
Aبما أن   وانA  ) یوجد )لأعداد الحقیقیةلكمال خاصیة الحسب ،y  بحیث أنyA sup

 yan لكلn 
Aاصغـر قید أعلى للمجموعة yو Aقید أعلى للمجموعة nbبما أن 

 nn bya لكلn  ],[ nn bay لكل Zn


n

nIy لكلn n
n

I  
نفرض یوجد : سنبرھن بطریقة التناقض )2(

n
nIyx , بحیث أنyx  nIyx, لكلn 

yxنضع    0

0بما أن   nI یوجدk   بحیث أن 0nI لكلkn  nI لكلkn 

kmIلیكن  m  

mIyxبما أن  ,  mIyx وھذا تناقضx y  .وبذلك ینتھي البرھان.
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ملاحــظات 
غیر مغلقة فان المبرھنة السابقة غبر صحیحة  والمثال التالي یوضح ذلك nIإذا كانت الفترات ) 1(

(لتكن 
1

,0(
n

I n  لكلn 

),
2

1
,0(),1,0( 21  II

nnنلاحظ أن   II 1 لكلn  ولكنn
n

I 

nلكل )  2(  نضع ،}
1

2
1

2:{
n

x
n

QxI n  2فان
n

nIوھذا یبین أن  التقاطع لا

.نسبيیحتوي على عدد
. المبرھنة التالیة تبین  أن فضاء الأعداد الحقیقیة ھو فضاء كامل 

)5.3.4(مبرھنة
كل متتابعة كوشي الحقیقیة تكون متقاربة ،وعلیھ تكون المتتابعة الحقیقیة  nxمتقاربة أذا وفقط إذا كانت nx كوشي.

:البرھان 
لتكن  nx متتابعة كوشي في

 المتتابعة nx 0مقیدة ، یوجدM بحیث أنMxn  لكلn  MxM n لكلn 
1],[نضع  MMI  . 1نلاحظ أن الفترة المغلقةI   تحتوي على جمیع حدود المتتابعة  وان

MMMI 2)(1 

إلى فترتین مغلقتین  1Iنقسم الفترة 
22 , II في الطول ، أي أن  متساویتین

2

2

2

1
12

M
II 

إحدى الفترتین 
22 , II تحتوي على عدد غیر منتھي من حدود المتتابعة nx 2ولتكن ھذه الفترةI  .

إلى فترتین مغلقتین  2Iنقسم الفترة 
33 , II  متساویتین في الطول ، أي أن

223 2

2

2

1 M
II 

تحتوي على عدد غیر منتھي من حدود المتتابعة  2Iبما أن  nx

إحدى الفترتین 
33 , II تحتوي على عدد غیر منتھي من حدود المتتابعة nx 3ولتكن ھذه الفترةI.

}{باستخدام الاستقراء الریاضي ، نحصل على المتتابعة من الفترات المغلقة  nI بحیث أن كل منnI تحتوي على
عدد غیر منتھي  من حدود المتتابعة  nx

 321 III لكل Zn و
12

2


nn

M
I

 0nI نحصل على المعشعشةباستخدام مبرھنة الفتراتn
n

I ولتكن . یحتوي على نقطھ واحده فقطx ،

xI}{أي أن 
n

n 
xxn: یجب أن نبرھن الآن      : 0لیكن

}{بما أن  nx متتابعة كوشي 1یوجدk  بحیث أن
2


 mn xx 1لكل. kmn 
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0بما أن  nI یوجد Zk2  بحیث أن
2


nI 2لكلkn 

}max,{نضع  21 kkk 

2


 mn xx و

2


nI لكلkmn .

knلكل  . یجب أن نبرھن : xxn

}{تحتوي على عدد غیر منتھي من حدود المتتابعة nIبما أن  nx وعلیةm  بحیث أنkm  وانnm Ix 

}{بما أن 
2

xIIxIxx
n

nnnn  





22
xxxxxI mmnn

وعلیة  xxn لكلkn . . xxn.

)6.3.4(مثال
)الفضاء الاقلیدي , )n dًیكون فضاء متریاً كاملا.

:الحل
:نعرف الدالة  n nd    بالصیغة





n

i
ii yxyxd

1

2)(),(

1كل ل 2 1 2( , , , ) , ( , , , ) n
n nx x x x y y y y    

لتكن  mx متتابعة كوشي فيn)()(
1 ,...,( m

n
m

m xxx    ،n
mx 

kیوجد 0لیكن   بحیث



n

i

l
i

m
ilm xxxxd

1

2)()( )(),(

,m l k لكل  ( ) ( ) ( ) ( ) 2 2

1

( )
n

m l m l
i i i i

i

x x x x 


     

  mx متتابعة كوشي فيR لكلni ,,1
ixحقل كامل بما أن   بحیثi

m xx )(
niلكل 1 ,,1

)1نضع  , , )n
nx x x x    xxm  المتتابعة وعلیھ mxتكون متقاربة فيn

) 7.3.4(مبرھنة 
),(لیكن YdYالفضاء المتري الكاملفضاء جزئیاً من),( dXفان ،),( YdY یكون كامل إذا كانتY مجموعة

.Xمغلقة في 
:البرھان

),(نفرض YdY فضاء متري كامل
توجد متتابعةAxلیكن nxفيAبحیث أنxxn  nxمتتابعة متقاربة وعلیھ nx متتابعة

. Yكوشي في 
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),(بما أن YdYفضاء متري كاملجد یوYy بحیث أنyxn 

ولكن التقارب وحید  xy وعلیھ فأنYxY  مجموعة مغلقة فيX.
.Xمجموعة مغلقة في Yالآن نبرھن الاتجاه المعاكس نفرض

لتكن  nx متتابعة كوشي فيY

بما أن   XYxn  متتابعة كوشي فيX

),(وبما أن  dXفضاء متري كامل nx متقاربة فيX ، أي یوجدXx بحیث أنxxn 

YxYxبما آن  n وبما أنYمجموعة مغلقة فيX YY وعلیھ فأنYx

لذلك المتتابعة  nxقاربة في متYdY Y ),( فضاء متري كامل.
ملاحظة 
),(إذا كان YdYفضاء جزئیاً من الفضاء المتري الكامل),( dX فانھ لیس من الضروري ،),( YdYیكون كامل .

والمثال التالي یوضح ذلك
)8.3.4(مثال 

)متري الاعتیادي في الفضاء ال , )ud . نلاحظ أن( , )ud فضاء متریا كاملا، وان( , )ud فضاء جزئیا من
( , )udولكنة غیر كامل.

Fixed Point Theoremمبرھنة النقطة الصامدة 4.4
)1.4.4(تعریف 

),(لیكن dXیقال عن الدالة . فضاء متریاXXf :بأنھا دالة انكماشیة ً)Contracting Function (أو )انكماش
Contraction ( علىX إذا وجد عدد حقیقيkk ,10 نبحیث أ),())(),(( yxdkyfxfd لكلXyx ,.

) 2.4.4(مثال 
)2في الفضاء المتري الاعتیادي  , )ud 2تكون الدالة 2:f   مغرفة بالصیغةxxf

2

1
)(  2لكلx 

.2انكماش على 
:الحل

2لیكن 
1 2 1 2( , ), ( , )x x x y y y  

),(
2

1
)()(

2

1
))

2

1
,

2

1
(),

2

1
,

2

1
(()

2

1
,

2

1
())(),(( 2

22
2

112121 yxdyxyxyyxxdyxdyfxfd 

)3.4.4(ةمبرھن
),(لیكن dXكاملا ولتكن فضاء متریاXXf : دالة انكماشیةً  علىX فأنة إذا وجد  نقطة واحدة فقط ،x في

X بحیث أنxxf )(نقطة الصامدة، وتسمى ھذه النقطة بال.
:البرھان

XXfبما أن الدالة  :انكماشیةً  علىX یوجد عدد حقیقيkk ,10  بحیث أن),())(),(( yxdkyfxfd 
Xyxلكل ,  . ),())(),(())(),(( 222 yxdkyfxfkdyfxfdلكلXyx ,.

)),()((),(عدد صحیح موجب فان nمة إذا كان وبصورة عا yxdkyfxfd nnn لكلXyx ,     .
نضع. Xأیة نقطة في 0xالآن لتكن 
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)()(

)())(()(

)(

01

0
2

012

01

xfxfx

xfxffxfx

xfx

n
nn 





 


}{یجب أن نبرھن على أن المتتابعة  nxفي ھي متتابعة كوشيX.
mnأي عددین صحیحین موجبین بحیث أن,nmلیكن   .

)()( 0 nm
nm xfxf 

),(
1

),(),(),())(),((),( 1010

1

0
1

1

0
000 xxd

k

k
xxdkkxxdkxxdkxfxfdxxd

nnm

i

in
ii

nm

i

n
nm

nnn
nm 

 










10limبما أن  


kk n

n
بحیث أن nیوجد 0لكل 


 ),(

1
),( 10 xxd

k

k
xxd

n

nm

}{ nxفي متتابعة كوشيX.
),(بما أن الفضاء المتري  dX كاملا یوجدXx بحیث أنxxn وعلیة)()(lim xfxf n

n




الآن 
1)(  nn xxf لذلك)}({ nxf متتابعة جزئیة من المتتابعة}{ nx وعلیة المتتابعة)}({ nxf تكون متقاربة إلى

x  أي أن ،xxf n
n




)(lim وبما أن التقارب یكون وحید ، xxf )(.

yyfبحیث أن Xyنفرض .لأجل أن نبرھن النقطة الصامدة وحیدة )(
),())(),((),(),(),( yxkdyfxfdyxdyxdyxkd 

),(0إذا كان   yxd 1فانk10، وھذا تناقض لان  k
 0),( yxdyx

التقارب اللانھائیة5.4
)1.5.4(تعریف 

لتكن  nx یقال عن المتتابعة . متتابعة حقیقیة nx بأنھا متقاربة إلىل عدد حقیقي موجب إذا كان لكM یوجد
Mxnبحیث إن kعدد صحیح موجب   لكلkn  . ویكتب

 n
n

xlim    أوnx.
ویقال عن المتتابعة  nx بأنھا متقاربة إلىأذا كان لكل عدد حقیقي موجبM یوجد عدد صحیح موجبk

Mxnبحیث أن   لكلkn  ویكتب
 n

n
xlim    أوnx.

)2.5.4(تعریف
لتكن nxمتتابعة حقیقیة ولتكن ألمجموعةA تحتوي على جمیع نقاط التقارب ألتتابعي الجزئي للمتتابعة nx، أي

إذا وفقط إذا وجدت متتابعة جزئیھ Axإن  
Knxمن nx بحیث أنxx

Kn  . اصغر قید أعلى للمجموعة
AA)(sup یسمى بالغایة العلیاUpper limit or superior limitویرمز لھا الرمزnxlim أو

nالرمز
n

xsuplim    أي أن ،Axx n
n

n supsuplimlim 
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ویرمز لھا Lower limit or interior limitیسمى بالغایة الدنیا   AA)(infواكبر قید أسفل للمجموعة 
nأو الرمز nxlimبالرمز

n
xinflim   أي إنAxx n

n
n infinflimlim 

وان مجموعھ مغلقھ في Aمن الواضح إن 
)1 (AAsup

xAإذا كان ) 2( sup فأنھ یوجد عدد صحیح موجبk بحیث إنxxn  لكلkn  وبالمثل نحصل نتیجة
.Ainfسبة بالن

)3.5.4(مبرھنة 
لتكن  nx متتابعة حقیقیة

)1(k
nkn

n
n

n xxx


 supinfsuplimlim)2  (k
nkn

n
n

n xxx


 infsupinflimlim.

)3 (xxn limإذا وفقط إذا تحقق الشرطین الآتیین:
بحیث أنkیوجد 0لكل ) أ( xxn لكلkn ) .0لكل ) بولكلn یوجدnm  بحیث إن xxm.

)4.5.4(مبرھنة 
لتكن كل من  nx، ny متتابعة حقیقیة

)1 (nn xx lim)(lim )2 (nn xx limlim 

)3    (xxn
n




lim إذا وفقط إذا كانxxx nn  limlim

nnإذا كان ) 4( yx  لكلkn  بحیثk ثابت فأن
nn) أ( yx limlim )ب (nn yx limlim 

)5(nnnnnnnnnn yxyxyxyxyx limlim)(limlimlim)(limlimlim 

بشرط لا یوجد مجموع  بالصیغة 
اكبر نقطھ ملاصقھ للمتابعة nxlim) أ) (6( nx)ب  (nxlim اصغر نقطھ ملاصقھ للمتابعة nx
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Infinite Seriesالمتسلسلات اللانھائیة. 5
والتقارب لتقارب، المتسلسلات المتناوبة، التقارب المطلقتعریفھا وأمثلة، بعض المتسلسلات اللانھائیة الخاصة، اختبار ا

.المشروط، اختبارات أخرى

Definitions and Examplesتعاریف وأمثلة 1.5
لتكن naمتتابعة حقیقیة ولیكن

nn aaaS

aaaS

aaS

aS








21

3213

212

11

......

متتابعة المجامیع الجزئیة nSتسمى متسلسلة لانھائیة ویرمز لھا عادة بالرمز


1n
na . یطلق على الإعداد,,, 321 aaa

حدود المتسلسلة  غیر المنتھیة


1n
naویطلق على الإعداد,,, 321 SSS المجامیع الجزئیة(Partial sums) للمتسلسلة غیر

.المنتھیة 
:مما تقدم یمكن صیاغة التعریف الأتي

)1.1.5(تعریف
لتكن naمتتابعة حقیقیة ولیكن




n

k
kn aS

1

}{یطلق على المتتابعة nSئیة ویرمز لھا بالرمز متسلسلة لانھا


1n
na.

)2.1.5(تعریف
یقال عن المتسلسلة اللانھائیة



1n
na أو تتقارب إلى القیمة (بأنھا متقاربةS (أذا كانت المتتابعة }nSمتقاربة إلىS) أي

SSnأذا كان 
n




lim .(ویطلق على العددSمجموع المتسلسلة اللانھائیة


1n
na أي أن ،






1n

naS. وإذا كانت

}{المتتابعة nS أي أن(متباعدةn
n

S


limن المتسلسلة اللانھائیةفنقول إ) غیر موجود


1n
naمتباعدة ولیس لھا مجموع.

)3.1.5(مثال 
ھل أن المتسلسلة اللانھائیة 



 1 )1(

1

n nn
متقاربة ؟

: الحل 

)1(

1




nn
an

1

1
1)

1

11
(

)1(

1

111 






 

 nkkkk
aS

n

k

n

k

n

k
kn
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1nS






1
)1(

1

1n nn
المتسلسلة اللانھائیة علیة و



 1 )1(

1

n nn
.متقاربة

)بعض المسلسلات اللانھائیة الخاصة()4.1.5(مبرھنة 

المتسلسلة اللانھائیة) 1(






1

1

n

nar0,0حیث  ar)تسمى بالمتسلسلة الھندسیةGeometric Series ویطلق على

وان1rتكون متقاربة أذا كان). بأساس المتسلسلةrالعدد
r

a
S




1
.وماعدا ذلك تكون متباعدة

المسلسلة اللانھائیة ) 2(


1

1

n n
)وتكون متباعدةHarmonic seriesتسمى بالمتسلسلة التوافقیة(

: البرھان
)1 (
naaaaSnفان 1rإذا كانت ) ا(  
 المتتابعة}{na غیر متقاربة ، لو كانت  متقاربة فإنھا مقیدة ، وھذا بعني انھ یوجد عدد حقیقي موجبM

Mnaبحیث أن   لكلn  Man
a

M
n  لكلn وھذا یناقض خاصیة ارخمیدس .

اللانھائیةوعلیة المتسلسلة 






1

1

n

narمتباعدة.

1rإذا كانت ) ب(   0,,0,{فان,{}{ aaSn 

 المتتابعة}{ nS اللانھائیةمتباعدة وعلیة المتسلسلة






1

1

n

narمتباعدة.

فان 1rإذا كانت ) ج(
n

n
n

n ararararrSarararaS    3212 ,

 n
nn

n
n ararSSraSr )1()1(

r

ar

r

a

r

ra
S

nn

n 









111

)1(

  1إذا كانتr فان المتتابعة}{ nr غیر متقاربة ، لو كانت  متقاربة فإنھا مقیدة ، وھذا بعني انھ یوجد عدد
Mrبحیث أن Mحقیقي موجب  n  لكلn  ، خاصیة أرخمیدس، یوجد حسبk  بحیث أنMk 

1بما أن  rMrM Man
a

M
n  لكلn  خاصیة أرخمیدس  وھذا یناقض

 المتتابعة}{ nrغیر متقاربةالمتتابعة}{ nS اللانھائیةغیر متقاربة وعلیة المتسلسلة






1

1

n

narمتباعدة.

  1إذا كانتr  فان المتتابعة}{ nr 0متقاربة وانnr

r

a

r

a

r

ar

r

a
S

n

n 











1
0

111
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أي أن 
r

a
Sn 


1
اللانھائیةةإذن المتسلسل. 







1

1

n

nar متقاربة وان
r

a
ar

n

n










11

1.

)2(

n
an

1


nnnk
S

nk
S

n

k
n

n

k
n 2

1

1

11

3

1

2

1
1

1
,

1

3

1

2

1
1
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التكامل 
)17.2.5(مبرھنة 
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nbلقاً فان ضرب المتسلسلتینمتسلسلة لانھائیة متقاربة مط



1n
nnba ًیكون أیضا متقاربة مطلقا

STbaوكذلك
n

nn 


1

Saحیث 
n

n 


1

 ،Tb
n

n 


1

 .

.الآن نتطرق إلى تعریف آخر لضرب المتسلسلات والذي یسمى ضرب كوشي 

)2.4.5(تعریف
لتكن كل من



1n
na،



1n
nbمتسلسلة لانھائیة تسمى المتسلسلة nC بضرب كوشي للمتسلسلتین nn ab إذا ,

كان



n

k
knkn baC

1
1.

)3.4.5(مبرھنة
n,لتكن كل من nb a   متسلسلة لانھائیة.

إذا كانت كل من ) 1( nn ab متقاربة مطلقا فان ضرب كوشي , nCمطلقاً اكون متقاربی
STbaوان nn   ))((= nC.
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إذا كانت المتسلسلة اللانھائیة) 2( na مطلقاً وانمتقاربةSan  وكانت المتسلسلة اللانھائیة nb متقاربة
Tbnوان  فان ضرب كوشي nCكون متقارب وان یSTCn .

: البرھان 
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) 5(تمارین
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Continuityالاستمراریة . 6
الاستمراریة من المفاھیم المھمة في الریاضیات 

Definitions and Examplesتعریف وأمثلة 1.6
)1.1.6(تعریف 

لیكن كل من    21 ,,, dYdXیقال عن الدالة . فضاء متریاYXf :بأنھا مستمرة)Continuous( عند النقطة
Xx 0 إذا كان لكل مجموعة مفتوحةUفيY تحتوي على النقطة)( 0xfتوجد مجموعة مفتوحة ،V فيX

تحتوي على النقطة
0

x بحیث أنUVf )( .یقال عن الدالةf بأنھا مستمرة على المجموعةXA إذا كانتf

مستمرة عند كل نقطة fبأنھا مستمرة إذا كانتfوبصورة عامة یقال عن الدالة . Aمستمرة عند كل نقطة من نقاط 
YXfیقال عن الدالة .Xمن نقاط  : بأنھا تشاكل تبولوجي)Homeomorphism (الدالة إذا كانتf تقابلیة

ffوكل من   ,1نیالفضائیویقال عن . دالة مستمرةYX إذا )  Homeomorphic(بأنھما متشاكلین  تبولوجیا ,
YXوجد تشاكلا تبولوجیا بینھما ویكتب   .

)2.1.6(مبرھنة
لیكن كل من    21 ,,, dYdX فأن الدالة . فضاء متریاYXf : تكون مستمرة عند النقطةXx 

0
إذا وفقط إذا 

:تحقق الشرط الأتي 
))((لكل كرة  مفتوحة  0xf فيY توجد كرة مفتوحة ،)( 0x فيXبحیث أن))(())(( 00 xfxf    وھذا
فان Xxبحیث أن لكل 0، یوجد 0لكل :   یكافئ الشرط الأتي  ),())(),(( 0102 xxdxfxfd

: البرھان
0xمستمرة عند النقطةfالدالة أننفرض

)0نضع .  0لیكن  ( ))U U f x فتوحة فيكرة مU Yمجموعة مفتوحة  فيY تحتوي على النقطة
)( 0xf.

تحتوي على النقطة Xفي Vتوجد مجموعة مفتوحةXفي 0xمستمرة عند النقطة fبما أن 
0

x بحیث أن
UVf )(.

تحتوي على النقطة Xمجموعة مفتوحة  في Vبما أن 
0

x0یوجد بحیث أنVx )( 0

 ))(()())(( 00 xfUVfxf  

ا لاتجاه المعاكس 
0xمستمرة عند النقطة fنفرض الشرط في المبرھنة متحقق ونبرھن 

)(تحتوي على النقطة Yمجموعة مفتوحة في Uلیكن  0xf

 0یوجدبحیث أنUxf  ))(( 0 توجد كرة مفتوحة)( 0x فيX بحیث أن
))(())(( 00 xfxf   

)(نضع  0xVV  مجموعة مفتوحة  فيX تحتوي على النقطة
0

x بحیث أن
UxfxfVf  ))(())(()( 00   . وعلیھf0مستمرة عند النقطةx.
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)3.1.6(مثال
لیكن  ,d الدالة أنینب.فضاء متریا اعتیادیا:f   المعرفة بالصیغة  2xxf  لكلx  تكون

. مستمرة
: الحل

0xلیكن   0ولیكن
      0000

2
0

2
0 )( xxxxxxxxxxxfxf 

00بما أن    xxxx 

       1...000 xxxxxfxf 

بما أن     0000 xxxxxxxx 

00 xxxx 

00 xxxx 

10إذا كان   xx  10فان  xx

 2...1 0xx 
من    1,2 نحصل على

       3...21 000 xxxxfxf 

نختار 















021
,1min

x


 . الآن  لیكنRx بحیث أن 0xx





0

0 21 x
xx

 10و  xx )21( 00 xxx

نحصل على) 3(من  )()( 0xfxf الدالةf0مستمرة عند النقطةxوعلیة الدالةfمستمرة.
)4.1.6(مثال

لیكن  ,dبرھن على أن الدالة . فضاء متریا اعتیادیا:f   المعرفة بالصیغة 
x

xf
1
لكلx 

. 2طة كون مستمرة عند النقت
:الحل

0لیكن  

0x                      (لان (   
21 2

2 2
2 2

xx
f x f

x x x


    

1212131إذا كان   xxx 11
1

x
x

x
x

x



2

2

1

2

2

نختار   2,1min . الآن  لیكنx   بحیث أن 2x
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 22x 12و x 2
2

1
x  ومنھا نحصل على ان ،     xfxf 2

2

1
2

 الدالةf 2مستمرة عند النقطة.
)5.1.6(مثال
لیكن  ,dبرھن على أن الدالة . فضاء متریا اعتیادیا:f   المعرفة بالصیغة

 













0,1

0,0

0,1

x

x

x

xf

. 0ماعدا النقطة مستمرة عند جمیع نقاط 
:الحل

0xلیكن. 0xلا في حالة سنبرھن أو  01بحیث)( 00  xxf

rحسب كثافة الأعداد النسبیة یوجد . 0لیكن    00بحیث أن xr   . نضعrx  0
)2,(),()( 0000 rxrxxx  

0rبما أن 
}1{))(( 0 xf 

)1,1())(,)(())(( 000   xfxfxf

))())((1)1,1(بما أن  00    xfxf

0xrتلمیح نضع(، 0xفي حالة وبالمثل نبرھن   .(
فان  0بحیث أن لكل 0، نبرھن على أنة یوجد 0وأخیرا نبرھن الدالة غیر مستمرة عند النقطة 

))0(())0(( ff   

نأخذ 
2

1


)
2

1
,

2

1
())0(,)0(())0((   fff

0لیكن
),()0(  

}1,0,1{)),0((})0({))0,(()),(())0((   fffff

))0(())0((1))0((بما أن  fff   f0غیر مستمرة عند النقطة.
)6.1.6(مبرھنة

لیكن كل من    21 ,,, dYdX فضاء متریا ، ولتكنYXf : دالة فأن العبارات الآتیة متكافئة
فأن المجموعة Yمجموعة مفتوحة في Gإذا كانت ) 2(مستمرة fالدالة  ) 1( Gf 1 تكون مفتوحة   فيX
فأن المجموعة Yمجموعة مغلقة في Hإذا كانت ) 3( Hf 1 تكون مغلقھ فيX

)4 (   AfAf  لكلXA )5 ( BfBf 11 )(   لكلYB )6 (     BfBf 11   لكلYB 
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: البرھان
   12 

إذا كانت . Yمجموعة مفتوحة فيGلتكن   Gf أما إذا كانت . ینھي البرھان1   Gf لیكن .  1
   GfxGxf 1 . بما أنGحة في مجموعة مفتوY0یوجد بحیثGxf ))(( 0

xمستمرة في fمستمرة fبما أن  الدالة 

 توجد كرة مفتوحة)(xفيXبحیث أنGxfxf  ))(())((   .
  )()()( 11 GfxGf  مجموعة مفتوحة فيX.

   23 
HYHالمجموعة Yمجموعة مغلقة في Hلتكن  c | مفتوحة فيY باستخدام 2 نحصل على

المجموعة   cHf 1 تكون مفتوحة فيX    . ولكن     HfXHYfHf c 111 ||  
 المجموعة HfX 1|  مفتوحة فيX المجموعة Hf 1 مغلقة فيX

   34 

لتكن   XAYAf  المجموعة Af مغلقة فيY
تخدام  باس 3 نحصل على أن المجموعة  Aff 1 تكون مغلقة فيX

بما أن          AfAfAffAffA   11

وتحتوي على Xاصغر مجموعة مغلقة في Aبما إن    AAffA  1    AfAf

  )4(5 
لتكن   YBXBf 1

      BBffBff   11

   BfBfffBf 1111 )))(((  
برھان    56)1( یترك للقارئ

)7.1.6(مبرھنة
لیكن كل من      321 ,,,,, dZdYdXفضاءَ متریاَ  ولتكن كل منYXf :،ZYg : دالة مستمرة فأن الدالة

ZXfg : تكون مستمرة
:  البرھان

. Zمجموعة مفتوحة فيGلتكن 
ZYgبما إن الدالة  : مستمرة المجموعة Gg 1 تكون مفتوحة فيY

YXfبما أن الدالة  :مستمرة المجموعة  Ggf 11  مفتوحة فيX.
لكن          GfgGgfGgf 11111   
 المجموعة   Gfg 1 تكون مفتوحة فيX  ،g f مستمرة
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)8.1.6(مثال
لیكن كل   21 ,,, dYdX فضاء متریا  ولتكنYXf :برھن على أن . دالة

),(إذا كانت الفضاء المتري ) 2(ثابتة فأنھا  مستمرةfإذا كانت الدالة ) 1( 1dX مبعثر فانf مستمرة
الحل 

بحیث أن Ybیوجد ثابتةfبما أن الدالة ) 1(  bxf  لكلx X
Yمجموعة مفتوحة  في Gنفرض 

 1 ,

,

b G
f G

X b G

 
  

X,بما أن كل من  مجموعة مفتوحة  فيX  Gf مستمرةXfمجموعة مفتوحة  في1
)2(

Yمجموعة مفتوحة  في Gلتكن    XGf 1

),(بما أن  1dX مبعثر  Gf مستمرةXfمجموعة مفتوحة  في1
)9.1.6(مبرھنة

لیكن كل من    21 ,,, dYdXولتكن فضاء متریاYXf :أذا كان . دالة مستمرة ZdZ فضاءَ جزئیا من ,
الفضاء المتري  1,dX فأنZf مقصور الدالةfعلىZ تكون مستمرة

: البرھان
YZfبما أن الدالة  Z : ھي مقصور الدالةfعلىZ    xfxfZ لكلZx

Yموعة مفتوحة  في مجGلتكن 
مستمرة fبما أن الدالة   Gf 1 مجموعة مفتوحة فيX

  GfZ 1مجموعة مفتوحة فيZ
بما أن    GfZGfZ

11    حسب تعریفZf

 المجموعة GfZ
1  مفتوحة فيZf Z مستمرة.

Sequentially Continuityالاستمراریة التتابعیة 2.6
)1.2.6(تعریف

لیكن كل من   21 ,,, dYdX ن الدالةیقال ع. فضاء متریاYXf :عند النقطةبأنھا مستمرة تتابعیناXx 0

}{إذا كانت كل متتابعة  nx فيX 0بحیث أنxxn فان)()( 0xfxf n  فيY

)2.2.6(مبرھنة
لیكن كل من    21 ,,, dYdXفان الدالة.فضاء متریاYXf :مستمرة عند النقطةXx 0 إذا وفقط إذا كانت

.مستمرة  تتابعینا عند تلك النقطة
البرھان

ولتكن.0xمستمرة في النقطة fنفرض الدالة  nxمتتابعة فيX 0بحیث أنxxn  .  یجب أن نبرھن أن
   0xfxf n   :0لیكنبما أن،f 0مستمرة في النقطةx0یوجد  بحیث لكلXx

  ),())(),(( 0102 xxdxfxfd
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0,0بما أن     xxn    یوجدk بحیث أن),( 01 xxd n لكلkn 

2وعلیھ فأن  0( ( ), ( ))nd f x f x   لكلkn   . ومن ذلك ینتج أن   0nf x f x وھذا یعني أن الدالة ،
fمستمرة  تتابعینا عند النقطةXx 0.

Xxمستمرة  تتابعینا عند النقطةfنفرض أن الدالة .وبالعكس  0.ونبرھن أنf 0مستمرة في النقطةx . سنبرھن
.0xغیر  مستمرة عند  النقطة fنفرض أن . بطریقة التناقض

0یوجد  0بحیث لكل  یوجدXxوان  ),())(),(( 0102 xxdxfxfd

لكلn  یوجدXxn  بحیث آن
n

xxdxfxfd
1

),())(),(( 0102  

0xxnوھذا یعني أن  فيX ولكن  )( 0xfxf n  فيYوھذا تناقضf 0مستمرة في النقطةx .
)3.2.6(مثال

لیكن  ,dالدالة ین ان ب. فضاء متریا اعتیادیا:f   المعرفة بالصیغة

 













0,1

0,0

0,1

x

x

x

xf

.0قطة غیر مستمرة عند  الن
:الحل

نأخذ 
n

xn

1
 المتتابعة}{ nx فيR 0وانnx

0بما أن 
1


n
لكل  Zn

n
fxf n 1)

1
(1)(

   1)(0)0( nn xffxf الدالةf0مرة عند  النقطة غیر مست.
)4.2.6(مثال

لیكن  ,dأن الدالة ینب. فضاء متریا اعتیادیا: [ , ]f a b   المعرفة بالصیغة

 








Qxbax

baQx
xf

],,[,2

],[,1

],[غیر مستمرة عند جمیع نقاط الفترة  ba حیثQ الأعداد النسبیةتمثل مجموعة.
:الحل

],[لیكن bax
)(1عددا نسبیا فان xإذا )1( xfتوجد متتابعة ،}{ nx من الأعداد غبر النسبیة في],[ ba بحیثxxn 

)عدد غیر نسبي لكل nxبما أن  ) 2nf x n     لكل Zn

   1nxf أي أن ،   )(xfxf n

],[دد نسیبي في غیر مستمرة عند كل عfالدالة xغیر مستمرة عند النقطة fالدالة  ba

)(2عددا غیر نسبیا فان xإذا )2( xf

}{توجد متتابعة  nx من الأعداد  النسبیة في],[ ba بحیثxxn 
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)عدد  نسبي لكلnxبما أن  ) 1nf x n     لكل Zn

   2nxf أي أن ،   )(xfxf n

],[غیر مستمرة عند كل عدد غیر نسیبي في fالدالة xغیر مستمرة عند النقطة fالدالة  ba

 الدالةf غیر مستمرة عند جمیع نقاط الفترة],[ ba

)5.2.6(مبرھنة
لیكن كل من    21 ,,, dYdXولتكنفضاء متریاA مجموعة جزئیة غیر خالیة فيX . إذا كانت كل من

YXgYXf  )()(دالة مستمرة بحیث أن:,: xgxf  لكلAx فان)()( xgxf  لكلAx
:البرھان

}{توجد متتابعة Axلیكن  nx فيA بحیث أنxxn 

YXgYXfبما أن كل من   دالة مستمرة  :,: )()(),()( xgxgxfxf nn

Axnبما أن    لكل Znxgxf nn لكل )()( Zn

 كل من)}({)},({ nn xgxf أي نفس المتتابعة(متتابعة واحدة(
بما أن التقارب وحید  )()( xgxf وعلیة فان)()( xgxf  لكلAx

Uniform Continuity    الاستمراریة المنتظمة3.6
)1.3.6(تعریف

لیكن كل من    21 ,,, dYdXیقال عن الدالة . فضاء متریاYXf : بأنھا مستمرة بانتظام  علىX إذا تحقق
Xyxبحیث أن لكل 0، یوجد 0لكل :  الشرط الأتي  ,فان

  ),())(),(( 12 yxdyfxfd

)2.3.6(مبرھنة
.كل دالة مستمرة بانتظام تكون مستمرة والعكس غیر صحیح دائما

:البرھان
لیكن كل من    21 ,,, dYdX فضاء متریا ، ولتكن الدالةYXf : لیكن. مستمرة بانتظامXx 0 یجب أن ،

0xتكون مستمرة عند النقطة fنبرھن على أن الدالة

0لیكن 
Xyxبحیث أن لكل 0یوجد مستمرة بانتظام fبما أن الدالة  ,فان

  ),())(),(( 12 yxdyfxfd

Xxبما أن   ),(فان Xxلكل 0 01 xxd یؤدي إلى))(),(( 02 xfxfd

 الدالةf 0مستمرة عند النقطةx وعلیة الدالةf 0لان النقطة مستمرةxعلى التعین في لاX

والمثال التالي یوضح العكس غیر صحیح دائما
)3.3.6(مثال

لیكن  ,d فضاء متریا اعتیادیا ولتكن الدالة:f   المعرفة بالصیغة  2xxf لكلx  فأنھا
:الأتي موضح فيولكنھا لیست مستمرة بانتظام كما )) 3.1.6(راجع المثال (مستمرة 

x,یوجد 0بحیث لكل 0سوف نبرھن یوجد  y   وان
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 yx یودي إلى )()( yfxf

k، باستخدام خاصیة ارخمیدس یوجد 0لیكن  بحیث أن
k

1

نضع 
k

kykx
k

yx
1

,
1

 2ولكن
1

2)()(
2


k
yfxf

 الدالةfبانتظام غیر مستمرة .

Real-Valued  Functionsالدوال ذات القیم الحقیقیة   4.6
سوف نرمز للدوال ذات . الدوال التي مستقرھا مجموعھ جزئیة من مجموعة الإعداد الحقیقیة تسمى بالدوال ذات القیم الحقیقیة

بالرمزXالقیم الحقیقیة والمعرفة على المجموعة  XRV ، أي أن}fدالة  ,:{ RXfXRV  . في ھذا البند سوف
متريالدوال المستمرة والمعرفة من الفضاء الإلى نتطرق  dX إلى الفضاء المتري الاعتیادي , , ud ونرمز لمجموعة

ھذه الدوال بالرمز  XC.
)1.4.6(تعریف

لیكن  XRVgfR  ,, نعرفgfffg
g

f
f ,,,, كالأتي

)()())(( xgxfxgf  ,     xfxf   ,       xgxfxfg  ,    xfxf 

   
   , 0,

f xf
x g x

g g x

 
  

 
Xxلكل 

)2.4.6(مبرھنة
ت إذا كان XCgfR  ,, فان

)1 ( XCgf )2 ( XCf )3 ( XCgf 

)4 ( XC
g

f
 عندما  0g x  لكلXx)5 ( XCf 

: البرھان
Xxلتكن  0 0ولیكن

بما أن  XCgf , كل من:f X  ،:g X   دالة مستمرة  كل منfg 0xمستمرة عند النقطة ,
f:ما أن الدالة ب X   0مستمرة عند النقطةx 01یوجد  بحیث أن لكلXx 10فان ),( xxd

یؤدي إلى  
2

)( 0


 xfxf وكذلك الدالة:g X   0مستمرة عند النقطةx02یوجد جوار  بحیث

20فان Xxأن لكل  ),( xxd یؤدي إلى   
20


 xgxg

min{0,{نضع  21   : لكلXx فان),( 0xxd

                ))()(())()(( 00000 xgxgxfxfxgxfxgxfxgfxgf 
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                r
rr

xgxgxfxfxgxgxfxfxgfxgf 
22

)()()()( 00000

 الدالةgf  0مستمرة عند النقطةx وعلیھ مستمرة في جمیع نقاطX  XCgf وبالمثل نبرھن       2,3,4,5.
ھ ـظـملاح

حیث Pمن المبرھنة أعلاه نستنتج على أن كل دالة متعددة حدود   n
n xaxaxaaxp  

2
تكون دالة مستمرة,2

Intermediate Value Propertyخاصیة القیمة المتوسطة5.6
)1.5.6(تعریف

لیكن , udلة یقال عن الدا. فضاءَ متریا اعتیادیا : ,f a b  إذا كان بأنھا تحقق خاصیة القیمة المتوسطة
لكل  bayx ,,  ولكلs یقع بین)(),( yfxfیوجدz بینyx,  بحیث أن ،szf )(.
)2.5.6(مثال
لیكن , udولتكن الدالة فضاءَ متریا اعتیادیا : ,f a b   معرفة بالصیغةxxf )( لكل bax , فان

الدالة تحقق خاصیة القیمة المتوسطة
:الحل 
لیكن  bayx ,,  بحیث أنyx  ولیكنs یقع بین)(),( yfxf أي أن ،)()( yfsxf 

xxfبما أن   )( لكل bax , ysx

ssffبما أن   تحقق خاصیة القیمة المتوسطة)(
.التالیة تبین أن الدالة المستمرة تحقق خاصیة القیمة المتوسطة على كل فترة مغلقة في منطلقھا المبرھنة 

)Intermediate value theorem(مبرھنة القیمة المتوسطة   )3.5.6(مبرھنة 
لیكن , udإذا كانت الدالة .فضاءَ متریا اعتیادیا : ,f a b  مرة فان لكل عدد حقیقيمستs یقع بین

)(afو)(bf یوجد ،z في الفترة],[ ba بحیث أنszf )(.
: البرھان 

bf)(وaf)(ن یقع بیsلتكن

)()(إذا كانت ) 1( bfaf فان)()( bfsaf ،لتكن],[ ba ،
2

ba
m




smfإذا كان  )( ففي ھذه الحالة یكون ،mz تھي البرھان ، أما إذا كانتوینsmf )(

smfفانھ أما  )( أوsmf )(

 إذا كانتsmf )(  نضع ،],[],[ 111 bmba 
)()()()( 11 bfbfsmfaf 

)()( 11 bfsaf 





2

1
)(

2

1

21 ab
ba

bmb

smfأما إذا كانت  )( نضع ،],[],[ 111 maba 
)()()()( 11 bfmfsafaf 

)()( 11 bfsaf 
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



2

1
)(

2

1

21 aba
ba

am

ونفس الطریقة ، إذا كانت 
2

11
1

ba
m




 إذا كانتsmf )( ],[],[، نضع 1 11222 bmba 
)()()()( 2112 bfbfsmfaf 

)()( 22 bfsaf 





2111

11
1112 2

1

2

1
)(

2

1

2
ab

ba
bmb

smfأما إذا كانت  )( ],[],[، نضع 1 11222 maba 
)()()()( 2112 bfmfsafaf 

)()( 22 bfsaf 





21111

11
112 2

1

2

1
)(

2

1

2
aba

ba
am

],[ة عامة وباستخدام الاستقراء الریاضي نحصل على متتابعة من الفترات المغلقة وبصور nnn ba بحیث أن

1 nn 1لكلn وان)()( nn bfsaf  لكل Zn وأیضا
12 




nn

0بما أن 
2

0
1



 nn

],[باستخدام مبرھنة كانتور على الفترات المعشعشة ، یوجد  baz بحیث أن



Zn

n x}{

szfیجب أن نبرھن على أن : الآن  )(

zanنبرھن    وzbn 

حسب خاصیة ارخمیدس یوجد 0لكل  Zk ،1k بحیث

 1
1

2
2


 


 k
nnn

1بما أن   nn 1لكلn knn ba knلكل , 

kzبما أن  

 kn za  و kn zb لكلkn 

zan  وzbn 

zمستمرة عند fمستمرة fبما أن 

 )()( zfaf n و)()( zfbf n 

)()()()()(بما أن  nn bfsafzfszfszf 

)2(



331ر 
Mathematical  Analysis I) 1(اضي تحلیل ری

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

99

)()(نبرھن إذا كان )  1(وبنفس طریقة  afsbf 
],[في الفترة zیوجد )  2(، ) 1(وعلیة في الحالتین  baأن بحیثszf )(.

ةـظـملاح
لیكن , udإذا كانت الدالة .فضاءَ متریا اعتیادیا : ,f a b   تحقق خاصیة القیمة المتوسطة فلیس بالضروري أن

:والمثال التالي یوضح ذلك. تكون مستمرة 
)4.5.6(مثال
لیكن , udإذا كانت الدالة . اءَ متریا اعتیادیافض : 0,1f  معرفة كالأتي:










0,0

10,
1

sin)(
x

x
xxf

.فإنھا تحقق خاصیة القیمة المتوسطة ولكنھا غیر مستمرة 

ھنالك تطبیقات لمبرھنة القیمة المتوسطة وسنذكر منھا في الأمثلة التالیة 
)5.5.6(مثال
لیكن , udفضاءَ متریا اعتیادیا .

f:إذا كانت الدالة ) 1(   مستمرة بحیث أن)()( xfxf  لكلx   0، فأنة یوجدx  بحیث أن
0)( 0 xf

p:إذا كانت ) 2(  0فان . دة حدود من درجة فردیةدالة متعد)( xp واحد على الأقللھا جذر حقیقي.
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Compactness and Connectednessالتراص و الترابط . 7
المجموعات المرصوصة، بعض المبرھنات المھمة في التراص، الاستمراریة والتراص، المجموعات المنفصلة،

.المجموعات المترابطة و المبرھنات المكافئة للترابط،  الاستمراریة و الترابط

Compactnessالتراص   1.7
)1.1.7(تعریف

لتكن A 
 عائلة من المجموعات الجزئیة من المجموعةX ولتكنXA .یقال عنF بأنھا غطاء)covering (

إذا كان Aللمجموعة 





AA .إلى ذلك إذا كانت المجموعة الدلیلیة بالإضافة مجموعة منتھیة فأنایكون غطاء

XAوطبعاَ إذا كانت . Aمنتھیاَ للمجموعة   فأن یكون غطاء للمجموعةXإذا كان





AX

) 2.1.7(مثال
لتكن    5,4,3,2,1,2,1  XA

العائلة ) 1(    3,2,1 تمثل غطاء إلىA  لأن     3,2,13,21     3,21 Aوان ھذا الغطاء منتھي .
ائلة الع) 2(    5,4,2 لا تمثل غطاء إلىA  لأن   5,42 A

العائلة )3(      5,3,1,4,3,2,1 تمثل غطاء إلىA وغطاء إلىX

)3.1.7(مثال

1العائلة ) 1( 1
,1 : n

n n
        
ثل غطاء غیر منتھي إلى المجموعة  تم 1,0A

العائلة ) 2(  , 3 :n n n   تمثل غطاء غیر منتھي إلى

العائلة ) 3(  , 1 :n n n   لا تمثل غطاء إلى .

)4.1.7(تعریف
ولیكن كل منXمجموعة جزئیة من المجموعة Aلتكن A 

 و{ }B    غطاء إلى المجموعةA .
بحیث یوجد إذا كان لكل من ) Subcover(بأنھ غطاء جزئي یقال عن  BA  أخرى ، بعبارة
. عائلة جزئیة من إذا كانت 

)5.1.7(مثال
كل من      , 3 : , , 3 ,r r r n n n        غطاء إلى وان عائلة جزئیة من

)6.1.7(تعریف
مجموعة جزیة من الفضاء المتري Aلتكن  dX ولیكن, A 

غطاء إلى لمجموعةA .عن یقال بأنھا
لكل Xمجموعة مفتوحة في Aإذا كانت ) Open Cover(غطاء مفتوح 
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)7.1.7(مثال
في الفضاء المتري الاعتیادي  , u 1نبرھن على أن العائلة

, 2 : n
n

     
  

 تكون غطاء مفتوح إلى

المجوعة   1,0A

:الحل
Axxلیكن   10

kیوجد . أرخمیدسحسب خاصیة 0xبما أن   بحیث أنx
k


1

1بما أن  1 1
( , 2) ( , 2) 2 2 1

n Z

x x x x x
n k k

         
1

( ,2)
n Z

A
n

   غطاء إلى المجموعةA

,2(بما أن 
1

(
n

nمجموعة مفتوحة لكل    غطاء مفتوح إلىA

) 8.1.7(مثال
في الفضاء المتري الاعتیادي  , u كل من

          1 2 3, : , 3 ,3 : , 2 1,2 1 , 2 ,2 2 :n n n n n n n n n n n                

1غطاء جزئي من 2وكذلك تكون غطاء مفتوح إلى 

)9.1.7(مثال
لیكن  dX على أن ینبXAفضاء متري مبعثر ولتكن ,  :x x A اء مفتوح إلى یكون غطA

:الحل
بما أن  

x A

A x


   غطاء إلى المجموعةA

بما أن  dX فضاء متري مبعثر , x مجموعة مفتوحة فيX لكلXx
 غطاء مفتوح إلى المجموعةA

)10.1.7(تعریف
لیكن  dX XAفضاء متریاَ ولتكن ,  . یقال عنAموعة مرصوصة بأنھا مج)Compact Set (فيX إذا كان

بعبارة أخرى إذا كانت. غطاء جزئي منتھي ) یمتلك( یحتوي Aكل غطاء مفتوح إلى 





AA وكانتA مجموعة

فيnفأنھ توجد لكلXمفتوحة في   ,,, 21 بحیث أن
n

i
i

AA
1


 . وبصورة خاصة یقال عنX بأنة

. فأنھ یحتوي على غطاء جزئي منتھيXمفتوح إلى إذا كان كل غطاء ) Compact Space(فضاء مرصوص 
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)11.1.7(مثال
في الفضاء المتري الاعتیادي  , ud

المجموعة ) 1( 1,0A غیر مرصوصة في

المجموعة ) 2(






 0,,

1
,,

3

1
,

2

1
,1 

n
A مرصوصة في

غیر مرصوص الفضاء ) 3(
:ل الح

1نأخذ ) 1(
( , 2) : n
n

   
 

 غطاء مفتوح إلىA ولكن لا یحتوي على غطاء جزئي منتھيA

مجموعة غیر مرصوصة 
لیكن) 2( A 

 غطاء مفتوح إلى المجموعةA,uA A A 





   لكل 

Aبما أن  بحیث أن 0یوجد 0
0

0 A

بما أن 
0A مجموعة مفتوحة في ،

0
0 A 0یوجدr بحیث أن   

0
,0 ArrBr 

kیوجد أرخمیدسفحسب خاصیة 0rبما أن   بحیث أنr
k


11
r r

n
    لكلkn 

0A تحتوي على جمیع عناصرA العناصر ) من المحتمل ( ماعدا
k

1
,,

2

1
,1 

ألان لكل من ھذه العناصر
i

2,1,,1حیث   1  ki  یوجد
C

A بحیث أن
i

A
i 
1

  
110

,,,
K

AAA   غطاء جزئي منتھي من الغطاء إلىA

)3 (
نأخذ   , :n n n   غطاء مفتوح إلى

لا یحتوي على غطاء جزئي منتھي سنبرھن بطریقة التناقض على أن 
نفرض  

1 2
, , ,

kn n nG G G غطاء جزئي منتھي إلى ,
rn r rG n n   لكلkr ,,2,1 

نضع  0 0 1 2max , , ,
rn kn G n n n n    لكلkr ,,2,1 

ولكن  
1 2 0, , ,

kn n nG G G n   لیس غطاء إلى . وھذا تناقض
 لا یحتوي على غطاء جزئي منتھي وعلیة لیس فضاء مرصوص

)12.1.7(مثال
ھو Xكل فضاء متري  متماسك یكون متراص  لأن الغطاء المفتوح الوحید إلى  X

)13.1.7(مبرھنة
كل مجموعة منتھیة في فضاء متري  تكون مرصوصة 
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:البرھان
ء المتري مجموعة منتھیة في الفضاAلتكن  dX ,   naaaA ,,, 21 

لیكن  G 
 غطاء مفتوح إلىA فيX






 GAG لكل Xمجموعة مفتوحة في ,

Aaiبما أن   لكلni ,,2,1 




Gai لكلni ,,2,1 

 لكلi توجدi بحیث أن
i

Gai   
n

GGG  ,,,
21
تھي من غطاء جزئي من إلىA

A مجموعة مرصوصة
)14.1.7(مثال

لیكن  dX منتھیة Xیكون مرصوص  إذا وفقط إذا كانت Xفضاء متري مبعثر،  فأن ,
:الحل

نفرض  dX مجموعة منتھیة Xسنبرھن بطریقة التناقض على أن . فضاء مرصوص ,
بما أن .مجموعة غیر منتھیة Xنفرض  dX فضاء متري مبعثر ,

  :x x X   غطاء مفتوح إلىX

غیر Xأذن .مجموعة غیر منتھیة Xولكن ھذا الغطاء لا یحتوي على غطاء جزئي منتھي لأن 
منتھیة Xإذن یجب أن تكون . مرصوصة وھذا تناقض

)13(فضاء مرصوص حسب مبرھنة Xمجموعة منتھیة Xرض نف. الاتجاه الآخر
)15.1.7(مبرھنة

لیكن  YdY فضاء جزئیاَ من الفضاء المتري , dX YAولتكن , ة ، فأن المجموعA تكون مرصوصة في
X إذا وفقط إذا كانت مرصوصة فيY .

البرھان 
Xمرصوصة في Aنفرض المجموعة 

لیكن  V  
 غطاء مفتوح إلىAفيY





 VAV لكل Yمجموعة مفتوحة في,

 توجدG مجموعة مفتوحة فيX بحیث أنYGV   لكل

 G A G 





    غطاء مفتوح إلىA فيX

nتوجد Xمرصوصة في Aبما  أن المجموعة  ,,, 21  بحیث أن
n

i
i

GA
1

 

بما آن   YAYGAYGA
n

i

n

i
ii











 

 
11




n

i
i

VA
1

  المجموعةA مرصوصة فيY

لتكن :  Yمرصوصة في Aنفرض المجموعة . الاتجاه الآخر G  
 غطاء مفتوح إلىA  فيX






 GAG لكل Xمجموعة مفتوحة في ,
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YG  مجموعة مفتوحة فيY لكل

بما أن  
















 GAYAYGA ,

    


  


 YGAYG غطاء مفتوح إلىA فيY

1توجد Yمرصوصة في Aبما أن المجموعة  2, , , n    بحیث أن

  
n

i

n

i

n

i

YGAYGAGA
iuii

111  
















 

 
1 2
, , ,

n
G G G    غطاء جزئي منتھي من الغطاء إلىA فيX المجموعةA مرصوصة فيX .

ة ـظـملاح
إذا فقط إذا كانتXتكون مرصوصة في Xمن الفضاء المتري Yالمجموعة الجزئیة . استناداَ إلى المبرھنة أعلاه

Y فضاء مرصوص بالنسبة للفضاء  النسبيYعلىY . أو وراثیة وعلیھ التراص لیس خاصیة نسبیھ)Relative
Property(

) 16.1.7(مبرھنة 
كل مجموعة مغلقة في فضاء متري مرصوص تكون مرصوصة 

البرھان 
مجموعة مغلقة في الفضاء المتري  المرصوص Aلتكن  dX .  مجموعة مرصوصة Aیجب أن نبرھن على أن . ,

لیكن  G 
 غطاء مفتوح إلى المجموعةA فيX





 GAG لكل Xمجموعة مفتوحة في ,

Xمجموعة مفتوحة في XcAمجموعة مغلقة في Aبما أن 

 cA G 
   غطاء مفتوح إلى المجموعةcAA ولكنcAAX  غطاء مفتوح إلىX

1یوجد فضاء مرصوص Xبما أن  2, , , n    بحیث أن















n

i

c

i

GAX
1



XAGAAبما أن 
n

i

c

i














1


بما أن  
2

1

, , ,
i n i

n
c

i

G G G A G A A    




     غطاء جزئي منتھي من الغطاءF إلىA .

A مجموعة مرصوصة فيX

)17.1.7(مبرھنة
كل مجموعة مرصوصة في فضاء متري  تكون مغلقة ومقیدة 

:البرھان
مجموعة مرصوصة في الفضاء المتري Aلتكن  dX . Xمغلقة ومقیدة فيAیجب أن نبرھن على أن المجموعة . ,

لبست مغلقة Aنفرض المجموعة . سنبرھن بطریقة التناقض AAیوجدAx  بحیث أن
Ax لكل مجموعة مفتوحةGيفX بحیثGx فان( | { })A G x  

nلكل كل كرة مفتوحة ھي مجموعة مفتوحة أنبما   1فان( ( ) | { })
n

A x x  
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{بما أن 
1

),(:{)(},
1

),(:{)( 11 n
yxdXyx

n
yxdXyx

nn

  1فان( ( ) | { })
n

A x x  

cنضع 

n

nn xGG ))(( 1 مجموعة مفتوحة فيX لكل{ }n
n Z

G G x n






   


 


Zn

n
Zn nZn nZn

c
n

c

Zn
n

Zn
n GxXxXGXGXGXxXA ))(|())(()()(|}{| 11 

{ : }nG n   غطاء مفتوح إلىA

بحیث أن kیوجد عدد صحیح مرصوصة Aبما أن المجموعة 
k

i
iGA

1


1 1 2( ) k k

k

A x A G A G G G          

. Xمجموعة مغلقة  في Aوھذا تناقض
Xxxnلیكن : مقیدةAالآن نبرھن المجموعة   00 )( مجموعة مفتوحة فيX لكلn 

Axلیكن  0 نضع ،),( 0xxd  ، 00بما أن 0),( xxxxd 

kیوجد أرخمیدسباستخدام خاصیة   بحیث
kk

xxd
11

),( 0xxلكل0 



Zk

k xA )(

بحیث أن mیوجد عدد صحیح مجموعة مرصوصةAبما أن
m

i
i xA

1

)(


 

 )()()()( 21 xxxAxA mm  
mیوجد  بحیث أن تحتوي علىx وان,U V A V A مجموعة مقیدة فيX .

ملاحظة 
عكس ھذه المبرھنة لیس صحیح دائما، بعبارة أخرى، لیس بالضرورة أن تكون كل مجموعة مغلقة ومقیدة في فضاء 

. رصوصةمتري تكون م
:خاصیة ھاین بوریل 

یقال للفضاء المتري بأنھ یحقق خاصیة ھاین بوریل إذا كانت كل مجموعة مقیدة ومغلقة فیھ تكون مرصوصة
)18.1.7(مبرھنة

.یحقق خاصیة ھاین بوریلnالفضاء الاقلیدي 
:البرھان

. nوعة مغلقة ومقیدة في مجمAلتكن 
)یترك للقارئ(nمجموعة مرصوصة  في Aیجب أن نبرھن 

)19.1.7(تعریف 
إذا كان) Finite Intersection Properly(یقال عن عائلة من المجموعات بأنھا تحقق خاصیة التقاطع المنتھي 

تقاطع كل عائلة جزئیة منتھیة منھا مجموعة غیر خالیة 
)20.1.7(مبرھنة
متريالفضاء ال dX یكون مرصوصاَ إذا وفقط إذا كانت كل عائلة من مجموعات مغلقة فیھ وتحقق خاصیة التقاطع ,

المنتھي فأنھا غیر خالیة التقاطع 
:البرھان
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نفرض  dX فضاء مرصوص ,
لتكن  A 

 عائلة من المجموعات المغلقة فيX  وتحقق خاصیة التقاطع المنتھي

نفرض . سنبرھن بطریقة  التناقض 
c

cA A 
 

 
 

 
   

 
 

  


 XAA cc 


 غطاء مفتوح إلىX

 1یوجد 2, , , n    بحیث أن
1 1

i i

n n
c

i C

A X A 
  

   
  لا تحقق خاصیة التقاطع المنتھي وھذا تناقضA







من مجموعات مغلقة وتحقق خاصیة التقاطع المنتھي فأنھا غیر خالیة التقاطع نفرض كل عائلة: الاتجاه الأخر 

لیكن  G 
 غطاء مفتوح إلىX






 GXG لكل Xمجموعة مفتوحة في ,
c

cG G 
 


 

 
   
 
 

  
cG عائلة من مجموعات مغلقة فيX بحیث أنcG







وعلیھ ھذه العائلة لا تحقق خاصیة التقاطع المنتھي 

 1یوجد 2, , , n    بحیث أن
1

ii

n n
c

i

X G G 





 

   
وعلیھ  

1 2
, , ,

n
G G G    غطاء جزئي منتھي من إلىX ,Xفضاء مرصوص.

)21.1.7(تعریف 
متريیقال عن الفضاء ال dX إذا كان كل غطاء مفتوح وقابل ) Countable Compact(بأنھ مرصوص عدیاَ ,

یحتوي على غطاء جزئي منتھي Xللعد في 
)22.1.7(مبرھنة 
متريالفضاء ال dX مجموعات مغلقة فیھ یكون مرصوص عدیاَ إذا وفقط إذا كانت كل عائلة قابلة للعد من ,

خالیة التقاطع وتحقق خاصیة التقاطع المنتھي تكون غیر 
:البرھان

) 20.1.7(مشابھ لبرھان مبرھنة 
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Continuity and Compactnessالاستمراریة والتراص  2.7
)1.2.7(مبرھنة 

لیكن كل من    21 ,,, dYdXولتكن ، فضاءَ متریاYXf : إذا كانت .دالة مستمرةXفضاء  مرصوصا فأن Xf

.رصوصةم، بعبارة أخرى الصورة المستمرة لفضاء مرصوص تكون مجموعة Yتكون مجموعة مرصوصة في 
:البرھان

}لتكن }G  غطاء مفتوح إلى)(Xf فيY




  GXfG لكل2,)(

 
 

 
 

 )()())(( 111 GfGfXffX

بما أن   
 

 
 

 XGfGfX )()( 11

مستمرة fبما أن الدالة  )(1
Gf مجموعة مفتوحة فيX لكلوعلیھ)}({ 1

Gf  غطاء مفتوح إلىX.

nیوجد فضاء مرصوصXبما أن  ,,, 21  بحیث أن
n

i
i

GfX
1

1 )(


 




 
n

i
i

GfX
1

1 )(  
n

i

n

i
ii

GGffXf
1 1

1 ))(()(
 

  )(Xf مجموعة مرصوصة فيY.

)2.2.7(نتیجة
لیكن كل من    21 ,,, dYdX ولتكن ، فضاءَ متریاYXf : إذا كانت .دالة مستمرةA مجموعة مرصوصة في

X فأن Af تكون مجموعة مرصوصة فيY

ملاحظة 
المثال التالي . مرصوصةلیس بالضرورة أن تكون الصورة العكسیة المستمرة لمجموعة مرصوصة تكون مجموعة 

یوضح ذلك 
)3.2.7(مثال

لیكن  , ud فضاء متریا اعتیادیا ولتكن الدالة:f   معرفة بالصیغة  2xf لكلx . نلاحظ أن الدالةf

مستمرة لأنھا ثابتة والمجموعة  3,2,1A مرصوصة فيولكن . لأنھا منتھیة 1f A  صوصة لیست مر
)4.2.7(مبرھنة

لیكن كل من    21 ,,, dYdX فضاءَ متریاَ  بحیث أنYX  فان ،Xفضاء مرصوص إذا وفقط إذا كانYفضاء مرصوص .
البرھان 

YXبما إن    یوجد تشاكلYXf : : نفرضXفضاء مرصوص
مستمرة fبما أن الدالة  Xf مجموعة مرصوصة فيY

شاملة fبما أن الدالة   YXfY  فضاء مرصوص
الاتجاه الآخر 

XYfبما أن الدالة فضاء مرصوص Yنفرض   مستمرة 1:  XYf 1 فضاء مرصوص
)5.2.7(مبرھنة 

لیكن  dX f:فضاءَ مرصوصاَ ولتكن , X   دالة مستمرة فأن
تكون مقیدة fالدالة ) 1(
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}sup)(:{}inf)(:{إذا كانت ) 2( XxxfXxxf   فأنھ یوجدXba , بحیث أن  )()( afbf

:البرھان
مستمرة fفضاء مرصوص و الدالة Xبما أن  Xf مجموعة مرصوصة في

)این ــ یوریل مبرھنة ھ(تكون مغلقة ومقیدة بما أن كل مجموعة مرصوصة في  Xf تكون مقیدة
بما أن  Xfمقیدة یوجدR وكذلك  بما أن , Xf  مغلقة  Xf ,

نختار      11 ,   fafb      afbf ,

)6.2.7(مبرھنة
لیكن كل من    21 ,,, dYdX فضاءَ متریاَ  ولتكنYXf :إذا كان . دالة مستمرةX فضاء مرصوص فأنf

.مستمرة بانتظام 
:البرھان 

Xxبحیث أن لكل 0p، یوجد Xpلكل مستمرة fبما أن الدالة  :  0لیكن 

ppxd ),(1   یؤدي إلى
2

))(),((2


pfxfd

})(:{لة العائ
2

1 Xpp
p




 غطاء مفتوح إلىXبما أن ،X َفضاءَ مرصوصا توجدXppp n ,,, 21  بحیث

أن 
n

i
ipX

ip1 2

1 )(





  :نضع},,min{
2

1
0

1 npp  

Xyxكن یل ,یث أن  بح ),(1 yxd یوجد Zk ،nk 1

)(بحیث أن 
2

1 kpx
kp

 وعلیھ
kpkpxd 

2

1
),(1  وكذلك

kk ppkk pxdxydpyd 
2

1

2

1
),(),(),( 111 





22
))(),(())(),(())(),(( 222 yfpfdpfxfdyfxfd kk

Xyxبحیث أن لكل0، یوجد 0وعلیھ لكل  ,

),(1 yxd   یؤدي إلى))(),((2 yfxfd

f مستمرة بانتظام.
)7.2.8(نتیجة

لیكن  , udالدالة إذا كانت. فضاء متریا اعتیادیا: [ , ]f a b  ستمرة فأنھا مستمرة بانتظامم.
Connectednessالترابط    3.7

Sets Separatedالمجموعات المنفصلة  
)1.3.7(تعریف

لیكن  dX 21ولیكن كل من، فضاء متریاَ , ,, AAA مجموعة جزئیة من المجموعةX . 21ین عن المجموعتیقال , AA

: إذا تحققت الشروط الآتیةAإلى المجموعة ) Separation(بأنھا فصل أو  تفریق 
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)1 (  21 , AA)2 (21 AAA )3 ( 21كل من , AA لا تحتوي على نقطة غایة)Limit point (خرى لأ.
: یكافئ الشرط الآتي ) 3(والشرط 

1 2 1 2,A A A A    ویكافئ أیضا الشرط   2 2 1 2A A A A   

ومثل  ھاتین )Hausdorff-Lennes Separation Condition(لینز للفصل -ویسمى ھذا الشرط  بشرط ھاوزدورف 
21أي أن ( المجموعتین  , AA (ل عنھما إنھما  منفصلتان أو مفترقتان یقا)Separated(

) 2.3.7(مثال
في الفضاء المتري  الاعتیادي  , u

المجموعتان ) 1(    ,0,0, 21 AA 1متنافیتان  لآن 2A A   ولكنھما غیر منفصلتان لآن
     1 2 ,0 0, 0A A      

جموعتان الم) 2(   4,3,3,2 21  BB   1منفصلتان  لأن 2,B B   وان
       1 2 1 22,3 3,4 , 2,3 3,4B B B B       

)3.3.7(مبرھنة
لیكن  YdY فضاءَ جزئیاَ من الفضاء المتري , dX YBAولتكن , , فأن المجموعتانBA, منفصلتان فيY إذا

Xوفقط إذا كانت منفصلتان في 
:البرھان

         Y YA B A B A Y B A B Y          

         A Y B A Y B A B A B           

)4.3.7(مبرھنة 
لیكن  dX XDCBAفضاء متریا ولتكن , ,,, بحیث أنBDAC  منفصلتان  فأن ,BAإذا كانت ، ,

DC, منفصلتان
:البرھان

BDACبما أن   , BDAC ,

A,بما أن  B A B   ,C D C D    DC, منفصلتان
)5.3.7(مبرھنة

لیكن  dX XBAفضاء متریا ولتكن , ,

Aا وفقط إذا كانتمنفصلتان إذ,BAفأن Xمجموعة مغلقة في ,BAإذا كانت كل من ) 1( B 
Aمنفصلتان إذا وفقط إذا كانت ,BAفأن Xمجموعة مفتوحة في ,BAإذا كانت كل من ) 2( B 

: البرھان
Aمن التعریف نستنتج أن منفصلتان ,BAنفرض ) 1( B 

Aنفرض  . الاتجاه الآخر B 
مغلقة ,BAبما أن كل من  BBAA ,

,A B A B A B A B       
BA,تان منفصل



331ر 
Mathematical  Analysis I) 1(اضي تحلیل ری

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

110

Aمن التعریف نستنتج أن منفصلتان ,BAنفرض ) 2( B 
BAنفرض .الاتجاه الآخر
ccكل من Xمجموعة مفتوحة في ,BAبما أن كل من  BA Xمجموعة مغلقة في , cccc BBAA ,

بما أن  BAABBA cc , cccc AABBBA ,

,A B B A    BA, منفصلتان
)6.3.7(مبرھنة

لیكن  dX XBAولتكن متریاَفضاءَ , , بحیث أنA B فأنBA, وفقط إذا كانت كل من  منفصلتان إذا
BA, مفتوحة ومغلقة في الفضاء الجزئيBAY 

:البرھان
X,Aمجموعتان منفصلتان في ,BAنفرض  B A B    

     YA A Y A A B A A A B A A          

A مغلقة فيY وبالمثل نبرھن المجموعةBمغلقة فيY

A,بما أن  B Y A B    BAA c
Y

c
Yمجموعة مغلقة فيYAمفتوحة فيY

. Yمجموعة مفتوحة في Bوبالمثل نبرھن  
Yمجموعة مفتوحة و مغلقة في ,BAنفرض كل من  . الاتجاه الآخر

       BAABAAABAAYAAA Y  

Aبما أن  B A B     وبالمثل نبرھنA B  المجموعتانBA, منفصلتان
Connected Sets)المتصلة(المجموعات المترابطة

)7.3.7(تعریف
لیكن  dX XAفضاء متریا   ولتكن ,  یقال عن المجموعةAابطة  رتبأنھا غیر م)Disconnected ( إذا
21بعبارة أخرى إذا وجدت مجموعتین . تساوي اتحاد مجموعتین منفصلتینAكانت , AA 1بحیث أن 2,A A  

1وان 2 1 2 1 2, ,A A A A A A A      . ویقال عن المجموعةA بأنھا مترابطة)Connected ( إذا لم
مجموعة Xإذا كانت )Connected Space(فضاء مترابط بأنھXورة خاصة یقال عن وبص.تكن غیر مترابطة

.مترابطة
یتضح من التعریف مباشرة إن كلاَ من  المجموعة الخالیة والمجموعة الأحادیة ھي مجموعة مترابطة 

)8.3.7(مبرھنة
الفضاء المتري   dX Aبحیث أن Xمن Aیكون غیر مترابط إذا وفقط إذا توجد مجموعة جزئیة فعلیة غیر خالیة ,

Xمفتوحة ومغلقة في 
:البرھان

نفرض الفضاء المتري   dX Aبحیث أن Xفي ,BAتوجد مجموعتین غیر خالیتین غیر مترابط, B 
,A B X A B   

AABAبما أن   
XBABABAبما أن  c   , وB مجموعة غیر خالیةA مجموعة جزئیة فعلیة غیر خالیة منX

BBBABAبما أن   
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XBABAXبما أن    ولكنXBA  XBA

بما أن   ,
c

A B A B X A B      وبالمثل نبرھن cAB 

Xمجموعة مفتوحة في ,BAكل من Xمجموعة مغلقة في ,BAبما أن كل من 

cBAAبما أن   مجموعة مغلقة فيX وعلیھA مجموعة جزئیة فعلیة غیر خالیة  مفتوحة ومغلقة فيX

غیر مترابط Xیجب أن نبرھن على أن Xمجموعة جزئیة فعلیة غیر خالیة مفتوحة ومغلقة في Aلتكن .الاتجاه الآخر
cABBنفرض   مجموعة جزئیة غیر خالیة فيX وبسھولة یمكن إثبات

, ,A B X A B A B     
 الفضاءX غیر مترابط

)9.3.7(نتیجة
الفضاء المتري dX ,یكون مترابط إذا وفقط إذا كانت المجموعة , Xتین اللتان الجزئیتین فقط المجموعماھی

.Xمغلقة ومفتوحة في تكونان 
)10.3.7(نتیجة
لیكن  dX XYكن فضاء متریا ولت,  فأن الفضاء الجزئي YdY یكون غیر مترابط إذا وفقط إذا وجدت مجموعة ,

إذا توجد مجموعة مفتوحة وبعبارة أخرى  إذا وفقط، Yبحیث تكون مفتوحة ومغلقة فيYفي Aجزئیة فعلیة غیر خالیة 
G فيX ومجموعة مغلقةF فيX بحیث أنYGAYFA   ,.

)11.3.7(مثال
),(الفضاء المتري المبعثر  dXانت یكون غیر مترابط إذا كXلان كل مجموعة .تحتوي على أكثر من عنصر
.تكون مغلقة ومفتوحةXجزئیة فعلیة غیر خالیة من 

)12.3.7(مبرھنة
),(لیكن  dX   فان العبارات الآتیة متكافئة . فضاء متریا

)1 (Xء غیر مترابطفضا
)2 (X یساوي اتحاد مجموعتین غیر خالیتین متنافیین مفتوحتین فيX .
)3 (X یساوي اتحاد مجموعتین غیر خالیتین متنافیین مغلقتین  فيX .

:البرھان 
)1()2( 

.Xمفتوحة ومغلقة في Aبحیث أن Xمن Aتوجد مجموعة جزئیة فعلیة غیر خالیة فضاء غیر مترابط Xبما أن 
cABنضع  B مجموعة مفتوحة فيX وان BA وكذلكXBA  وعلیھX یساوي اتحاد

.Xمجموعتین غیر خالیتین متنافیین مفتوحتین في 
)2()3( 

XBAوكذلك Xمجموعتین غیر خالیتین متنافیین مفتوحتین في ,BAنفرض .
cc BA وان  Xمجموعتین مغلقتین في ,

 cccc XBABA XBABAوكذلك    )( cccc  )(
)3()1( 

XBAوكذلك Xمجموعتین غیر خالیتین متنافیین مغلقتین في ,BAنفرض   .
 cBAA مجموعة مفتوحة فيX
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A مجموعة مفتوحة ومغلقة فيX .
بما أن  BA مجموعة جزئیة فعلیة فيX  .Xفضاء غیر مترابط    .

)13.3.7(مبرھنة
),(لیكن  dXریا   ولتكن فضاء متXA المجموعة فانAمجموعتین وفقط إذا توجد إذا ترابطة غیر متكون

بحیث أن Xفي ) مغلقتین(مفتوحتین HوGغیر خالیتین 
)1 (GA ، HA)2  (HGA    ،cAHG 

:البرھان
في ) مغلقتین(تین مفتوحHوGغیر خالیتین مجموعتین وفقط إذا توجد إذا ابطةرتغیر متكونAالمجموعة 

Xبحیث أنXHG 
 AAHAGAHAGAHAG )()(,)()(,, 

: الآن 
AAHAGAAHGHGA  )()()(

  )()()( AHAGAHGAHG c

)14.3.7(مثال
)في الفضاء المتري الاعتیادي  , )ud

تكون مجموعة مترابطةكل فترة في ) 1(
(غیر مترابطة لأنھ لو أخذنا   مجموعة الأعداد الطبیعیة  ) 2(

2

1
,(G و),

2

1
( H فان

G) ج(مجموعة مفتوحة في HوGكل من ) ب(HGو G ،H) ا( H 

(غیر مترابطة لأنھ لو أخذنا   مجموعة الأعداد الصحیحة  ) 3(
3

1
,(G و),

2

1
( H فان

G) ا(  ،H  وG H  )ب ( كل منGوH مجموعة مفتوحة في)ج (G H 
)3,(و G),3(غیر مترابطة لأنھ لو أخذنا مجموعة الأعداد النسبیة) 4( H فان
G) ا(  ،H  وG H  )ب ( كل منGوH مجموعة مفتوحة في)ج (G H 
)5 ( فضاء مترابط

)15.3.7(مبرھنة 
),(الفضاء المتري dXمجموعة جزئیة فعلیة كانت كل إذا وفقط إذا یكون  مترابطA غیر خالیة  منXفان

( )A  .
:البرھان

)بحیث أن Xمن Aمجموعة جزئیة فعلیة غیر خالیة نفرض كل  )A   . یجب أن نبرھنX فضاء مترابط .
جزئیة فعلیة ة مجموعتوجد ) 8(باستخدام مبرھنة غیر مترابط  Xنفرض  الفضاء : سنبرھن بطریقة التناقض 

A غیر خالیة  منX بحیث انA مغلقة ومفتوحة فيXint( )A A A  

)ولكن  ) ( ) | int( )A A A A      وھذا تناقضX فضاء مترابط.
Aجزئیة فعلیة غیر خالیة نفرض توجد مجموعة : سنبرھن بطریقة التناقض . مترابطXنفرض :الاتجاه الأخر 

)یث أن بحXمن  )A  .
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)()()int()int( AAAAAAAAA  مجموعة جزئیة فعلیة غیر خالیة مفتوحة ومغلقة
XXفي   فضاء غیر مترابط وھذا تناقض.

)16.3.7(مبرھنة
),(لیكن  dX فضاء متریا   ولتكنAطة في مجموعة مترابX .  إذا كانتB مجموعة جزئیة  فيX بحیث أن

ABA  فانB مجموعة مترابطة  فيX

: البرھان 
یترك للقارئ

)17.3.7(نتیجة
),(لیكن  dX فضاء متریا   ولتكنA مجموعة مترابطة فيX فانA تكون أیضا مجموعة مترابطة فيX    .

Continuity and Connectednessالاستمراریة والترابط  4.7
)1.4.7(مبرھنة

لیكن كل من    21 ,,, dYdXولتكن ، فضاءَ متریاYXf : إذا كانت .دالة مستمرةX فضاء  مترابط  فأن Xf

.مرة لفضاء مترابط تكون مجموعة مترابطة، بعبارة أخرى الصورة المستYتكون مجموعة مترابطة في 
:البرھان

نفرض. سنبرھن بطریقة التناقض Xf مجموعة غیر مترابطة فيY 21توجد مجموعتین مفتوحتین ,GG

بحیث أن
)1 (1 2( ) , ( )G f X G f X    )2 (1 2( ( )) ( ( ))G f X G f X    

)3 ()())(())(( 21 XfXfGXfG 

1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( ))G G f X G f X G f X        
1 1 1 1

1 2 1 2( ) ( ) ( ) (( ) ( )) ( )f G f G f X f G G f X f             

  )()( 2
1

1
1 GfGf

وكذلك
)())(())(()()()(( 2121 XfXfGXfGXfXfGG 
  XXffXfGGfXXffGGf ))(())()(())()(( 1

21
11

21
1

  XXGfGfXGfGf )()()()( 2
1

1
1

2
1

1
1

رة مستمfبما أن الدالة  )(),( 2
1

1
1 GfGf مجموعات مفتوحة وغیر خالیة فيX

X غبر مترابط ، وھذا تناقض)(Xf مجموعة مترابطة فيY.
)2.4.7(نتیجة

لیكن كل من    21 ,,, dYdX كن ولت، فضاءَ متریاYXf : إذا كانت .دالة مستمرةA مجموعة مترابطة فيX

فأن  Af تكون مجموعة مترابطة فيY
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)3.4.7(مبرھنة
لیكن كل من    21 ,,, dYdXفضاء متریاَ  بحیث أنYX  ،  فانX فضاء مترابط إذا وفقط إذا كانY فضاء

.  مترابط
:البرھان

YXبما إن    یوجد تشاكل تبولوجيYXf :

مستمرة fبما أن الدالة ، فضاء مترابط Xنفرض  Xf مجموعة مترابطة فيY

شاملة fبما أن الدالة   YXfY  فضاء مترابط
فضاء مترابط Yنفرض :  الاتجاه الآخر 
XYfبما أن الدالة   مستمرة 1:  XYf 1 فضاء مترابط

تمارین 
في الفضاء المتري  الاعتیادي ) 1( , ud .  إذا كانت     2,1,2,1,1,0  CBA برھن على أنBA,

لیستا منفصلتین,CAولكن المجموعتین . مجموعتان منفصلتان
لیكن )  2( dX XBAفضاءَ متریاَ  ولتكن , , . إذا كان كل منBA,ل منھا مجموعة مغلقةمجموعة مفتوحة أو  ك

ABBAفأن المجموعتان  . برھن ذلك. منفصلتان |,|
لیكن) 3( dX XBAولتكن  ، فضاءَ متریاَ , , بحیث أنXBA  .إذا كانتcc BA . مجموعتان منفصلتان,

برھن على أن    BBCAACC  لكلXC .
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Differentiationالتفاضل . 8
.المشتقات، فضاء الدوال القابلة للاشتقاق، خواص المشتقات، مبرھنة رول، مبرھنة القیمة الوسطى

Derivativesالمشتقات1.8
)1.1.8(تعریف
f:یقال ن الدالة . 0xولیكن فترة مفتوحة في لتكن     قابلة للاشتقاق)Differentiable ( عند

: أذا كانت الغایة الآتیة 0xالنقطة 
0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




)(ویرمز لھذه الغایة بالرمز . موجودة  0xf أي أن ،

0 0 0
0 0

0

( ) ( ) ( ) ( )
( ) lim lim

x x h

f x f x f x h f x
f x

x x h 

    


)(ى وتسم 0xf  مشتقة الدالةf0عند النقطةx . وتعرف المشتقة باستخدام مفھوم التقارب كالأتي :
f:یقال ن الدالة    0قابلة للاشتقاق عند النقطةxكل متتابعةأذا كانت}{ nx في و0x0بحیث أنxxn  لكل قیم

n   0وxxn  فان)(
)()(

0
0

0 xf
xx

xfxf

n

n 

ومن ھذا التعریف نحصل على أن)( 0xf  تتابعة الملایتغیر بتغیر

ملاحظة
. وھي العملیة الأساسیة في حساب التفاضل والتكامل )Differentiation(یطلق على عملیة إیجاد مشتقة دالة ما بالتفاضل 

قابلة للاشتقاق عند fكانت أذا ). أو قابلة للاشتقاق في حالة عدم وجود التباس(قابلة للاشتقاق على الفترة fیقال عن 
xf)(یوجد عدد ثابتIxفان لكل قابلة للاشتقاق على fنلاحظ أنھ إذا كانت . كل نقطة من نقاط   وعلیھ نحصل

fعلى دالة  ) أي أن:f     ( وھذا یعني مشتقة دالة ھي دالة أخرى ، یرمز إلىf  أحیانا بالرمزDf أو
dx

df وتسمى

fالدالة   مشتقة الدالةf. أذا فرضنا)(xfy  فأن ھنالك رموز أخرى للمشتقة ھي
dx

dy أوy وتقرأ مشتقةy بالنسبة

. xإلى 
)2.1.8(مثال

f:إذا كانت الدالة     معرفة بالصیغةxxf )( لكلxالدالةفأنf1قابلة للاشتقاق وان)(  xf لكلx

:الحل
xلیكن 

xxfhxhxfhxhxxfhxf  )()()()(

1lim
)()(

lim)(
00





 h

h

h

xfhxf
xf

hh

لدالةاf1قابلة للاشتقاق وان)(  xf لكلx

: حل أخر
}{ولتكن xلیكن  nx متتابعة في بحیث أنxxn  وxxn  لكل قیمn

xxfxxf nn  n11لكل قیم )()(
)()(









xx

xx

xx

xfxf

n

n

n

n

ا لدالةf1قابلة للاشتقاق وان)(  xf لكلx
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)3.1.8(مثال
f:إذا كانت الدالة     32معرفة بالصیغة)( 2  xxxf لكلxالدالةفأنfشتقاق وانقابلة للا

22)(  xxf لكلx

:الحل
xلیكن 
32)(32223)(2)()( 2222  xxxfxhxhxhxhxhxhxf

)22(22)32(3222)()( 2222  hxhhxhxhxxxhxhxhxxfhxf

22)22(lim
)22(

lim
)()(

lim)(
000










xhx
h

hxh

h

xfhxf
xf

hhh

ا لدالةf 22وانقابلة للاشتقاق)(  xxf لكلx

)4.1.8(مثال
f:إذا كانت الدالة     معرفة بالصیغةxxf )( لكلx .فان الدالةf 0قابلة للاشتقاق عند النقطةxو

x
:الحل

xلیكن 

xxfhxhxfxhxxfhxf  )()()()(

xxhxxhxh

h

xhxh

xhx

xhxh

xhxxhx

h

xhx

h

xfhxf
xf

hhh

hhh

2

11
lim

)(
lim

)(
lim

)(

))((
limlim

)()(
lim)(

000

000




























ا لدالةf0قابلة للاشتقاق عند النقطةxوx

)5.1.8(مثال
f:إذا كانت الدالة     معرفة بالصیغة

1

4
)(




x
xf لكلx .فان الدالةf 1قابلة للاشتقاق عند النقطةx ،

x
:الحل

xلیكن 

1

4
)(

4
)(

)1)(1(

44

1

4
)()(
















x
xf

hx
hxf

xhx

h

hxhx
xfhxf

2000 )1(

4

)1)(1(

4
lim

)1)(1(

4

lim
)()(

lim)(














 xxhxh

xhx

h

h

xfhxf
xf

hhh

ا لدالةf1قابلة للاشتقاق عند النقطةxوx

)6.1.8(مثال
:لتكن الدالة  ( , )f a a  ،0a قابلة للاشتقاق

fزوجیة فان fإذا كانت الدالة ) 1(  إذا كانت الدالة ) 2(فردیةf فردیة فانf زوجیة
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:الحل 
زوجیة  fبما أن الدالة  )1( )()( xfxf لكل),( aax 

h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)(

0






h

xfhxf

h

xfhxf

h

xfhxf
xf

hhh

)()(
lim

)())((
lim

)()(
lim)(

000












hkkنأخذ   0hعندما 0

)(
)()(

lim
)()(

lim)(
00

xf
k

xfkxf

k

xfkxf
xf

kk











 الدالةf 2(دیة  وبالمثل نبرھن فر (
)7.1.8(تعریف
f:یقال ن الدالة . 0xولیكن فترة مفتوحة في لتكن     0عند النقطة من الیمینقابلة للاشتقاقx أذا كانت

تیة الغایة الآ

h

xfhxf
h

)()(
lim 0

0




)(ویرمز لھذه الغایة بالرمز . موجودة  0xf أي أن ،
h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)( 00

0
0







وبالمثل نعرف المشتقة من جھة الیسار، أي أن  
h

xfhxf
xf

h

)()(
lim)( 00

0
0







ملاحظة
f:الدالة     ة قابلة للاشتقاق عند النقطتكون0x إذا وفقط إذا كانت قابلة للاشتقاق عند تلك النقطة من الیمین

)()()(والیسار وان  000 xfxfxf  

)8.1.8(ثالم
f:إذا كانت الدالة    معرفة بالصیغة









2,1

2,1
)( 2 xx

xx
xf

؟ ولماذا2xللاشتقاق عند النقطةقابلةfھل أن الدالة 
:الحل

314)2( f

1lim
312

lim
)2()2(

lim)2(
000








 
 h

h

h

h

h

fhf
f

hhh

4)4(lim
)4(

lim
444

lim
31)2(

lim
)2()2(

lim)2(
00

2

0

2

00














 
 h

h

hh

h

hh

h

h

h

fhf
f

hhhhh

  )2()2( ff وعلیة الدالةf 2قابلة للاشتقاق عند النقطةغیرx

)9.1.8(مبرھنة
f:إذا كانت الدالة     قابلة للاشتقاق عند النقطة0x فأنf مستمرة عند تلك النقطة ولكن العكس غیر صحیح

.دائماً 
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:البرھان
فان 0xعند النقطة ة للاشتقاق قابلfالدالة بما أن

0

0 )()(
lim

0 xx

xfxf
xx 




موجود

00)()(lim
)()(

lim))(
)()(

(lim))()((lim 00
0

0
0

0

0
0

0000












xfxx
xx

xfxf
xx

xx

xfxf
xfxf

xxxxxxxx




)()(lim 0
0

xfxf
xx

0xعند النقطة مستمرة fالدالة 

.والمثال التالي یوضح أن العكس غیر صحیح 
)10.1.8(ثالم

:إذا كانت الدالة  ( 1,1)f   معرفة بالصیغةxxf )(فانf 0النقطة مستمرة عندx قابلة للاشتقاق ولكنھا غیر
عند تلك النقطة 

:الحل

0)0( f








0,

0,
)(

xx

xx
xf

0)lim()(lim,0lim)(lim
0000


 

xxfxxf
xxxx


 

0)(lim)(lim
00

xfxff
xx

0xمستمرة عند النقطة 

0 0 0 0 0 0

( ) (0) 0 ( ) (0) 0
(0) lim lim lim 1, (0) lim lim lim 1

h h h h h h

f h f h h f h f h h
f f

h h h h h h      
     

              

  )0()0( ff وعلیة الدالةf 0قابلة للاشتقاق عند النقطةغیرx

)11.1.8(ثالم
f:لدالة إذا كانت ا   معرفة بالصیغة][)( xxf  لكلx ) أي أنf فان الدالة ) دالة أعظم عدد صحیحf غیر

nxقابلة للاشتقاق عند النقطة   حیث أنn تلك النقطةمستمرة عند عدد صحیح لأنھا غیر.
)12.1.8(مبرھنة

f:إذا كانت الدالة     قابلة للاشتقاق عند النقطة0xالدالة فأن
0

:xf   المعرفة بالصیغة















0

00
0

0

,0

),(
)()(

)(
0

xx

xxxf
xx

xfxf
xf x

0xطةمستمرة عند تلك النق

:البرھان
}{ولتكن xلیكن  nx متتابعة في 0بحیث أنxxn  0وxxn  لكل قیمn

)(
)()(

)( 0
0

0
0

xf
xx

xfxf
xf n

nx 





فان 0xقابلة للاشتقاق عند النقطة fبما أن الدالة 



 )(
)()(

0)( 0
0

0
0

xf
xx

xfxf
xf n

nx

)(0لكن  00
xf x وعلیة)()( 000

xfxf xnx  ا لدالةfمستمرة .
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)13.1.8(مبرھنة
f:الدالة     قابلة للاشتقاق عند النقطة تكون0x إذا وجد عدد ثابت)( 0xf  ودالة:g   عند مستمرة
)(0x ،0النقطة  0 xg وتحقق العلاقة)()()]()()([)( 0000 xgxxxfxxxfxf یسمى العدد)( 0xf  مشتقة
. في النقطةfالدالة 

:البرھان 
xxلكل  0  على   ، من العلاقة اعلاة نحصل)(

)()(
)( 0

0

0 xf
xx

xfxf
xg 






}{ولتكن xلیكن  nx متتابعة في 0بحیث أنxxn  0وxxn  لكل قیمn

0xعند النقطة مستمرة gبما أن الدالة  0)()( 0xgxg n  وعلیھ)(
)()(

0
0

0 xf
xx

xfxf n 



Formulas for differentiation of algebraic functionsصیغ في اشتقاق الدوال الجبریة     2.8
)1.2.8(مبرھنة

f:إذا كانت الدالة     معرفة بالصیغةcxf )( لكلx حیثc ثابت)أي أنf 0فأن ) دالة ثابتةf
) .أي أن مشتقة الثابت صفر(

:البرھان
xcxfchxfccxfhxfلیكن   )()(0)()(

0
0

lim
)()(

lim)(
00





 hh

xfhxf
xf

hh

لدالةاf0قابلة للاشتقاق وان)(  xf لكلx

)2.2.8(مبرھنة
f:إذا كانت الدالة     معرفة بالصیغةnxxf )( لكلx وأنn 1فأن عدد صحیح موجب)(  nnxxf لكلx.

:البرھان
x1لیكن  2 2 21

( ) ( ) ( 1) ( )
2

n n n n nf x h x h x nx h n n x h h f x x           

  nnnnn xhhxnnhnxxhxxfhxf 2221 )1(
2

1
)()()( 

  ))1(
2

1
()()()( 121 nnnn hhxnnnxhhxxfhxf 

111

00
))1(

2

1
(lim

)()(
lim)( 





 nnn

hh
nxkhnnnx

h

xfhxf
xf 

ا لدالةf0قابلة للاشتقاق وان)(  xf لكلx

)3.2.8(مبرھنة
f:لتكن كل من     ،:g    0دالة قابلة للاشتقاق عند النقطةx فأن الدالة:

)1 (f) حیثR ( 0قابلة للاشتقاق عند النقطةx وأن)()()( 00 xfxf  

)2 (gf  0قابلة للاشتقاق عند النقطةx وأن)()()()( 000 xgxfxgf 

)3 (fg0بلة للاشتقاق عند النقطة قاx وأن)()()()()()( 00000 xfxgxgxfxfg 
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)4 (
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:البرھان 
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)The chain ruleقاعدة السلسلة ()4.2.8(مبرھنة 
f:فترة مفتوحة ولكل من الدالة J,لتكن كل من     قابلة للاشتقاق عند النقطة0x الدالة ،:g J 

Jxfقابلة للاشتقاق عند النقطة  )( g:فأن الدالة 0 f   0عند النقطة قابلة للاشتقاقx وأن
)())(()()( 000 xfxfgxfg 

ugy)(لتكن :ومن الممكن صیاغة المبرھنة بصورة مكافئة وكالاتي   دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلىu ولتكن
)(xfu بة إلى دالة قابلة للاشتقاق بالنسx فأن الدالة))(( xfgy  تكون قابلة للاشتقاق بالنسبة إلىx وأن

dx

du

du

dy

dx

dy


:البرھان
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)1())()()))()(())()(()))(()))(( 00)(0 0
 xfxfxfgxfgxfgxfg xf 

)()(بما أن  00 xfxfxx 
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0

xf
xx

xfxf
xf x 






)2()))(()(()()( 000 0
xxxfxfxfxf x 

نحصل على ) 2(،)1(من 
)))(()())((())(((())(())(( 000)(0 00

xxxfxfxfgxfgxfgxfg xxf  

)()(()()(()()(()()((

))()())((())((((
)(

))(())((

0000)()(

00)(
0

0

0000

00

xfxfgxfxfgxfxfgxfxfg

xfxfxfgxfg
xx

xfgxfg

xxfxxf

xxf





 

))(()())(()(000

)()((lim)()((lim)()((lim)()((lim

)(

))(())((
lim)()(

0000

0000)()(

0

0
0

0
0

0
0

0
00

0

0

xfgxfxfgxf

xfxfgxfxfgxfxfgxfxfg

xx

xfgxfg
xfg

xx
x

xx
xf

xx
xxf

xx

xx















)5.2.8(مثال
f:دالة إذا كانت ال   25(4معرفة بالصیغة()(  xxxf لكلx  . احسبf 

: الحل
)(25لتكن  2  xxxg لكلRx 52)( xxg

)(4ولتكن  yyh كل لRy 34)( yyh
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))(())(())(()25()( 44 xfgxghxgxxxf 

)52()25(4)())(()()()( 32  xxxxfxfgxfgxf 
).6.2.8(نتیجة 

f:لتكن     دالة قابلة للاشتقاق ولیكنnxfy ))(( حیثn عدد صحیح فأن

)())(( 1 xfxfn
dx

dy n  

Implicit Functionsالدوال الضمنیة 
xfy)(كانت معظم الدوال التي بحثنا مشتقاتھا كانت بالصیغة   والتي تسمى بالدوال الصریحة)Explicit

Functions ( 0ولكن ھنالك بعض العلاقات أو المعادلات متضمنة متغیرین أو أكثر مثل),( yxF . في مثل ھذه

لإیجاد . المعادلات یصعب أحیانا التعبیر عن أحد المتغیرات بدلالة الآخر مباشرة 
dx

dy نعرفy ضمنیاً كدالة إلى

x وتطبق قواعد الاشتقاق المناسبة.
)7.2.8(مثال

010نفرض أن  423  yyxx تعرف دالة ضمنیة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلىx . جد
dx

dy

:الحل 
xبإجراء الاشتقاق بالنسبة إلى 

04023 322 
dx

dy
yxy

dx

dy
xx

0)40()23( 23 
dx

dy
xyyxx

040,
)40(

)23( 23
23





 xy
xy

yxx

dx

dy

)8.2.8(مبرھنة 
Rfكانت الدالة إذا : معرفة بالصیغةnxxfy  )(1عدد نسبي فأن nحیث )(  nnxxf

dx

dy لكلx.

:البرھان
لیكن 

q

p
n  حیثqp, 0أعداد صحیحة  وانq

 q

p

xy وبرفع الطرفین إلى الأسq  نحصل على ،pq xy  وھي دالة ضمنیة ، بالاشتقاق نحصل على
11   pq px

dx

dy
qy

mqnp
qn

p

q

p

nxnx
x

x
n

y

x

q

p

dx

dy
 








)1(1

1

1

1

1

)(
)(

1)1(حیث   qnpm 111 nnnqnqnnqpm 1nnx
dx

dy
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)89.2.(مثال
جد  

dx

dy 332من الدالة الضمنیة xxyy 

:الحل 
xبإجراء الاشتقاق بالنسبة إلى 

32

1

2

1

32 xyxy 

32

1

2

1

2

1

2

1

3
2

1

2

1
2 x

dx

dy
yxyx

dx

dy




xxy

yxyx

dx

dy






4

18 2

Derivatives of Higher Orderالمشتقات من الرتب العلیا        3.8
f:إذا كانت الدالة . فترة مفتوحة لتكن     قابلة للاشتقاق فأن:f     وإذا كانت الدالة . تكون دالة

:f     قابلة للاشتقاق فأنھ یطلق على مشتقةf  بالمشتقة الثانیة ویرمز لھا بالرمزf  أو الرمز
2

2

dx

fd ،

من nضح أن الدالة یمكن أن تكون قابلة للاشتقاق من الوا. قابلة للاشتقاق مرتینfوفي ھذه الحال نقول أن الدالة 

أو nf)(بالرمز fللدالة  ونیةنالعدد صحیح موجب وسنرمز إلى مشتقة nالمرات حیث 
n

n

dx

fd .

)1.3.8(مثال
f:الدالة   المعرفة  بالصیغة

x
xxxfy

1
4)( 45  لكلx  ،فان

3
23

2

2

2
34 2

4820,
1

165
x

xx
dx

yd

x
xx

dx

dy


)2.3.8(مثال
433نفرض أن   xy تعرف دالة ضمنیة قابلة للاشتقاق بالنسبة إلىx . جد

2

2

dx

yd

xبإجراء الاشتقاق بالنسبة إلى :الحل 

033 22  x
dx

dy
y

2

2

y

x

dx

dy


02)(2 2
2

2
2  x

dx

dy
y

dx

yd
y

555

33

5

34

2

2
2

2

2

2

2

2 84
222

2)(22)(2

y

x

y
x

y

yx
x

y

xyx

y

x
y

x
y

y

x
dx

dy
y

dx

yd 













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)3.3.8(تعریف
f:یقال عن الدالة     بأنھا من الصنف)(nC  أو تنتمي إلى الصنف)(nC أذا كانت الدالة ،f تمتلك مشتقة

.وكانت ھذه المشتقة مستمرة nمن الرتبة 
)4.3.8(مثال

f:الدالة    المعرفة  بالصیغة











0,0

0,
)(

1

x

xx
xf

n

)1(تنتمي إلى الصنف  ولكنھا لاnC)(تنتمي إلى الصنف  nC

Applications of Differentiations تطبیقات على المشتقات 4.8

Tangents and Normalالمماسات والأعمدة      
)1.4.8(تعریف 

f:لتكن  I  ة للاشتقاق عند النقطة دالة قابلIx 0 . المماس لمخطط الدالةf في النقطة))(,( 00 xfx

),)((ھو المستقیم المار بالنقطة  00 xfx ولھ میل)( 0xf .
),(معادلة المستقیم المارة بالنقطةبما أن 00 yx  والذي میلھm ھي)( 00 xxmyy  فأن معادلة المماس

),)((في النقطة fلمخطط الدالة  00 xfx الواقعة على المخطط ھي)()()( 000 xxxfxfy  ، حیث یقصد
.في نقطة علیھ ھو میل مماس المخطط  في تلك النقطة ) Slope of a graph(بمیل المخطط 

)2.4.8(مثال
f:جد معادلة المماس لمخطط الدالة     المعرفة بالصیغةxxxf 5)( 2  4,1(عند النقطة( 

:الحل
352)1(,52)(  fxxf

ھي fالدالة  معادلة المماس لمخطط 
)()()())1((3)4(13 000 xxxfxfyxyxy 

)3.4.8(مثال
3694جد معادلة المماس للقطع الزائد  22  yx 32,6(في النقطة(

:الحل
xنفترض أن المعادلة المعطاة تعرف ضمنیا دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة  إلى 

36940188
9

4 22  yx
dx

dy
yx

y

x

dx

dy

33

4

318

24
)6(,

9

4
)(  f

y

x
xf

ھي fمعادلة المماس لمخطط الدالة  

0 0 0

4
4 3 3 6 0 2 3 ( 6) ( ) ( ) ( )

3 3
x y y x y f x f x x x          
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)4.4.8(تعریف
RIfلتكن  : دالة قابلة للاشتقاق عند النقطةIx 0 . العمود)Normal( على مخطط الدالةf في النقطة

))(,( 00 xfx على المخطط ھو المستقیم المار بالنقطة))(,( 00 xfx أي الذي میلھ ھو السالب (والعمودي على المماس
) .لمقلوب میل المماس

)(0إذا كانت  0  xf .مخطط الدالة فأن معادلة العمود علىf في النقطة))(,( 00 xfx الواقعة على المخطط ھي:

0 0
0

1
( ) ( )

( )
y f x x x

f x
   



)5.4.8(مثال
]:لدالة  لتكن  3,3]f    29معرفة بالصیغة

3

2
)( xxf  . جد معادلة العمود على مخطط الدالةf الذي

01223یوازي المستقیم   yx

:الحل 
میل المستقیم المعطى یساوي 

2

وبما أن 3
293

2
)(

x

x
xf


 ،3 3x   فان میل العمود في آیة،

),)((نقطة   xfx ،0x على مخطط الدالةf ھو
x

x

2

93 2  وعلیھ
2

3

2

93 2



x

x

3
( , ( )) ( , 2)

2
x f x   وعلیھ معادلة العمود على مخطط الدالةf 3ھي

2 3 0
2

x y  

Velocity and Accelerationالسرعة والتعجیل 
tفي نھایة . الأحداثيمتحرك على الخط . لجسیم الأحداثيدالة بحیث أن fإذا كانت . تأمل حركة جسیم على خط أحدائي 

tfs)(من وحدات الزمن ھو    أي أن ،)(tfs المسافة المتجھة تعرف دالة الموقع التي تعطيs للجسیم من نقطة
:، تعرف كالأتي tللجسیم في الزمن ) Velocity(من وحدات الزمن ، فان السرعة الآنیةtالأصل في نھایة  

)(tfv 
لجسیم متحرك ھو معدل تغییر ) Acceleration(التعجیل.  ، أي القیمة المطلقة لسرعتھvللجسیم ھو ) Speed(الانطلاق 

:سرعتھ بالنسبة للزمن، وفي الحركة الخطیة یعطى بالصیغة الآتیة 
)(tf

dt

dv
a 

)6.4.8(مثال
853القانون ط مستقیم وفق خجسیم یتحرك على  2  tts حیثs تمثل الإزاحة بالأمتار والزمنtجد .بالثواني

.tالسرعة الآنیة والتعجیل في أي زمن 
:الحل 

6)(,56)(  tfattfv

)7.4.8(مثال
tttsط مستقیم وفق للقاعدة خجسیم یتحرك على  249 23  حیثs تمثل الإزاحة بالأمتار والزمنtصف .بالثواني

.0tحركة الجسیم عندما 
:الحل 
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)(24183ھي  tسرعة الجسیم في أي زمن  2  tttfv 186وتعجیلھ ھو)(  ttfa

3tفان 0aوإذا كانت 4tأو 2tفان 0vإذا كانت  
متر في الثانیة، وبعد 24یكون الجسیم في نقطة الأصل، یتحرك بسرعة 0tعندما :حركة الجسیم توصف كالأتي 

متر  20مرور ثانیتین، یسكن الجسیم على بعد 
)8.4.8(مثال

21680متر في الثانیة  ووصل الارتفاع 80قذف حجر راسیا إلى الأعلى بانطلاق  tts مترا بعدtبإھمال  . من الثواني
أقصى ارتفاع یصلھ ؟ما ھو یبلغھ ؟ وما ھو تعجیلھ في نھایة الثانیة الأولى ؟ وھو أقصى ارتفاع مقاومة الھواء، ما

:الحل 
tv 3280  ،0في أقصى ارتفاع للحجرv 032805.2وبجعل

32

80
 tt وعلى ذلك یبلغ الحجر ،

801680)5.2(16)5.2(100ثانیة، وذلك الارتفاع ھو 5.2أقصى ارتفاع في نھایة  22  tts ویعطى التعجیل
32a . ھذا التعجیل الثابت ھو التعجیل الأرضي ، وھو نفسھ في نھایة الثانیة الأولى كما وفي نھایة الارتفاع الأقصى

. مترا في الثانیة 32ویساوي 
Increasing and Decreasing Functions زایدة والمتناقصةالدوال المت5.8

)1.5.8(تعریف
f:یقال عن الدالة . فترة مفتوحة في لتكن    بأنھا

0xتحتوي على في Vفترة مفتوحة إذا وجدت 0xعند النقطة ) Increasing(متزایدة  ) 1(

: وتحقق الشرط الآتي 
0xxإذا كان Vxلكل   فأن   0xfxf   0إذا كانxx  فأن   0xfxf 

0xتحتوي على في Uإذا وجدت فترة مفتوحة 0xعند النقطة ) Decreasing(متناقضة ) 2(

وتحقق الشرط الأتي 
0xxإذا كان Uxلكل   فأن   0xfxf  0إذا كانxx  فأن   0xfxf 

، بعبارة أخرى  إذا كانت متزایدة عند كل نقطة من نقاط متزایدة على الفترة ) 3(
yxyfxf  Iyxلكل )()( ,

، بعبارة أخرى  عند كل نقطة من نقاط متناقصة إذا كانت متناقضة على الفترة ) 4(
yxyfxf  Iyxلكل )()( ,

أو متناقضة على الفترة .ذا كانت متزایدة إرتیبة على الفترة ) 5(

)2.5.8(مثال
f:الدالة )1(   3المعرفة بالصیغة)( xxf  لكلx  متزایدة على الفترة),( 

x,لأنھ  إذا كان  y  بحیث أنyx  33فان yx  وعلیھ)()( yfxf 

f:الدالة ) 2(   المعرفة بالصیغة
x

xf
1

)(  لكلx  ،0x 0,(متناقصة على الفترتین( ،)0,(

x,لأنھ  إذا كان  y  بحیث أنyx 0 فان
yx

11
 وعلیھ)()( yfxf  0وكذلك إذا كان yx فان

yx

11
علیھ و)()( yfxf 
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)3.5.8(مبرھنة
لتكن الدالة  : ,f a b   مستمرة على الفترة ba,وقابلة للاشتقاق عن الفترة المفتوحة),( ba 0),(ولتكن bax 

إذا كانت ) 1(  00  xfلدالة فأن اf 0متزایدة عند النقطةx  وبصورة عامة إذا كانت ،  0 xfلكل),( bax

],[متزایدة عند الفترة  fفأن الدالة  ba

إذا كانت ) 2(  00  xf فأن الدالةf 0متناقصة عند النقطةx  وبصورة عامة إذا كانت ،  0 xfلكل),( bax

],[متناقصة عند الفترة  fفأن الدالة  ba

وعلیھ إذا كانت   00  xf  فتوجد فترة مفتوحةV في 0تحتوي علىx وتكون علیھا الدالةf متباینة
:البرھان

فان 0xقابلة للاشتقاق عند النقطة fبما أن الدالة  )1(
0

0
0

)()(
lim)(

0 xx

xfxf
xf

xx 





لیكن     00 xf . 0باستخدام تعریف الغایة ، فانھ یوجد  بحیث أن لكلx

 



00
0

0 0)(
)()(

xxxf
xx

xfxf














0

0

0

0

0

0 )()(
2

)()(
00

)()(

xx

xfxf

xx

xfxf

xx

xfxf

0000إذا كان  ) ا( 00)()()()( xxxxxfxfxfxf 

0000إذا كان  ) ب( 00)()()()( xxxxxfxfxfxf 

)2(وبالمثل نبرھن 
)4.5.8(مثال

f:جد فترات التزاید وفترات التناقص للدالة    232المعرفة بالصیغة
3

1
)( 23  xxxxf لكلRx

:الحل
2 21, 3 4 3 0 ( ) 4 3x x x x f x x x          وعلیھ  الدالةf متزایدة في الفترتین

)1,( ،),3(  1متناقصة في كل من  ولكن الدالة لیست متزایدة ولا)3,1(ومتناقصة في الفترةx ،3X

ملاحـــظة 
عكس المبرھنة أعلاه غیر صحیح دائما ، والمثال التالي یوضح ذلك 

)5.5.8(مثال
f:الدالة    3المعرفة بالصیغة)( xxf  لكلRx 00متزایدة عند النقطة x

)(0)0(فان 0xلأنھ  إذا كان  fxf  0وكذلك إذا كانx (0)0(فان( fxf  0(00ولكن( f

ملاحظة 
],[متزایدة في الفترة fإذا كانت الدالة ba فیقال لمخططھا بأنھ صاعد أو مرتفع ،)Rising(في الفترة),( ba

وبصورة أدق، إذا كانت    0 xfلكل),( bax  فان مخطط  الدالةf  یكون صاعدا، كما یقال أن مخطط
),(في الفترة ) Falling(ھابط أو نازل fالدالة  ba  إذا كان  0 xfلكل),( bax . كما یقال للنقطة
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))(,( 00 xfx نقطة تحول)Transition  ( إذا تغیر مخطط الدالة فیھا من صعود إلى نزول أو بالعكس، أي إنھا نقطة
.للمخطط من صاعد إلى نازل أو من نازل إلى صاعدتحول
Values Extremeالقیم القصوى6.8

أن القیمة العظمى والقیمة الصغرى لدالة على مجموعة ھي اكبر .  القیم القصوى ھي القیم العظمى أو الصغرى
ھ إذا كانت الدالة مستمرة وإضافة إلى ذلك ان. واصغر قیمھا على تلك المجموعة، بشرط أن تكون تلك القیم موجودة

.   وكانت المجموعة فترة مغلقة، فیكون للدالة دائما قیمة عظمى وقیمة صغرى على الفترة
)1.6.8(تعریف

f:یقال عن الدالة  D   بأنھا تمتلك قیمة عظمى مطلقة)Absolute Maximum ( عند النقطةDx 0 إذا كانت
   0xfxf  لكلDx . 0وتسمى النقطةx  نقطة نھایة عظمى  والعدد 0xf بالنھایة العظمى للدالةf . كما یقال

Dyعند النقطة ) Absolute Minimum(بأنھا تمتلك قیمة صغرى مطلقة fعن الدالة  0   إذا كان)()( 0 xfyf 

نقطة نھایة صغرى  والعدد 0yوتسمى النقطة Dxلكل  0yf قیمة النھایة الصغرى  للدالةf

:ة ملاحظ
نقطة النھایة العظمى إن وجدت قد لا تكون وحیدة وبالمثل نقطة النھایة الصغرى 

:مثلا
:الدالة  [ 1,1]f   المعرفة بالصیغةxxf sin)(  لكلx  تمتلك عدد غیر منتھي من نقاط النھایات العظمى

.والصغرى
لاحظةـم

),(لیكن  dX فضاء متریا ولتكن:f X   دالة مقیدة فانھ لیس من الضروري أن تكون لتلك الدالة نقطة نھایة
صغرى والمثال التالي یوضح ذلك أوعظمى 

)2.6.8(مثال
:الدالة   (0,1)f  المعرفة بالصیغةxxf 2)(  10لكل  x مقیدة ولكن لیس لھا نقطة نھایة عظمى ونقطة نھایة

1بحیث أن y)1,0(یوجد  x)1,0(صغرى  لأنھ لكل   yx وان)()( yfxf .
كان المنطلق مرصوصا فإنھا تمتلك نقطة نھایة عظمى ونقطة المبرھنة التالیة تبین انھ إذا كانت الدالة الحقیقیة مستمرة و

. نھایة صغرى
)3.6.8(مبرھنة

),(لیكن  dX فضاء متریا ولتكن:f X   إذا كان . دالة  مستمرةX فضاء مرصوصا، فأنة یوجدXyx 00 بحیث ,
)()()(أن   00 xfxfyf  لكلXx.

:البرھان
XfYRY)(نضع  

Y، ومن الواضح أن Rمجموعة مقیدة في Yمقیدة fفضاء مرصوصا Xبما أن 

Y  لھا اصغر قید أعلى ولیكنM أي أن ،}:)(sup{sup XxxfYM  Mxf .Xxلكل )(
Mxfعظمى ، وھذا یعني أن  لاتمتلك نقطة نھایة fنفرض أن الدالة  : سنبرھن بطریقة التناقض )( لكلXx

:الآن 
g:نعرف  الدالة  X   بالصیغة الآتیة  :

)(

1
)(

xfM
xg


 لكلXx
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Mxfبما أن  )( وMxf )(لكلXx 0)(xfM لكلXxxg  .Xxلكل )(0
Kیوجد اصغر قید أعلى ولیكن  مقیدة  gمستمرة gبما أن  Kxg Xx.لكل )( Kxg )(0

.Xxلكل 



 K

xfMK
xfM

K
Mxf

)(

1
0

1
)(

1
.Xxلكل )(

Mبما أن 
K

M 
Xxوھذا تناقض ، وبذلك نستنتج انھ یوجد Yلیس اصغر قید أعلى إلى  Mنحصل على أن 1 0

Mxfبحیث أن  )( )()(وبالتالي 0 0xfxf  لكلXx .وبالمثل نبرھن وجود نقطة نھایة صغرى.
)4.6.8(نتیجة

],[ة مغلقةفترة حقیقیعلى كل دالة حقیقیة مستمرة معرفة  baلھا قیمة عظمى مطلقة وقیمة صغرى مطلقة في تلك الفترة.
)5.6.8(تعریف

f:یقال عن للدالة . مجموعة جزئیة من Dلتكن  D  أو محلیة(بأنھا تمتلك قیمة عظمى نسبیة  ()Relative
Maximum Value( عند النقطةDx 0 إذا وجدت فترة مفتوحةV في 0تحتوي علىx) 0أي أنx V   ( بحیث

)()(أن  0xfxf   لكلDVx ) .0أي أنx ھي نقطة نھایة عظمى مطلقة للدالةf على المجموعةVD (
f:كما  یقال عن للدالة  D  أو محلیة(بأنھا تمتلك قیمة صغرى  نسبیة  ()Relative Minimum Value( عند النقطة

Dy 0 إذا وجدت فترة مفتوحةU فيR 0تحتوي علىy) أي أنRUy 0 ( بحیث أن)()( 0 xfyf   لكل
DUx )  . 0أي أنyرى مطلقة للدالة ھي نقطة نھایة صغf على المجموعةUD(

f:یقال عن الدالة  D    بأنھا تمتلك قیمة  نسبیة)Relative Extremum Value(عند النقطة اDz 0 إذا
f:كانت الدالة  D   0عظمى أو قیمة صغرى نسبیة عند النقطة تمتلك قیمةz.

المبرھنة التالیة تبین أن المشتقة تعطي شرطاَ ضروریاَ  لوجود نقاط النھایة العظمى المحلیة ونقاط النھایة الصغرى 
المحلیة 
)6.6.8(مبرھنة

Rfفترة مفتوحة  ولتكن الدالة لتكن  : قابلة للاشتقاق عند النقطة0x0إذا كانتx نقطة نھایة عظمى
فأن  fمحلیة أو نقطة نھایة صغرى محلیة للدالة   00  xf

:البرھان 
ض نفر: سنبرھن بطریقة التناقض   00  xf أما  00  xf أو  00  xf

إذا كانت    00  xf فان الدالةf 0تكون متزایدة في النقطةx 0وعلیھ لایمكن أن تكون النقطةx نقطة نھایة
وإذا كانت  . عظمى محلیة أو نقطة نھایة صغرى محلیة  00  xf فان الدالةf 0تكون متناقصة في النقطةx وعلیھ

نستنتج من ھذا أن . لیة أو نقطة نھایة صغرى محلیةنقطة نھایة عظمى مح0xلایمكن أن تكون النقطة   00  xf.
ملاحظة

عكس المبرھنة أعلاه غیر صحیح دائما، أي إذا كان ) 1(  00  xf 0فلیس من الضروري أن تكونx نقطة نھایة
f:مثلا الدالة  . fعظمى محلیة أو نقطة نھایة صغرى محلیة للدالة    3المعرفة بالصیغة)( xxf  لكل

x  0(0فیھا( f لیس نقطة  نھایة عظمى محلیة أو نقطة نھایة صغرى محلیة للدالة 0ولكنf

f:مثلا الدالة  لدالة  . نالك دوال لھا قیمة قصوى نسبیة في نقطة لاتوجد للدالة فیھا مشتقة ھ)  2(   المعرفة
xxfبالصیغة  )( لكلRx 0لھا قیمة قصوى نسبیة عندx  ولكن)0(f یر موجودةغ.
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ملاحظة 
إذا وفقط إذا كانت zمما تقدم، ومن تعریف نقطة تحول المخطط،، نستنتج أن للدالة قیمة قصوى نسبیة عند النقطة 

))(,( zfz نقطة تحول لمخطط الدالةf.
)7.6.8(تعریف
RDfلتكن  : ،دالةDz . یقال عن العددz بأنھ عدد حرج)Critical Number( للدالةf إذا كان

0)(  zf أو)(zf غیر موجود .
.fعددا حرجا للدالة zبان تكون zقیمة قصوى نسبیة عند النقطة fمما تقدم أن الشرط الضروري لكي یكون للدالة 

لمبرھنة التالیة تزودنا طریقة أساسیة لإیجاد القیم القصوى النسبیة للدالةا
)8.6.8(مبرھنة
:لتكن ( , )f a b  دالة مستمرة،الفترة),( baتحتوي عددا حرجاcولتكن الدالةfقابلة للاشتقاق في}{|),( cbaفأن

)(0إذا كانت ) 1(  xf لكل),( cax 0وكانت)(  xf لكل),( bcx فان)(cf قیمة  عظمى نسبیة للدالةf

)(0إذا كانت )  2(  xf لكل),( cax 0وكانت)(  xf لكل),( bcx فان)(cf قیمة  صغرى نسبیة للدالةf

xf)(إذا كانت ) 3(  لھا نفس الإشارة لكل}{|),( cbax فان)(cf لیست قیمة قصوى   نسبیة للدالةf

:البرھان 
)(0بما أن )  1(  xf لكل),( caxf متزایدة على الفترة],( ca

)()(وعلیھ فان  cfxf  لكل],( cax
)(0ومرة أخرى ، بما أن   xf لكل),( bcxf متناقصة على الفترة),[ bc وعلیھ فان)()( xfcf  لكل

),[ bcx  . وھكذاbxa  و)()( xfcf  لكل),( bax  وعلیھ)(cf قیمة  عظمى نسبیة للدالةf.
)9.6.8(مثال

f:جد القیم العظمى والصغرى النسبیة للدالة    234المعرفة بالصیغة 1243)( xxxxf  لكلRx.
:الحل 

2 3 21, 0, 2 ( 1)( 2) 0 ( 2) 0 ( ) 12 12 24 0x x x x x x x f x x x x              
ھي 2صغرى محلیة  بالإضافة إلى ھذا  النقطة 2و 1نقطة  عظمى محلیة و النقطتین 0نقطة بسھولة یمكن إثبات ال

. في حین انھ لیست للدالة نھایة عظمى مطلقة ، لأنھا غیر مقیدة من الأعلى. نقطة نھایة صغرى مطلقة 
ملاحظة

یكون الأسھل في التطبیق والذي یكون باستخدام المشتقة الثانیة وكما ا مایوجد اختبار أخر للقیم القصوى النسبیة والذي غالب
في المبرھنة الآتیة

)10.6.8(مبرھنة
c،:fفترة مفتوحة، لتكن     دالة بحیث كل منff ,فترة موجودة في كل نقطة ل تحتويc ولتكن

0)(  cf

)(0إذا كانت ) 1(  cf فان)(cf قیمة صغرى نسبیة للدالةf.
)(0إذا كانت ) 2(  cf فان)(cf قیمة عظمى نسبیة للدالةf.

:البرھان 
بما أن 

cx

cfxf
cf

cx 





)()(
lim)(
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)(0بما أن   cf  نحصل على ،
cx

xf
cf

cx 





)(
lim)(

)1(
)(لیكن 

2

1
0 cf  0ة ، یوجد من تعریف الغای بحیث أن

 cx0  یؤدي إلى)(
2

1
)(

)(
cfcf

cx

xf 



cxcxو xلكل   ,  یؤدي إلى)(
2

1
)(

)(
cfcf

cx

xf 



cxcxcو xلكل   ,  یؤدي إلى)(
2

1
)(

)(
)(

2

1
cfcf

cx

xf
cf 






cxcxcو xلكل   ,  1یؤدي إلى ( ) 3
( ) ( )

2 2

f x
f c f c

x c


  


صغیرة جدا بحیث أن الفترة  ولكن، یمكننا أن نختار  ),(  ccJ

|}{لكل  cJx)(
2

3)(
0 cf

cx

xf 



 0لان)(  cf

|}{ولما كان بالإمكان تجزئة الفترة   cJ إلى فترتین مفتوحتین الأولى إلى یسار العددc والتي یكون فیھا ،cx 
cx، والتي یكون فیھا cدد  سالبا، والثانیة إلى یمین الع  0موجبا، فإننا نستنج  أن)(  xf لكل),( ccx 

)(0وان   xf لكل),(  ccx(فان ) 21(وعلیھ استخدام المبرھنة(cfیمة  صغرى نسبیة للدالة قf.
).2(وبالمثل نبرھن 

)11.6.8(مثال
f:جد القیم العظمى والصغرى النسبیة للدالة    51232المعرفة بالصیغة)( 23  xxxxf لكلx .

:الحل 
2 21,, 2 ( 1)( 2) 0 6( 2) 0 ( ) 6 6 12 0x x x x x f x x x               ،

2cو 1cالحرجة ھي الأعداد 

 612)( xxf 018612)1(f 12فان)1( f قیمة عظمى نسبیة للدالةf . وكذلك
(2) 24 6 18 0f      2(15فان( fى نسبیة للدالة قیمة صغرf.

ملاحظة 
سبق وان برھنا كل دالة قابلة للاشتقاق في نقطة ما تكون مستمرة في تلك النقطة، كما لاحظنا أن الدالة المستمرة في 

قابلة للاشتقاق fإذا كانت الدالة : والآن نبین في المثال التالي . نقطة ما قد لاتكون قابلة للاشتقاق في تلك النقطة
fعلى فترة معینة فلیس من الضروري أن تكون الدالة   مستمرة عند تلك الفترة

)12.6.8(مثال
f:الدالة    المعرفة بالصیغة










0,0

0,
1

sin)(
2

x

x
x

xxf

Rxل مستمرة لكfالدالة ) 1(
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لأنھRxقابلة للاشتقاق لكل fالدالة ) 2(

(فان  0xإذا كانت 
1

cos()
1

sin(2)(
xx

xxf  0، أما إذا كانتx فان

0
1

sinlim

1
sin

lim
0

)0()(
lim)0(

0

2

00






 x

x
x

x
x

x

fxf
f

xxx

fالدالة ) 3(  0غیر مستمرة في النقطة

على الرغم من ھذا ، فان المبرھنتین التالیتین تبینان ان المشتقة تملك بعض خواص الدوال المستمرة ولو أنھا لیست 
.بالضرورة مستمرة

)13.6.8(مبرھنة
f:إذا كانت   لى قابلة للاشتقاق عRتوجد متتابعة ،}{ nf من الدوال المستمرة التي تقترب إلى الدالةf  ،

)()(أي أن  xfxf n  لكلx .
:البرھان

فإنھا مستمرة على لاشتقاق على قابلة لfبما أن الدالة  

(نضع Nnلكل 
1

()(
n

xfxg n  لكلx  . وكذلك))()(()( xfxgnxf nn  لكلx .

nnمن الواضح أن كلا من الدالتین  gf بالإضافة إلى ھذا، فان . دالة مستمرة على ,

)(lim))()((lim
1

)()
1

(
lim)(

000
xfxfxgn

n

xf
n

xf
xf n

n
n

nn 





ملاحظة 
]:یة  القیمة المتوسطة والتي تنص على أن الدالة  لنتذكر خاص , ]f a b   تحقق خاصیة القیمة المتوسطة  إذا

,],[كان لكل  bayx  ولكلs یقع بین)(),( yfxf یوجدz بینyx, بحیث أن ،szf )( وقد برھنا سابقا بان ،
.كل دالة مستمرة 

یمة المتوسطة حتى لو كانت غیر مستمرة المبرھنة التالیة تبین أن الدالة المشتقة تحقق خاصیة الق
)14.6.8(مبرھنة
f:إذا كانت الدالة . فترة مفتوحة لتكن     قابلة للاشتقاق فأن الدالةf  تحقق خاصیة القیمة المتوسطة
: البرھان

baبحیث أن ,baلیكن  

)(0)(الحالة عندما  تكون : أولا  bfaf  وعلیھ نبرھن وجودc بحیث أنbca  0وان)(  cf

],[ ،قابلة للاشتقاق على fبما أن  ba

f قابلة للاشتقاق على الفترة],[ ba وعلیھf مستمرة على الفترة],[ baf مطلقة ، أي لھا نقطة صغرى
],[یوجد  bac بحیث أن)()( xfcf  لكل],[ bax
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)(0بما أن   af الدالةf متناقصة في النقطةa وعلیھ لایمكن أن تكون النقطةa نقطة نھایة صغرى للدالة
fفي الفترة],[ ba ولھذا فانca 

)(0وبالمثل بما أن   bf الدالةf متزایدة  في النقطةbوعلیھ لایمكن أن تكون النقطةa نقطة نھایة صغرى
],[في الفترةfللدالة  ba ولھذا فانcb  bca . وبما النقطةc 0نقطة نھایة صغرى)(  cf

)()(ن الحالة العامة  ونفرض نبرھ: والآن  bftaf    : نضعtxxfxg  xلكل )()(
tbfbgtafagtxfxg  )()(,)()(,)()(

)(0)()(0)()()(بما أن  bftaftbftafbgag 

bcaباستخدام الحالة الخاصة ، یوجد   0بحیث أن)(  cg
 txfxgtcfcgtcf )()(0)()()(

)15.6.8(نتیجة
.لیست كل دالة ھي مشتقة لدالة أخرى 

f:في الواقع إذا كانت الدالة     المعرفة بالصیغة









0,1

0,1
)(

x

x
xf

ولكنھا لاتاخذ 1,1فھي تأخذ القیمتینعدا الصفر ولكنھا لاتحقق القیمة المتوسطةھي دالة مستمرة في كل نقاط 
fFبحیث أن على Fومن المبرھنة السابقة نستنتج بأنھ لاتوجد دالة 1,1الواقعة بین 0القیمة  

ملاحظة
fما ھي الدوال التي تكون مشتقة لدوال أخرى ؟ بعبارة أخرى  إذا كانت الدالة . ثیر السؤال التالي أن ھذا المثال  ی

fFالمعادلة وتحقق معرفة على الفترة Fمتى توجد دالة أخرى ، معرفة على الفترة المفتوحة   الجواب لھذا
.السؤال سیكون في موضوع التكامل

7.8
)Rolle’s Theoremمبرھنة رول()1.7.8(مبرھنة 

]:إذا كانت الدالة  , ]f a b   مستمرة عند الفترة],[ ba وقابلة للاشتقاق عند الفترة المفتوحة),( baكانت ، و
)()( bfaf  فانھ یوجد ،),( bac 0بحیث)(  cf

:البرھان
],[ثابتة  على الفترة fإذا كانت الدالة  ba 0فان)(  xf لكل),( bax  وعلیھ نستطیع أن نأخذ),( bac وعندئذ

)(0یكون   cf

غیر ثابتةfأما إذا كانت  الدالة 
],[بما أن   ba مجموعة مرصوصة وان الدالةfعند الفترة مستمرة],[ baf  0لھا نقطة نھایة عظمى مطلقةx ونقطة

)()()(، أي أن 0yنھایة صغرى مطلقة  00 xfxfyf   لكل],[ bax

)()(لو كان  00 xfyff دالة ثابتة ، وھذا تناقض وعلیھ)()( 0000 xfyfyx 

)()(بما أن  bfaf 
 أما))()( 0 bfxf و)()( 0 afxf  ( أو))()( 0 bfyf و)()( 0 afyf (
  أما)bx 0وax 0 ( أو)by 0وay 0(
  0),(أما bax  0),(أو bay 
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  0أماx 0نقطة نھایة عظمى محلیة أوyنھایة صغرى محلیةنقطة
)(0أما  0  xf 0أو)( 0  yf0xc  0أوyc 

)2.7.8(نتیجة
]:إذا كانت الدالة  , ]f a b   مستمرة عند الفترة],[ baقاق عند الفترة المفتوحة وقابلة للاشت),( ba 0وكانت)(  xf

لكل  bax , فأن   bfaf 

)3.7.8(مثال
f:لتكن الدالة )  1(     34معرفة بالصیغة)( 3  xxxf لكلRx .

مستمرة وقابلة للاشتقاق على fنلاحظ أن الدالة  
)()2(3,)()2(2,23ضع   bafbffaf )()( bfaf

)(0بحیث أن c)2,2(باستخدام مبرھنة رول ، یوجد   cf

43)(043)(
3

2 22  xxfccfc

f:إذا كانت الدالة ) 2(     13معرفة بالصیغة)( 3  xxxf لكلRx.
مستمرة وقابلة للاشتقاق على fنلاحظ أن الدالة  

)1(333)( 22  xxxf

 0)(xf لكلx  . وعلیھ لاتوجد,a b  بحیث أنba  و)()( bfaf 
08153اثبت أن المعادلة  ) 3( 5  xxلھا جذر حقیقي واحد فقط.

: الحل
)1(151515)(,8153)( 445  xxxfxxxf

 0)(xf لكلx  . وعلیھ لاتوجد,a b  بحیث أنba  و)()( bfaf 
08153وھذا یعني بأنھ لایوجد أكثر من عدد حقیقي واحد یحقق المعادلة  5  xx

Mean Value Theoremالقیمة الوسطى   مبرھنة)4.7.8(مبرھنة 
]:إذا كانت الدالة  , ]f a b  مستمرة على الفترة],[ ba وقابلة للاشتقاق عن الفترة المفتوحة),( ba فأنھ یوجد bac ,

بحیث أن      
ab

afbf
cf






:البرھان 
]:لتكن الدالة  , ]g a b   بالصیغة  معرفة)(

)()(
)()()( ax

ab

afbf
afxfxg 






],[مستمرة على الفترة fبما أن  ba وقابلة للاشتقاق عن الفترة المفتوحة),( bagة مستمرة على الفتر],[ ba وقابلة
),(للاشتقاق عن الفترة المفتوحة  ba

0)(
)()(

)()()( 



 aa
ab

afbf
afafag

0)(
)()(

)()()( 



 ab
ab

afbf
afbfbg

 )()( bgag . باستخدام مبرھنة رول یوجد),( bac 0بحیث أن)(  cg
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بما آن  
ab

afbf
xfxg

ab

afbf
cfcg

ab

afbf
cf












 )()(
)()(

)()(
)()(

)()(
)(

)5.7.8(مثال
f:إذا كانت الدالة    3معرفة بالصیغة

2

1
)( xxf  لكلx  . جد جمیع الأعداد الحقیقیةc في

.لوسطىوالتي  كل منھا یحقق مبرھنة القیمة ا)2,2(الفترة 
:الحل 

4)(,4)(,2,2  bfafba

2
)2(2

)4(4)()(
)( 









ab

afbf
cf

222

2

3
)(

2

3
)(2

2

3

3

2
xxfccfcc  ،

أي یوجد عددان ھما 
3

2
 و

3

)2,2(في الفترة 2

)8.7.8(نتیجة 
f:إذا كانت الدالة . فترة مفتوحة في تكن ل    0قابلة للاشتقاق وان)(  xf لكلx فأن الدالةf ثابتة

:البرھان 
yxبحیث أن ,yxلیكن  

),(قابلة للاشتقاق على الفترةfفان قابلة للاشتقاق على الفترة  fدالة  بما أن ال yx باستخدام مبرھنة القیمة

الوسطى، یوجد  yxc ,  بحیث أن     
xy

xfyf
cf






)(0),(أن بما yxcccf  وعلیھ
xy

xfyf
cf




 )()(
)(

 )()( yfxff دالة ثابتة             .
)9.7.8(نتیجة
f:إذا كانت كل من . فترة مفتوحة في لتكن    ،:g   دالة قابلة للاشتقاق وكان   xgxf  لكل
x فأن    kxgxf  لكلx حیثk ثابت اختیاري.

:البرھان 
)()()(نفرض   xgxfxh  )()()( xgxfxh

)()(بما أن  xgxf   لكل xxh لكل )(0 xh دالة  ثابتة ، أي أنkxh )( لكلx

kxgxfثابت kحیث   .xلكل )()(
)10.7.8(نتیجة
f:ولتكن . فترة مفتوحة لتكن     دالة قابلة للاشتقاق

إذا كانت ) 1(  0 xf لكلx فأن الدالةf متزایدة على
إذا كانت )  2(  0 xf لكلx فأن الدالةf متناقصة عن

:البرھان 
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yxبحیث أن ,yxلیكن )1( 
),(قابلة للاشتقاق على الفترةfفان قابلة للاشتقاق على الفترة  fبما أن الدالة   yx باستخدام مبرھنة القیمة

الوسطى، یوجد  yxc ,  بحیث أن     
xy

xfyf
cf






0)(0بما أن 
)()(





cf
xy

xfyf

yxxyxfyfyfxfبما أن    00)()()()(f متزایدة على .
)2(وبالمثل نبرھن 

)11.7.8(مثال
f:جد فترات التزاید وفترات التناقص للدالة )  1(   232المعرفة بالصیغة

3

1
)( 23  xxxxfل لكRx

)(393اثبت أن الدالة  )2( 35  xxxxf متزایدة في 0995لان)( 24  xxxf لكلx .
)(354اثبت أن الدالة  ) 3( xxf  متناقصة  في 015لان)( 2  xxf لكلx .

:الحل
)1()3)(1(34)( 2  xxxxxf .1)(3(0)(0إذا كان(  xfxx بحل تلك المتباینة

)3,(، ),1(متزایدة في الفترتینfنحصل على أن الدالة  ،1)(3(0)(0انت  أما إذا ك(  xfxx

)3,1(متناقصة في الفترة fبحل تلك المتباینة نحصل على أن  الدالة 

)(393الدالة  أن )2( 35  xxxxf متزایدة في 0995لان)( 24  xxxf لكلx .
)(354أن الدالة  ) 3( xxf  متناقصة  في 015لان)( 2  xxf لكلx .

An Extension of the Mean Value Theoremمبرھنة القیمة الوسطى الموسعة    )  12.7.8(مبرھنة 
]:إذا كانت الدالة  , ]f a b   ومشتفتھا الأولىf  مستمرتین  على الفترة],[ ba وإذا كانتf  قابلة للاشتقاق عن
),(الفترة المفتوحة  ba فأنھ یوجد bac , بحیث أن

  )()(
2

1
)()()( 2 cfabafabafbf 

:البرھان 
بالمعادلةkنعرف  الثابت   kabafabafbf 2)(

2

1
)()()( 

Rbagلتكن الدالة  ],[: بالصیغة  معرفةkxbxfxbxfbfxg 2)(
2

1
)()()()()( 

],[مستمرة على الفترة fبما أن  ba للاشتقاق عن الفترة المفتوحة وقابلة),( bag مستمرة على الفترة],[ ba وقابلة
),(للاشتقاق عن الفترة المفتوحة  ba

0)()()(
2

1
)()()()()( 2  bfbfkabafabafbfag

0)()()(
2

1
)()()()()( 2  bfbfkbbbfbbbfbfbg

 )()( bgag .ام مبرھنة رول یوجد باستخد),( bac 0بحیث أن)(  cg
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kxbxfxbxgkcbcfcbcgcfkبما آن   )()()()(0)()()()()( 

وعلیھ   )()(
2

1
)()()( 2 cfabafabafbf 

Inflection Pointsنقاط الانقلاب 8.8
) 1.8.8(تعریف

f:فترة مفتوحة ، الدالةلتكن     قابلة للاشتقاق ولتكنP  نقطة تقع على مخططf . یقال عن مخططf بأنھ
تقع Pیبة نسبیا من النقطة إذا كانت جمیع النقاط على المخطط القرPعند النقطة ) Concave Upward(مقعر للأعلى 

عند ) Concave Downward(بأنھ مقعر للأسفل fو یقال عن مخطط . Pفي النقطةfفوق المستقیم المماس لمخطط 
في fتقع تحت المستقیم المماس لمخطط Pالنقاط على المخطط القریبة نسبیا من النقطة إذا كانت جمیع Pالنقطة 
. Pالنقطة

)2.8.8(مبرھنة
f:فترة مفتوحة ، الدالة لتكن    شتقاق ولتكن قابلة للاc

),)((بكون  مقعر للأعلى عند النقطة fمخطط الدالة  ) 1( cfc إذا وجدت فترة مفتوحةJ تحتوي علىc

)()())((بحیث أن cxcfcfxf  لكل}{| cJx.
),)((بكون  مقعر للأسفل عند النقطة fمخطط الدالة  ) 2( cfc إذا وجدت فترة مفتوحةJ تحتوي علىc

)()())((بحیث أن cxcfcfxf  لكل}{| cJx.
:البرھان
)1(

),)((في النقطة fمعادلة المستقیم المماس لمخطط الدالة  cfcP ھي))(()( cxcfcfy 
 ))(()( cxcfcfy

cxبحیث أن xلتكن   .قطة نفترض أن العمود النازل من الن))(,( xfxQ  على محورx یقطع المماس في
Tفوق Qیقع فوق المماس إذا كانت fوھذا یعني أن مخطط الدالة  Tنقطة مثل 

Tالصادي للنقطة  يتقع على المماس  فان الأحداثTوان النقطة xf)(ھو Tي للنقطة  الصاديبما أن الأحداث

)())((ھو  cxcfcf  ، فان النقطةQتقع فوق النقطةT  إذا وفقط إذا كان))(()()( cxcfcfxf 
)2(وبالمثل نبرھن 

)3.8.8(مبرھنة
f:فترة مفتوحة ، الدالة لتكن     قابلة للاشتقاق ولتكن)(xf  لكل موجودةx

)(0إذا كانت ) 1(  xf لكلx  فان مخطط الدالةfبكون  مقعر للأعلى على.
)(0إذا كانت ) 2(  xf لكلx  فان مخطط الدالةfلأسفل علىبكون  مقعر ل.

:البرھان 
xcبحیث أن cلیكن ) 1(  باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى الموسعة ، یوجد xcz , بحیث أن

  )()(
2

1
)()()( 2 zfcxcfcxcfxf 
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cxcxبما أن   0)( وكذلك بما أن 2   xczzf )()(0فان )(0,
2

1 2  zfcx

وعلیھ  cfcxcfxf  cxبحیث أن xلكل )()()(   .  وھذا یعني أن مخطط الدالةf بكون  مقعر
),)((للأعلى عند النقطة  cfc وبما أنc نقطة ما في  فان مخطط الدالةfبكون  مقعر للأعلى على.
)2(وبالمثل نبرھن 

)4.8.8(مثال
f:تأمل الدالة ) 1(   35المعرفة بالصیغة)( 2  xxf لكلRx

:الحل 
xxfxfxf 10)(10)(0)(  لكلx   وعلیھ ، فان مخطط الدالةfبكون  مقعر للأعلى

f:تأمل الدالة ) 2(   52المعرفة بالصیغة)( 3  xxf لكلx 
2( ) 12 ( ) 6f x x f x x    لكلx 

)(0فان 0xإذا كان    xf  وعلیھ ، فان مخطط الدالةf 0بكون  مقعر للأعلى ، أما إذا كانx 0فان)(  xf

.بكون  مقعر للأسفلfوعلیھ ، فان مخطط الدالة  

f:تأمل الدالة ) 3(   2المعرفة بالصیغة
3

1
)( 23  xxxf لكلx 

xxxfxxxf 2)()1(222)( 2  لكلx 
)(0فان 1xإذا كان    xf  وعلیھ ، فان مخطط الدالةf 1بكون  مقعر للأعلى  إلى یمینx 1، أما إذا كانx

)(0فان   xfلدالة وعلیھ ، فان مخطط اf1بكون  مقعر للأسفل إلى یسارx.
ملاحظة 

),)((مقعرا للأعلى عند  النقطة fغیر صحیح ،أي قد یكون مخطط الدالة ةعكس المبرھنة اعلا cfc ومع ذلك
cf)(تكون وجبة، أو یكون مقعرا للأسفل عند  النقطة غیر م))(,( cfcومع ذلك تكون)(cf غیر سالبة .

f:الدالة مثلا   3المعرفة بالصیغة)( 4  xxf لكلRx
)0(0نلاحظ أن  f  ومع ذلك فان مخطط الدالةf 3,0(مقعر للأعلى عند النقطة(

)5.8.8(تعریف
),)((یقال عن النقطة  cfc بأنھا نقطة انقلاب)Inflection Point ( لمخطط الدالةf لھ مماس في ھذه إذا كان

Jxبحیث إن إحدى الحالتین نكون صادقة لكل cتحتوي على Jطة وكذلك توجد فترة مفتوحة النق
)1 (0)(  xf عندماcxxf  cxعندما )(0, 
)2 (0)(  xf عندماcxxf  cxعندما )(0, .

)6.8.8(مبرھنة
f:لتكن     ،دالة قابلة للاشتقاق ،فترة مفتوحةc . إذا كانت))(,( cfc نقطة انقلاب لمخطط الدالةf ،
cf)(وان   0موجودة فان)(  cf.

:البرھان
)(0نفرض : سنبرھن بطریقة التناقض   cf

cf)(بما أن  0فان ، أما موجودة)(  cf 0أو)(  cf
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)(0إذا كانت   cf بما أن ،f  مستمرة فيc توجد فترة مفتوحة ،),( ba تحتوي علىc 0بحیث  أن)(  xf لكل
),( bax .علیھ ، فان مخطط الدالة  وf بكون  مقعر للأعلى على),( ca وأیضا على),( bc وھذا تناقض لان))(,( cfc

fنقطة انقلاب لمخطط الدالة  0)(cf . 0وبالمثل نبرھن)(  cf 0وعلیھ)(  cf

)7.8.8(مثال
f:تأمل الدالة    234المعرفة بالصیغة 246)( xxxxf  لكلRx

:الحل 
xxxxfxxxxxxxf 48184)()1)(4(12)43(12483612)( 2322  لكلRx

)4,(،),1(تینبكون  مقعر للأعلى على الفترfطط الدالة  وعلیھ ، فان مخ  4,1(ومقعر للأسفل على الفترة(
.4xوالنقطة 1xوعلیھ للمخطط نقطة انقلاب عند النقطة 

ملاحظة
)(0غیر صحیح ،أي قد یكون ةعكس المبرھنة اعلا  cfمخطط الدالة ومع ذلك فلیس لf النقطة نقطة انقلاب عندc .

f:الدالة مثلا   4المعرفة بالصیغة)( xxf  لكلRx
)0(0لیست  نقطة انقلاب بالرغم من  )0,0(وبذلك فان . xمقعر للأعلى في جمیع  قیم fنلاحظ أن  مخطط الدالة  f

series Taylor and Maclaurinیلر وماكلورینامتسلسلات ت9.8
)1.9.8(تعریف

f:یقال عن الدالة      بأنھا تنتمي إلى الصنف)( C ، كانت الدالة إذاأو قابلة للاشتقاق لانھائیاf تمتلك
.nرتبة لأي قةتمش

)1(التي تنتمي إلى الصنف  المبرھنة التالیة تبین أن الدالة nC یمكن أن تقترب موضعیا لمتعددة حدود من الدرجةn.
)Taylor’s Theorem(یلر امبرھنة ت)2.9.8(مبرھنة

f:إذا كانت  الدالة      1(تنتمي إلى الصنف( nC ولتكنba, فان

)(
)!1(

)(
)(

!

)(
)()()()( )1(

1
)( cf

n

ab
af

n

ab
afabafbf n

n
n

n










 

bcaحیث  
:البرھان 

]:نعرف الدالة  , ]g a b   بالصیغة
( ) 1( )

( ) ( ) ( ( ) ( ) ( ) ( )) ( )
!

n
n nb x

g x f b f x b x f x f x t b x
n

       

)((حیث 
!

)(
)()()()((

)(

1 )(
1

af
n

ab
afabafbf

ab
t n

n

n





  

],[ترة مستمرة على الفgالدالة  ba وقابلة للاشتقاق على الفترة المفتوحة),( ba (0,)(0كما انھ(  bgag

),(باستخدام مبرھنة رول ، یوجد  bac بحیث أن( ) 0g c  ولھذا فان
nn

n

cbntcf
n

cb
cfcf ))(1()(

!

)(
)()(0 )1( 


 

tمن ھذا ینتج أن 
n

cf n






)!1(

)()1(

وبالتالي فان 
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)(
)!1(

)(
)(

!

)(
)()()()( )1(

1
)( cf

n

ab
af

n

ab
afabafbf n

n
n

n










 

bcaحیث  

xbو 0aإذا كانت :حالة خاصة   فان)(
)!1(

)0(
!

)0()0()( )1(
1

)( cf
n

x
f

n

x
fxfxf n

n
n

n





  حیث

xc 0

)3.9.8(مثال
f:تأمل الدالة    المعرفة بالصیغةxxf sin)(  لكلx 

فان 
3 5 6 7

( )
3! 5! 6! 7!

x x x x
f x x      0حیث ،x

)4.9.8(تعریف
}{لتكن  na التعبیر . متتابعة من الثوابت

)1(
0

n

n
n xa





10، حیث أن xفي ) Power Series(علیھ متسلسلة القوى یطلق x لكل قیمx . 0ومن ضمنھاx . كما
یطلق على 

)2()(
0

n

n
n bxa 





bxمتسلسلة قوى في حیث ،bمتقاربة عندما ) 2(من الواضح ان متسلسلة القوى.عدد ثابتbx  وكذلك
التي عندھا تتقارب متسلسلة الأعدادجموعة م. 0aوان مجموعھا یساوي 0xمتقاربة عندما) 1(متسلسلة القوى

.لمتسلسلة القوى) Convergence set(التقارب القوى تسمى مجموعة 
)5.9.8(مبرھنة

f:لتكن الدالة       1(تنتمي إلى الصنف( nC ولیكنa  فان الدالةf یمكن التعبیر عنھا على شكل
xوى في لانھائیة وبقمتسلسلة قوى a أي أن ،









0

)(

!

))((
)(

n

nn

n

axaf
xf

. aعند النقطةfیلر للدالة اتسمى متسلسلة ت
: البرھان 

bxنھائیة وبقوى في لامتسلسلة قوىعلى شكل fباستخدام مبرھنة تیلر یمكن التعبیر عن الدالة    أي أن ، :
فان xولكل Nnلكل 

)(
)!1(

)(
)(

!

)(
)()()()( )1(

1
)(

n
n

n
n

n

cf
n

ax
af

n

ax
afaxafxf 









 

مع المتسلسلة اللانھائیة fمن الواضح انھ یمكن نقرن الدالة . nوتعتمد على xو aنقطة بین ncحیث 
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







1

)(

!

))((
)(

n

nn

n

axaf
af

ملاحظة 
وان كانت . لانھائیة یجب أن لا یوحي بان ھذه المتسلسلة متقاربة متسلسلة قوىعلى شكل fأن التعبیر عن الدالة 

.xf)(فلیس من الضروري أن تقترب إلى . ربة المتسلسلة متقا
)6.9.8(مثال

f:إذا كانت   تحقق الشروط الآتیة
)1 (1)0( f)2 ()()( xfxf  لكلRx

ھي   0حول النقط fلدالة لھذه ایلر امتسلسلة تفان  
!!3!2

1
32

n

xxx
x

n

وان ھذه المتسلسلة متقاربة 

xلكل  وتقترب إلى)(xf.
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محاضرات الدكتور نوري فرحان المیاحي
في 

Mathematical  Analysis II)         2(تحلیل ریاضي 

Sequence and Series of Functionsمتتابعات ومتسلسلات الدوال . 1
ت اللانھائیة مقدمة، التقارب النقطي، التقارب المنتظم، التقارب المقید، العلاقة بین التقاربات الثلاثة، المتسلسلا

.للدوال، متسلسلات القوى
Integral لـكامـالت. 2

مبرھنة لبیك في التكامل الریماني، الخواص الأولیة ،  تكامل ریمان مع بعض المبرھنات المتعلقة بقابلیة التكامل
تكامل ریمان  دالة لتكامل ریمان، مبرھنة القیمة الوسطى للتكامل، فضاء الدوال القابلة للتكامل الریماني كتحویل، 

.تعریف وأمثلة وخواصھ، تكامل ریمان ستیلجس، ، الاشتقاق والتكامل الریماني)خطیة، رتبیھ ، غیر متباینة(
Measureالقیاس. 3

أطوال المجموعات المفتوحة المقیدة، القیاس الخارجي للمجموعات المقیدة، القیاس الداخلي للمجموعات المقیدة، 
قیاس،  قیاس المجموعات المقیدة، قیاس المجموعات غیر المقیدة، مثال على مجموعة غیر المجموعات القابلة لل

.فضاء الدوال القابلة للقیاس، قابلة للقیاس، الدوال القابلة للقیاس، وبعض المبرھنات المكافئة للدوال القابلة للقیاس
The Lebesgue Integralتكامل لبیك. 4

فضاء الدوال القابلة ، العلاقة بین التكامل الریماني واللیبیكي، خواص تكامل لیبیكتعریف تكامل لیبیك مع أمثلة،
.للتكامل اللیبیكي

Functions ofالدوال مقیدة التغایر. 5 Bonded Variation
قة  الاستمراریة المطلقة والعلاقة بین الاستمراریة المطل، بعض أنواع الدوال مقیدة التغایر، دوال مقیدة التغایر

.والدوال المقیدة التغایر
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Sequence and Series of Functionsمتتابعات ومتسلسلات الدوال . 1
Sequence of Functionsمتتابعات الدوال 1.1

),(لیكن dXالدوال التي مستقرھا مجموعھ جزئیة من مجموعة الإعداد الحقیقیة سبق وان عرفنا . فضاء متریا
، أي أن XRV)(بالرمزXللدوال ذات القیم الحقیقیة والمعرفة على المجموعة نارمزو. بالدوال ذات القیم الحقیقیة

}fدالة  { : ,RV X f X 
ولتكن nfمتتابعة  في)(XRV .لكلXx تحصل على متتابعة عددیھ )(xf n.لعددیةالو فرضنا المتتابعة
 )(xf nتقاربة لجمیع نقاط مX . فیمكننا تعریف دالھ:f X   بالصیغة الآتیة :

نقطة تقارب للمتتابعة العددیةxf)(فأنXxلكل )(xf n أي إن
)(lim)( xfxf n

n 
       أو)()( xfxf n .

بحیث إن kیوجد عدد صحیح موجب 0من تعریف التقارب للمتتابعات العددیة نحصل على لكل 
 )()( xfxf n        لكلkn .

:مما تقدم یمكن أن یصاغ  في التعریف الأتي .,xبصوره عامھ ، تعتمد على كل منkلاحظ  إن
)1.1.1(تعریف 

لتكن nf متتابعة من الدوال ذات القیم الحقیقیة المعرفة على ألمجموعھXولتكنfھ ذات قیم حقیقیة معرفھ دال
یقال عن المتتابعة. Xعلى nf بأنھا

إذا كانت المتتابعةfإلى الدالة(Converge pointwise)متقاربة نقطیا ) 1( )(xf nتقترب إلى العدد)(xf

) ،xیعتمد على كل من (kیوجد عدد صحیح موجب0ولكل Xxبعبارة أخرى إذا كان لكل. Xxكلل
بحیث إن 

 )()( xfxf n     لكلkn .
ffویكتب   n .

یعتمد لا(kیوجد عدد صحیح موجب0إذا كان لكلfإلى الدالة( Uniformly Converge)تقترب بانتظام ) 2(
بحیث إن )  xعلى  )()( xfxf n لكلkn ولكلXx.

ffویكتب  u
n . أذا كانتff u

n  فأنff n والعكس غیر صحیح دائما.
یوجد عدد صحیح 0ولكلXxإذا كان لكل( pointwise Cauchy sequence)بعة كوشي النقطیة متتا) 3(

بحیث إنkموجب )()( xfxf mn    لكلkmn ,

kیوجد عدد صحیح موجب0إذا كان لكل( Uniformly Cauchy sequence)متتابعة كوشي المنتظم ) 4(

إن  بحیث )()( xfxf mn   لكلkmn ,  ولكلXx.
)2.1.1(الـمث

nf:لتكن الدالة     معرفة بالصیغة
n

x
xf n )( لكلx  ولكل,2,1n . فانnf f حیث أن الدالة

:f   0معرفة بالصیغة)( xf لكلx .
:الحل 
xلكل   .0إذا كان فانھ باستخدام خاصیة ارخمیدس ، یوجد عدد صحیح موجبk بحیث أن

k

x
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ومن ھذا نحصل على 


n

x لكلkn  أي أن  ، 0)()0()( xffxf nn لكلkn   . وعلیھff n 

: سؤال 
ff u

n :0k


0k

x تحقق لكلx  ولكلnk 0.

:الجواب 
0kxلو كان الجواب نعم نحصل على   لكلx وھذا غیر ممكن

)3.1.1(الـمث
:لتكن الدالة   (0, )nf b    معرفة بالصیغة

n

x
xf n )( لكل),0( bx ولكل,2,1n .ff n 

f:أن الدالة    0معرفة بالصیغة)( xf لكلx .
: الحل 

0)2.1.1  (),0( bxk
n

x
kn 

ffولذلك  فان   n .

)0,(لاحظ الآن لكل     bx   فانbx
n

b

n

x
0k


0k

b فان ،
n

b  0لكلkn  وعلیھ
n

x  0لكلkn  0,(ولكل( bx وعلیھ

)4.1.1(الـمث
:لتكن الدالة    [0,1]nf        معرفة بالصیغةn

n xxf )(]1,0[x,2,1n .ff n 

:أن الدالة  [0,1]f  معرفة بالصیغة









1,1

10,0
)(

x

x
xf

: الحل
10لكل   a .0یكنل یوجد عدد صحیح موجبk بحیث أنloglog ak أي أن   ،ka

وعلیھ  knn aax knكلل0 كل ول ax ,0 0وھذا یعنيna

ffوعلیھ 1naفان 1aوإذا كانت 0naفمن الواضح أن  0aإذا كانت  n 

: سؤال 
ffھل أن    u

n :0knx

0knولكل x]1,0[تحقق لكل  .
:الجواب 

0kxلو كان الجواب نعم نحصل على   لكلx وھذا غیر ممكن
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0أعلاه نستنتج أن، ) 4.1.1(المثال من ff u
n على كل فترة مغلقة a,0 10بحیث أن  a

في : الآن  1,0 :

لیكن
4

1
، یوجد عدد صحیح موجبk1بحیث أن

0
4

nx  لكلkn  ولكل 1,0x

 1 1 1
1 1 0,1

4

n

nn h x
n n

          
 


4

11e

  nx لیس متقاربة بانتظام على 1,011كانت إذا، أما  xx n.
المتتابعة nx على0إلىمتقاربة بانتظام aXa ,0,10 وغیر متقاربة على 1,0.

)5.1.1(مثال
المتتابعة







 xn

xn
21

.متقاربة نقطیا ولیس متقاربة بانتظام على

 



k

n
knxnxn

xn

xn

xn
xf n

111

1
0

222





xلكل0المتتابعة متقاربة إلىأننستنتج  .
)6.1.1(مثال

:لتكن الدالة  (0, 2]nf  معرفة بالصیغة














n
x

x
nxxf n 1

,0

2
1

,
1

)(

:ولتكن الدالة  (0, 2]f  فة بالصیغة معر
x

xf
1

)(  20لكل  x فانff n  ولكن المتتابعة nf  غیر متقاربة

.fبانتظام إلى الدالة 
میزات التقارب المنتظم 

لتكن nfلمجموعةاذات القیم الحقیقیة المعرفة على متتابعة من الدوالXولتكنf دالھ ذات قیم حقیقیة معرفھ
ffبحیث أن Xعلى n  .

كما في . (لیس بالضرورة أن تكون مقیدةfفان الدالة . Xلمجموعةمقیدة على اnfإذا كانت  كل من الدوال ) 1(
)6.1.1المثال 

.تكون  مستمرة لیس بالضرورة أن fفان الدالة . Xلمجموعةمستمرة على اnfإذا كانت  كل من الدوال ) 2(
)4.1.1كما في المثال (

)7.1(مبرھنة 
لتكن nf لمجموعةامتتابعة من الدوال ذات القیم الحقیقیة المعرفة علىXولتكنf دالھ ذات قیم حقیقیة معرفھ

ffبحیث أن Xعلى u
n  .

.مقیدة أیضاfفان الدالة . Xلمجموعةمقیدة على اnfإذا كانت  كل من الدوال ) 1(
.مستمرة أیضاfفان الدالة . Xلمجموعةمستمرة على اnfإذا كانت  كل من الدوال ) 2(
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:البرھان
ffبما أن )1( u

n  عدد صحیح موجب، یوجدk 1بحیث أن)()(  xfxf n لكلkn  ولكلXx.
Mxfبحیث أن M، یوجد عدد صحیح موجب Xلمجموعةمقیدة على اnfوبما أن كل من الدوال  n )(

Mxfوعلیھ . Xxلكل  k  Xxلكل 1)(

فان Xxولذلك لكل 
Mxfxfxfxfxfxfxf kkkk   1)()()()()()()( 1111

.مقیدةfوعلیھ الدالة 
Xxلتكن ) 2( 0 . یجب أن نبرھن الدالةf 0مستمرة عند  النقطةx لتكن}{ mx متتابعة فيX بحیث أن

0xxm 

)()(نبرھن  : الآن  0xfxf m  : 0لیكن

ffبما أن  u
n  عدد صحیح موجبیوجد بحیث أن

3
)()(


 xfxf n لكلn ولكلXx.

0xxmوبما أن   وكل من الدوالnfلمجموعةمستمرة على اX  فان ،)()( 0xfxf nmn  وعلیھ یوجد عدد

بحیث أن kصحیح موجب 
3

)()( 011


  xfxf m  لكلkm 

)()()()()()(

))()(())()(())()(()()(

0010111

00101110

xfxfxfxfxfxf

xfxfxfxfxfxfxfxf

mmm

mmmm













kmلكل  





333
)()( 0xfxf m

 )()( 0xfxf m  وھذا یعني أن الدالةf 0مستمرة عند  النقطةx0ما أن النقطة ، وبx اختیاریة فان الدالة
f مستمرة.

ة ـظـملاح
نعطي  في المبرھنة التالیة الشرط  الكافي لأجل أن یكون التقارب . بعد أن لاحظنا بعض میزات التقارب المنتظم 

.منتظما 
)8.1.1(مبرھنة

),(لیكن  dX فضاء متریا مرصوصا ولیكن)(, XCff n  لكل قیمn بحیث أن
)1 (ff n   ،)2 ()()( 1 xfxf nn  لكلXx ولكل قیمn 1)()(أو xfxf nn  لكلXx ولكل قیمn.

ffفان  u
n .

:البرھان 
1)()(سنبرھن في حالة  xfxf nn  لكلXx

ffg، نضع nلكل قیم  nn  . الدالةng 0مستمرة  وكذلكng. كما انھ لكلXx فان
)()(1 xgxg nn .

0uیجب أن نبرھن  
ng
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حیث أنبxn)(، یوحد عدد صحیح موجب Xxلكل . 0لیكن 
2)(


xng

)(بما أن الدالة   xng مستمرة ، یوجد فترة مفتوحةxJ تحتوي علىx  بحیث أن إذا كانتXJy x  فان

22
)()( )()(


 xgyg xnxn

}:{لتكن   XxJF x  فان العائلة ،F تغطيX وبما أن ،X یوجد غطاء جزئي منتھي . مجموعة مرصوصة
}:2,1,,{ولیكن . Fمن  miJG

ix  ھو الغطاء جزئي منتھي منF .
}max),(),(,){(نضع  21 mxnxnxnk   . من الواضح أن)(xg k  لكلXx

1)()(بما أن  xgxg nn   لكلXx فان)(xg n  لكلXx ولكلkn  0وعلیھu
ng وبذلك

ff u
n .

مبرھنة وایرشترایز)9.1.1(مبرھنة
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  دالة مستمرة، فانھ توجد متتابعة من متعددات الحدود}{ nP إلىالتي تقترب بانتظامf.

Series of Functionsالدوالمتسلسلات 2.1
لتكن nf والمعرفة على المجموعة حقیقیة دوال ذات القیم المن المتتابعة . لكلx.نعرف

)()()()(

......

)()()()(

)()()(

)()(

21

3213

212

11

xfxfxfxS

xfxfxfxS

xfxfxS

xfxS

nn 








ةللانھائیامتسلسلة یقال عن ال


1n
nf متقاربة في النقطةxمتتابعة إذا كانت ال )(xSn متسلسلة ویقال عن ال. متقاربة

ةللانھائیا


1n
nf ة أو تتقارب إلى القیم(متقاربةS( علىمتتابعة إذا كانت ال nS إلى(متقاربةS( على) أي أذا

SSnكان 
n




lim .(ویطلق على العددSلانھائیةمجموع المتسلسلة ال


1n
nf أي أن ،






1n

nfS. وإذا كانت

}{المتتابعة nS أي أن(متباعدةn
n

S


limفنقول إن المتسلسلة اللانھائیة) غیر موجود
1

n
n

f



متباعدة ولیس لھا مجموع.

ةلانھائیلامتسلسلة ویقال عن ال


1n
nf متقاربة بانتظام علىمتتابعة إذا كانت ال nS متقاربة بانتظام على

: برھن نأن یمكن بسھولة 
ةللانھائیامتسلسلة ال



1n
nf على تكون متقاربة بانتظام 0إذا وفقط إذا كان لكل یوجد عدد صحیح موجب ،

k بحیث أن




)(
1

xf
mn

ni
i لكلx 0ولكلm وkn 
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ةللانھائیالة المتسلسوأخیرا نقول أن


1n
nf تكون متقاربة بصورة مطلقة في النقطةx إذا كانت المتسلسلة

ةللانھائیا


1

)(
n

n xfمتقاربة

)1.2.1(مثال
nf:لتكن الدالة     1معرفة بالصیغة)(  n

n xxfلكلx . ولكل قیمn إذا كانت. ةللانھائیمتسلسلة
.مستمرةfان الدالة فعلى fوكانت المتسلسلة  تقترب بانتظام الى الدالة مستمرة على nfكل من الدوال

: الحل 

x

x
xxfxS

kn

k

k
n

k
kn 


 





 1

1
)()(

1

1

1

}){(ولذلك فان المتتابعة 1xعندما  xSnمتقاربة

وان 
x

xSn 


1

1
ةللانھائیاوعلیھ  المتسلسلة 1xإذا كانت )(



1n
nf 1تتقارب إذا كانتx وتتباعد إذا

1xكانت 

)2.2.1(مبرھنة
لتكن 



1n
nf كل من الدوالإذا كانت. ةلانھائیمتسلسلةnf مستمرة على وكانت المتسلسلة  تقترب بانتظام

.مستمرةfفان الدالة على fالدالة إلى

Power Seriesالقوى تمتسلسلا3.1
متسلسلات یطلق علیھا. ة إلى نوعاً مھماً من المتسلسلات اللانھائیة ذات الحدود المتغیره المحاضرةسنتطرق في ھذ

. القوى 
)1.3.1(تعریف 
}{لتكن  na التعبیر . متتابعة من الثوابت

)1(
0

n

n
n xa





10، حیث أن xفي ) Power Series(یطلق علیھ متسلسلة القوى  x لكل قیمx . 0ومن ضمنھاx . كما یطلق
على 

)2()(
0

n

n
n bxa 





bxمتسلسلة قوى في حیث ،bعدد ثابت.
، والتي سبق وان أعدادھا متسلسلات غیر منتھیة حدودأعلاهتصبح المتسلسلات . بعدد معینxعندما نعوض عن 

xسنبحث عن قیم المحاضرةهفي ھذ. السابقة وتعلمنا كیفیة اختیار تقاربھامحاضراتتطرقنا لھا بالتفصیل في ال
bxمتقاربة عندما ) 2(متسلسلة القوىأنمن الواضح . التي تجعل متسلسلة القوى متقاربة تسلسلة وكذلك م

التي عندھا تتقارب متسلسلة القوى الأعدادمجموعة . 0aوان مجموعھا یساوي 0xمتقاربة عندما) 1(القوى
Convergence(تسمى مجموعة التقارب  Set (لمتسلسلة القوى
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)2.3.1(مثال
متسلسلة القوى  ) 1(







1

1

)!1(n

n

n

xبة لكل متقارx 

متسلسلة القوى  ) 2(







1
1

1

n
n

n

r

x متقاربة عندماrx  ومتباعدة عندماrx 

)3 (0
!

lim 
 n

x n

n
الحقیقیةالإعدادلكافة 

)3.3.1(مبرھنة 
كانت متسلسلة القوىإذا



0n

n
n xa00متقاربة عند ,0 xx متقاربة مطلقا لكلفإنھاx  0أنبحیثxx .

)4.3.1(جة ـنتی
كانت متسلسلة القوىإذا



0n

n
n xa0متباعدة عندxلكلأیضاتتباعد فأنھاx 0بحیث انx x.

)5.3.1(مبرھنة 
متسلسلة قوىلأي



0n

n
n xaتكون واحدة فقط ممایلي متحققة

.فقط0xالمتسلسلة متقاربة عندما)1(
.xالمتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم )2(
rxأنبحیث xالمتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم أنبحیث rیوجد عدد حقیقي موجب)3( 

)6.3.1(جة ـنتی
متسلسلة قوى لأي






0

)(
n

n
n bxa مایلي متحققةمتكون واحدة فقط

bxالمتسلسلة متقاربة فقط عندما )1( 
.xلة متقاربة مطلقا لكل قیم المتسلس)2(
rbxالتي تحقق xبحیث ان المتسلسلة متقاربة مطلقا لكل قیم rیوجد عدد حقیقي موجب)3(  وتكون

rbxالتي تحقق xمتباعدة لكل قیم  

تكون فأنھا) bأوصفر(لم تكن مجموعة التقارب لمتسلسلة قوى مكونة من عدد واحد إذامما تقدم نستنتج انھ 
(الفترة rbrb(أو) ,  ي تجعل متسلسلة القوى التxولذلك یطلق على مجموعة كل قیم ). ,







0

)(
n

n
n bxa متقاربة بفترة التقارب)Interval of Convergence( للمتسلسلة كما یطلق على العددr في

rكان إذاوعلیھ ). Radius of Convergence(نصف قطر التقارببأعلاهفي المبرھنة والنتیجة ) 3(الحالة 

نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوى 





0

)(
n

n
n bxa فان فترة التقارب ھي واحدة من الفترات( , )b r b r  ،

( , ]b r b r  ،[ , )b r b r  ،[ , ]b r b r 
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)7.3.1(مبرھنة 
0limكانإذا)1( 


ran

n
n

فان نصف التقارب لمتسلسلة القوى


0n

n
n xa ھو

r

1.

طرفي فترة تقاربھا فان تكون متقاربة مطلقا في إحدىكانت متسلسلة القوى متقاربة مطلقا عند إذا)2(
.الأخرالطرف 

ھو نصف قطر التقارب لمتسلسلة القوىrكانإذا)3(


0n

n
n xa فان نصف قطر تقارب المتسلسلة




0

2

n

n
n xa ھوr.
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Integral لـكامـالت. 2
، أما ابن ) ھـ228-221(كتجمیع كبیر لكمیات متناھیة في الصغر، وتطور مع ثابت بن قرة أرخمیدسعند ظھرالتكامل 

أما الانجاز الأھم لكل من نیوتن ولیبنز ھو . أرخمیدسالھیثم  والذي یعتبر المؤسس الثاني لعلم التكامل فقد عمم نتائج 
فقد بین نیوتن إمكانیة حساب المساحة تحت . لیة التفاضل والتكامل ھما وجھان لموضوع ریاضي واحد اكتشافھما بان عم

طرق 1684للتكامل ووصف سنة المنحني باستخدام ما یسمى المشتقة العكسیة، أما لیبنز فھو أول من استخدم الرمز 
أما المبرھنة الأساسیة في التفاضل والتكامل فقد كتبت واثبت . یة لإیجاد میل المماسحساب المساحة باعتبارھا العملیة العكس

التعریف الدقیق للتكامل المحدد فقد ظھر عند الألماني ریمان أما. بطریقة ھندسیة من قبل بارو، ثم اثبت من كل نیوتن ولیبنز
.معتمدا على نتائج كوشي) م1866–1826(
Anti-derivativeعكس المشتقة 1.2ا

نحن الآن .الخ...العملیات العكسیة كثیرة مثل الجمع والطرح عملیتان أحدھما عكس الأخرى، كذلك الضرب والقسمة
. نبحث عن العكس في عملیة الاشتقاق والذي سوف تطلق علیھ مؤقتا عكس الاشتقاق 

)1.1.2(تعریف 
F:یقال عن الدالة    س مشتقة بأنھا عك)Antiderivative ( الدالة:f    في الفترة إذا كان)()( xfxF 

.xلكل 
cFفان fعكس مشتقة الدالة Fومن الواضح انھ إذا كانت الدالة   عكس مشتقة الدالة أیضایكونf على نفس

ثابت اختیاري لأنھ cالفترة حیث
  )()()( xfxFcxF

dx

d


)1.1.2(مثال 
F:تأمل الدالة     34المعرفة بالصیغة)( xxF  لكلx.

:الحل
وكذلك مشتقة كل الدوال 34xھي 4xاعد وقوانین المشتقات نستنج أن مشتقة  الدالة ومن معلوماتنا السابقة عن ق

74 x ،54 x 34ھيx وبصورة إذا كانC أي ثابت اختیاري فان مشتقة  الدالةCx 4 34ھيx . وعلیھ .
Cxھي مشتقة لمجوعة غیر منتھیة غیر منتھیة من الدوال بالشكل 34xنستطیع أن نقول أن   4 لكلRC .

CXxFوعلى ھذا الأساس ، سوف نقول أن   . ثابت اختیاري Cحیث )(4
، ھكذا فان المشتقة وعكس المشتقة عملیتان عكسیتان في الوقت الذي یكون لأیة دالة مشتقة واحدة على الأكثر و

. یات المشتقة فقد یكون لھا عدد من عكس
)3.1.2(مبرھنة

)(0كانت إذا  xf لكلx فانCxf )(   لكلx حیثCثابت اختیاري
:البرھان

0),(لیكن  bax  ولتكنx 0بحیثxx 

fبما أن   موجودة لكل نقاط),( ba فانf  موجودة لكل نقاط),( 0 xxوf مستمرة على الفترة المغلقة],[ 0 xx

),(باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى ، فانھ یوجد  0 xxc بحیث أن))(()()( 00 xxcfxfxf 

)(0لكن   cf فان)()( 0xfxf   أي أن ،Cxfxf  )()( .ثابت اختیاريCحیث 0
:لة الآن برھان المبرھنة الآتیةومن السھو

)4.1.2(مبرھنة
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Rbafإذا كانت كل من  ],[: وRbag ],[: دالة مستمرة وقابلة للاشتقاق على الفترة),( ba بحیث
)()(أن  xgxf  لكل),( bax فانCxgxf  .ثابت اختیاريCحیث )()(

:البرھان 
h:لتكن  الدالة     معرفة بالصیغة)()()( xgxfxh  لكلx

0)()()(  xgxfxh لكلx وعلیھCxh )( لكلx حیث ،Cثابت اختیاري.
 CxgxfCxgxf .ثابت اختیاريC، حیث xلكل )()()()(

CxFفان على الفترة fة الدالة عكس مشتقFالدالة إذا كانت : من ھذه المبرھنة یمكننا أن نقول  )( حیثC

.  على xf)(ثابت اختیاري ھي عكس مشتقة 
:بالصیغة الآتیة ) 1(عن التعریف أن نعبرفنستطیع . إذا استخدمنا التفاضل بدلا عن المشتقة

)5.1.2(تعریف 
F:یقال عن الدالة     بأنھا عكس مشتقة الدالة:f    في الفترة إذا كانdxxfxdF )()(  لكلx. یطلق

ویستعمل الرمز) Antidifferentiation(عكس المشتقة الأكثر عمومیة لدالة معطاة بعكس التفاضل على عملیة إیجاد
)()(عندما تكون للتعبیر عن عملیة عكس التفاضل لذلك  xfxF  أي أنdxxfxdF )()( . نكتـب

  cxFdxxf )()(

أي أن   cxFxFd )()( .
.رمز التكامل وأطلق على الرمز) Indefinite Integral(وقد سمیت عملیة عكس التفاضل بعملیة التكامل غیر المحدد 

Integration formulasصیغ التكامل  )6.1.2(مبرھنــة
)1 (  cxdx

)2  ( 





1,
1

1

nc
n

x
dxx

n
n

)3 (  dxxfdxxf )()(  لكلR

)4 (    dxxgdxxfdxxgxf )()()()(

)5  (   
 






1,
1

)(
)()(

1

nc
n

xf
dxxfxf

n
n

)6 (     cxgFdxxgxgf .fعكس مشتقة Fحیث  )()()(

Applications ofتطبیقات التكامل غیر المحدد2.2 Indefinite Integral
.لمعادلات التفاضلیة اسوف نتطرق بشيء من التفصیل حول تطبیقات التكامل غیر المحدد في موضوع

)1.2.2(مثال
والذي میلھ في أیة نقطة على المنحني یساوي ضعف الإحداث السیني )2,1(جد معادلة المنحني الذي یمر بالنقطة 

.ك النقطةلتل
:الحل
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),(بما أن المیل لمنحني في نقطة  yx ھو
dx

dy والإحداث السیني  للنقطة ھوx فانx
dx

dy
2 وعلیھ

xdxdyxdxdycxy 222   حیثCثابت اختیاري.
،ومعنى ذلك أن )2,1(، نرجع للشرط الابتدائي المعطى في المثال وھو أن المنحني یمر بالنقطة Cتعین قیمة  ول
2y 1عندماx وبالتعویض في ناتج التكامل غیر المحدد ، نحصل ،CC  وتكون 21)1(2

12معادلة المنحني المطلوب ھي   xy

)2.2.2(مثال
523جد الحل العام للمعادلة التفاضلیة  2  xx

dx

dy

:الحل
3 2 2 25 (3 2 5) (3 2 5)y x x x C dy x x dx dy x x dx             ، حیثC

.ثابت اختیاري
)3.2.2(مثال

23tvنقطة تتحرك بسرعة   حیث ،t تمثل الزمن ، فإذا رمزنا  للازاحة  بالحرفs فجد الإزاحة بدلالة ،
0tعندما 0sالزمن ، علما بان 

:الحل
3 2 2 23 3 3

ds
s t C ds t dt ds t dt v t

dt
         ، حیثCثابت اختیاري.

3tsوبذلك تكون 0C، نحصل على 0tعندما 0sوباستعمال الشرط الابتدائي وھو 

Definite integralالتكامل المحدد3.2
وھو عملیة جمع مساحات أشكال ھندسیة أولیة Definite integral)(ل المحدد ھنالك نوع آخر من التكامل یعرف بالتكام

.وسوف نتطرق إلى ھذا النوع من التكامل بالتفصیل. منفصلة عن بعضھا وثم المرور إلى الغایة بطریقة أو أخرى 
)1.3.2(تعریف 

],[لتكن  baJ  أي أن ،Jالتجزئة . مقیدة من الأعداد الحقیقیة فترة مغلقة)Partition (PللفترةJ ھي المجموعة المنتھیة
nxxxمن النقاط  ,,, 10  حیث

bxxxa n  10

أي أن 
 bxxxaP n  10

أو تكتب أحیانا بالشكل      nn xxxxxxP ,,,, 12110   ، 121وتسمى النقاط ,,, nxxx نقاط التقسیم للتجزئةP .
وسترمز لطول الفترة الجزئیة  iii xxJ ,1 بالرمزix 1وعلیھ iii xxx . وبسھولة یمكن إثبات

abx
n

i
i 

1

ویعرف بالشكل Pبالرمز Pذلك ترمز لمعیار التجزئة وك،  nixP i ,2,1:max 

)2.3.2(تعریف 
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لتكن كل من   }{, 102101 byyyaPbxxxaP nn   تجزئة للفترة baJ ,

12اذا كانت 2Pللتجزئة ) Refinement(نعمة بانھا تنعیم أو م1Pیقال عن .  PP .
21یسھولة یمكن اثبات  PP 

)3.3.2(ثالم
1}5,3,1,1,3{ولیكن J]5,3[لتكن  P ،}5,1,2,3{2 P3و { 3, 5}P  

3حظ ان نلا 2 1P P P  وان
  2}2,2,2,2max{}35,13,11,31max{4,3,2,1:max1  ixP i

  4}4,3,1max{}15,21,32max{3,2,1:max2  ixP i

  8}8max{}35max{1:max3  ixP i

321وعلیھ  PPP .وھذا یعني ان لكل فترة اكثر من تجزئة.
ملاحـظة

عدد صحیح موجب ، یمكن تجزئة الفترة nاذا كان baJ , الىnمن الفترات الجزئیة متساویة الطول .

نفرض ان 
n

ab
xi


 لكلni ,,2,1 

1ولكن  iii xxx

n

ab
xxxx iiii


  11

1 0

b a b a
x x a

n n

 
   

2 0 1 2
b a b a b a b a

x x x a a
n n n n

   
       

3 0 1 2 2 3
b a b a b a b a

x x x x a a
n n n n

   
        

وھكذا 

0 1 1 ( 1)k k

b a b a b a b a
x x x x a k a k

n n n n
   

          

nkلكل  ,,2,1 وتسمى ھذه التجزئة بالتجزئة المنتظمة.
)4.3.2(تعــریف 

]:لتكن  , ]f a b  ولتكن دالة مستمرة ، bxxxaP n  10 تجزئة للفترةJ .  عـرف





n

i
iip xxfS

1

)(

}:],[تجزئة للفترةP{ولیكن  baSS P .برھن كوشي)Cauchy ( إن للمجموعةS 0غایة عندماP وأطلق

ورمز لھا بالرمز fدد للدالة كوشي على ھذه الغایة بالتكامل المح
b

a

dxxf )(.
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Sdxxf
b

a
P 


0

lim)(

xf)(بأنھ الحل العام للمعادلة لتفاضلیة fوقد عرف كوشي التكامل غیر المحدد للدالة المستمرة 
dx

dy
 وعلیھ

cxFفالتكامل غیر المحدد ھو مجموعة الدوال من النوع  )(حیثFحل للمعادلة التفاضلیة وc ثابت اختیاري وان
ھـــيFوالدالة fالعلاقة التي تربط بین التكامل المحدد للدالة 

 
b

a

aFbFdxxf )()()(

xfy)(كما أن كوشي أعطى تفسیرا ھندسیا للتكامل المحدد بكونھ یمثل المساحة المحصورة بین المنحني   ،
axالسیني والمستقیمین الأحداثي ،bx  .ن تعمیم أفكاره ھذه لتعریف تكامل الدوال المقیدة وقد استطاع كوشي م

.التي مجموعة نقاط عدم الاستمراریة لھا مجموعة منتھیة 

The Riemann Integral تكامل ریمان  4.2
)1.4.2(تعریف 

]:لتكن  , ]f a b   دالة مقیدة ولتكن}...{ 10 bxxxaP n  تجزئة للفترة],[ baJ 

نضــــــع 

niJxxfmJxxfM

JxxfmJxxfM

iiii ,,2,1},:)(inf{}:)(sup{

}:)(inf{}:)(sup{




MMmmمقیدة نحصل على fالدالةبما إن ii  لكل قیمni ,,2,1 

نعــرف الآن

 
 


n

i

n

i
iiii xmPfRxMPfR

1 1

),(,),(

),(,),(یطلق على العددین  PfRPfRن الأعلى ومجموع ریمان الأسفل للدالةعلى التوالي اسم مجموع ریماf

.Pبالنسبة للتجزئة 
بسھولة یمكن إثبات 

),(),(),,(),( PfRPfRPfRPfR 

)2.4.2(مثال
3جد مجموع ریمان الأعلى والأسفل للدالة 

: [ , 2]
2

f    2المعرفة بالصیغة)( 23  xxxxf بالنسبة للتجزئة

}2,
2

3
,

2

1
,

2

3
{ P

:الحل
3,2,

2

3
,

2

1
,

2

3
3210  nxxxx
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]2,
2

3
[],

2

3
,

2

1
[],

2

1
,

2

3
[ 321  JJJ ,

2

1
,2,1 321 

1 2 3

3 17 3 13
( ) , (1) 1, ( )

2 8 2 8
m f m f m f       

1 2 3

1 9 1 59
( ) , ( ) , (2) 4

2 8 3 57
M f M f M f       

11 2369
( , ) , , ( , )

16 456
R f p R f p 

)3.4.2(مبرھنة
:لتكن  [ , ]f a b  مقیدة ولتكندالةPتجزئة للفترة],[ baفان كل من),(),,( pfRpfRدالة مقیدة وان

),(),( pfRpfR 
:البرھان 

مقیدة  fبما أن الدالة  MMmm ii لكل قیمni ,,2,1 

 iiiiii MMmm لكل قیمni ,,2,1 

 


n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i MMmmMMmm

11111111

 )(),(),()( abMPfRPfRabm

)4.4.2(مبرھنة 
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة ولتكن كل منP،Qتجزئة للفترة],[ ba .كانت التجزئة إذاQ التجزئة إلىتنعیم

P) أي أنQP  ( فـــــــان
),(),(),,(),( PfRQfRPfRQfR 

),(),(),(),(وعلیھ PfRQfRQfRPfR 
:البرھان 

}...{لتكن   10 bxxxaP n  ،}...{ 10 byyyaQ m  لتكن  ،nJJJ ,,, 21  تمثل
1بحیث Pالفترات الجزئیة للتجزئة  iiii xxJ لیكن،mKKK ,,, 21  تمثل الفترات الجزئیة للتجزئةQ

1بحیث  iiii yyK.
niلكل  ,,2,1  لتكن ،

iniii KKK ,,,
21
 تمثل الفترات الجزئیة منQ الجزئیة المحتواة في الفترةiJ

),(}:)(sup{

}:)(sup{

}:)(sup{),(

1

1 1

1

PfRJJxxf

KKxxf

KKxxfQfR

n

i
ii

n

i

n

k
ii

m

i
ii

i

kk















 



),(),(وبالمثل نبرھن  PfRQfR .
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)5.4.2(نتیجة
:لتكن  [ , ]f a b  لة مقیدة ولتكن كل من داP،Qتجزئة للفترة],[ baفــان),(),( QfRPfR 

: البرھان 
],[للفترةتجزئة QPلتكن  ba وانP وكذلكQ وعلیھ

),(),(),(),( QfRfRfRPfR 
:للدالة المقیدة الأسفلوالتكامل الأعلىنعرف التكامل أننستطیع الآن [ , ]f a b   وكالاتي:

)6.4.2(تعریف
:لتكن  [ , ]f a b  نعــــــرف. دالة مقیدة

}Pرةتجزئة للفت( ) { ( , ) :[ , ]R f R f P a b و}Pتجزئة للفترة( ) { ( , ) :[ , ]R f R f P a b
0},{كانت إذا baP فـــــــان

)(),(,)(),( 00 abmPfRabMPfR 

وعـلیـھ 
)1 ()( fR  لان)()( fRabM 
)2 ()( fR لان)()( fRabm 

)3 ()( fR مقیدة من الأسفل بالعدد)( abm  وكذلك كل عنصر من)( fR إلىأسفلھو قید)( fR.
)4 ()( fRمقیدة من الأعلى بالعد)( abM  وكذلك كل عنصر من)( fR إلىأعلىھو قید)( fR.

]:للدالة والأسفلالأعلىنعرف تكامل ریمان أنولھذا نستطیع  , ]f a b على النحو الآتي:

  )}(sup{,)}(inf{ fRfRfRfR

حـیـث
 fR للدالةالأعلىیقرا بتكامل ریمانfعلى الفترة],[ ba،

 fR للدالةالأسفلیقرا بتكامل ریمانfعلى الفترة],[ ba.
ملاحـظة

A,لتكن كل من B إذا كان  . مجموعة جزئیة غیر حالیة من الأعداد الحقیقیةba  لكلAa ولكلBb   فان
BA infsup 

)7.4.2(مبرھنـة
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة فان  fRfR.

: البرھان
)(بما أن كل عنصر من عناصر  fR اقل أو یساوي كل عنصر من عناصر)( fR وعلیھ باستخدام الملاحظة

}sup){(}inf){(أعلاه ، نحصل على  fRfR   وھذا یعني أن  fRfR.
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مل ریمـــانالآن نأتي إلى تعریف تكا
)8.4.2(تعریف
:لتكن  [ , ]f a b   یقال عن الدالة . دالة مقیدةfقابلة للتكامل بأنھا)Integrable (الریماني على الفترة],[ ba

كان إذا  fRfR.
بالرمز والأسفلالأعلىنالتكاملییالمشتركة بین وفي ھذه الحالة تكتب القیمة  fRالدالة وتسمى تكاملf على

],[الفترة  ba. أحیاناكما سنكتب
b

a

fأو
b

a

dxxf )Integrand(بالدالة المكاملةfیطلق على الدالة ،)(

للتكامل المحدد الأعلىالحد bوعلى الأدنىالحد aوعلى
b

a

dxxf )(.

)9.4.2(ثالم
:لتكن الدالة  [ , ]f a b   معرفة بالصیغةcxf )( لكل],[ bax) أنأيf فان) دالة ثابتةf قابلة للتكامل

],[الریماني على الفترة  ba وان 
b

a

abcdxxf )()(

:البرھان
],[أي  تجزئة للفترة Pلتكن ba

)(),(),(),( abcPfRabcPfR 

)}({)()},({)( abcfRabcfR 

)()}(sup{,)()}(inf{ abcfRfRabcfRfR  
],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة fفانوعلیھ ،  baوان 

b

a

abcdxxf )()(

ملاحظـــة
:بعض الصیغ المفیدة مكتوبة برمز الجمع ھي 

)1()1(
2

1
21

1




nnnk
n

k

)2 ()12)(1(
6

1
21 222

1

2 


nnnnk
n

k



)3  (2333

1

3 ))1(
2

1
(21 



nnnk
n

k

)4 ()196)(1(
30

1
21 23444

1

4 


nnnnnnk
n

k



)10.4.2(مثال
:لتكن الدالة  [0, 2]f   معرفة بالصیغةxxf 3)(  2,0[لكل[x .لى أن برھن ع 

2

0

6)( dxxf

:الحل
مقیدة fمن الواضح أن الدالة  

.المتساویة الطولمن الفترات الجزئیةnمكونة من ]2,0[تجزئة للفترة nPلتكن nلكل عدد صحیح موجب 

nn

ab
xi

2



 لكلni ,,2,1 



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

19

ni
n

i

n
i

n

ab
iaxi ,,2,1,

202
0 







ni
n

i

n

i
fxfJxxfM iii ,,2,1,

6
)

2
()(}:)(sup{ 

ni
n

i

n

i
fxfJxxfm iii ,,2,1,

)1(6
)

)1(2
()(}:)(inf{ 1 





 

 
 


n

i

n

i

n

i
iin n

nn
n

i
nnn

i
xMPfR

1
2

1
2

1

6
6)1(

2

1121226
),(

 
 





n

i

n

i

n

i

n

i
in n

nnn
n

i
nnn

i
xmPfR

1
2

11
2

1

6
6))1(

2

1
(

12
)1(

122)1(6
),(

n
fRfR

n
fRfR

6
6)}(sup{,

6
6)}(inf{  

لو كان   fRfRفان
nnn

fRfRd
126

6
6

6   لكلn

بما أن    fRfRd وعلیھ  ارخمیدسوھذا یناقض خاصیة 0  fRfR

6}:
6

6inf{)}(inf{)(
2

0

  Nn
n

fRfRdxxf

6}:
6

6sup{)}(sup{)(
2

0

  Nn
n

fRfRdxxf

)(6ینتج من ھذا أن  
2

0

  fRfRdxxf

ملاحظــــة 
],[تكون كل دالة مقیدة على الفترةأنمن الضروري لیس baوالمثال التالي قابلة للتكامل ریمانیــا على تلك الفترة أنھا

یوضح ذلك 
)11.4.2(مثال

:لتكن الدالة  [ , ]f a b  معرفة بالصیغة








 cQbax

Qbax
xf

],[,2

],[,3
)(

مقیدة fلاحظ أن الدالة 
}...{لتكن  10 bxxxaP n  تجزئة ما للفترة],[ ba

],[كل فترة جزئیة  1 iii xxJ تحتوي على أعداد نسبیة وغیر نسبیة بسب كثافة الأعداد النسبیة  والأعداد غیر
النسبیة لھذا فان 

niJxxfmJxxfM iiii ,,2,1,3}:)(inf{,2}:)(sup{ 

 
 


n

i

n

i
iiii abxmPfRabxMPfR

1 1

)(3),(),(2),(
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)(3)}(sup{,)(2)}(inf{ abfRfRabfRfR  
وھكذا فان   fRfR . وعلیھ الدالةf قابلة للتكامل ریمانیــا على الفترةغیر],[ ba.

ةظـملاح
مجموعة جزئیة Aتإذا كان: على أن ) 1(سبق وان برھنا في المحاضرة الأولى من موضوع التحلیل الریاضي

a,كانت وغیر خالیة من مجموعة الأعداد الحقیقیة  b  فان
aAإذا كان ) 1( inf 0، فانھ لكل یوجد ،Ay  بحیث أن ay

bAإذا كان) 2( sup 0، فانھ لكل ، یوجدAy  بحیث أن by

.المبرھنة التالیة تبین الشرط الضروري والكافي لكي تكون الدالة المقیدة قابلة للتكامل الریماني 
) 12.4.2(مبرھنـــة 

:لتكن  [ , ]f a b  دالة مقیدة فانfتكون قابلة للتكامل ریمانیــا على الفترة],[ ba0كان لكل إذاوفقط إذا

],[للفترة Pتوجد تجزئة  ba أنبحیث ),(),( PfRPfR

:البرھان 
],[قابلة للتكامل ریمانیــا على الفترةfنفرض الدالة  ba أي أن ،  fRfR

0لیكن 
بما أن   )}(sup{,)}(inf{ fRfRfRfR

],[للفترة 1Pتوجد تجزئة infباستخدام تعریف  ba أنبحیث
2

),( 1


  fRPfR

],[للفترة 1Pتوجد تجزئة supوكذلك باستخدام تعریف  ba أن بحیث
2

),( 2


 PfRfR

21نضع  PPP  یجب أن نبرھن على أن : ),(),( PfRPfR

),(),,(),(),(فان  1P ،2Pتنعیم إلى كل من  Pبما أن  21 PfRPfRPfRPfR 

2
),(),(,

2
),(),( 21


  PfRfRPfRfRfRPfRfRPfR

بما أن   fRfR  2
),(,

2
),(


PfRfRfRPfR وعلیھ



  22

),(),( PfRfRfRPfR

 ),(),( PfRPfR

],[للفترة Pتوجد تجزئة 0لكل نفرض : الاتجاه الأخر ba أنبحیث
 ),(),( PfRPfR

],[للفترة Pبما أن كل تجزئة  ba   نحصل على  ),(,),( PfRfRPfRfR وعلیھ
  ),(),( PfRPfRfRfR

بما أن   fRfRfRfRfRfR 00  0لكل وعلیھ  fRfR
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)13.4.2(مبرھنــة
الفترةتلكقابلة للتكامل ریمانیا علىكون كل دالة رتیبة معرفة على فترة مغلقة ت

:البرھان
:الدالة لتكن  [ , ]f a b   رتیبة

 الدالةf تكون مقیدةمعرفة على فترة مغلقةلان كل دالة رتیبة (مقیدة .(
0لیكن :   غیر متناقصة fسنبرھن في حالة الدالة 
],[تجزئة للفترة Pلتكن nلكل عدد صحیح موجب  ba مكونة منnمن الفترات الجزئیة المتساویة الطول.

n

ab
xi


 لكلni ,,2,1 

ni
n

ab
iaxi ,,2,1, 




nixfJxxfM iii ,,2,1),(}:)(sup{ 

nixfJxxfm iii ,,2,1),(}:)(inf{ 1  
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
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i
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xfxMPfR
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1
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afbf
n

ab
xfxf

n
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xfxf

n

ab

xf
n
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n

ab
PfRPfR

n

n

i
ii

n

i
i

n

i
i






























بحیث أن kیوجد عدد صحیح موجب ارخمیدسولكن حسب خاصیة 



k

ab
afbf ))()((

وھكذا فان  ),(),( PfRPfR وعلیھ تكون الدالةf قابلة للتكامل ریمانیا على الفترة],[ ba. وبالمثل
.غیر متزایدةfنبرھن في حالة  الدالة 

ملاحظة
.في نفس الفترةرتیبةتكون كل دالة قابلة للتكامل ریمانیا تكونأنورة لیس بالضر

)14.4.2(مبرھنـــة
.الفترةتلكقابلة للتكامل ریمانیا علىمعرفة على فترة مغلقة تكون مستمرةكل دالة 

:البرھان
0لیكن :  مقیدة fالدالة مستمرةبحیث أنالدالة لتكن 

],[مستمرة على الفترة المغلقة fبما أن الدالة   baفان
لھا قیمة عظمى مطلقة وقیمة صغرى مطلقة في تلك الفترة ، ولتكن fالدالة ) 1(

]},[:)(min{]},,[:)(max{ baxxfmbaxxfM 
],[مستمرة بانتظام على الفترة المغلقة fالدالة  ) 2( ba
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0بما أن 



ab

 0یوجد بحیث أن لكل],[, bayx 

 yx   یؤدي إلى
ab

yfxf





)()(

abnبحیث أن nیوجد عدد صحیح موجب ارخمیدسحسب خاصیة  
],[تجزئة للفترة Pلتكن  ba مكونة منnمن الفترات الجزئیة المتساویة الطول.

ni
n

ab
xi ,,2,1, 


 

,],[مستمرة على كل من الفترات المغلقة fبما ان الدالة  1 iiiiii xxJJ بحیث ان
)(}:)(min{),(}:)(sup{ iiiiii fJxxfmfJxxfM  

  ii   یؤدي إلى
ab

ff ii 



 )()(

 
 








n

i
i

n

i
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n

i
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n

i
ii ab
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x

ab
ffxmxMPfRPfR

1 111

)())()((),(),( 




وھكذا فان  ),(),( PfRPfR وعلیھ تكون الدالةfقابلة للتكامل ریمانیا على الفترة],[ ba

ملاحظـــة
.والمثال التالي یوضح ذلكتكون كل دالة قابلة للتكامل ریمانیا تكون مستمرة في نفس الفترةأنلیس بالضرورة 

)15.4.2(مثال
:لتكن الدالة [ 5,5]f   معرفة بالصیغة









50,7

05,3
)(

x

x
xf

قابلة للتكاملfوالآن سنبرھن الدالة . 0xمقیدة وغیر مستمرة عند النقطة fلاحظ أن الدالة 

,5[لیكن nلكل عدد صحیح موجب 
1

[],
1

,5[],
1

,
1

[
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B
n

A
nn nnn 

{ولتكن
1

5{ 10 n
xxxP mn   تجزئة إلىnA5{ولتكن

1
{ 10  kn xyy

n
P  تجزئة إلىnB

nnnنضع  P
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PP  }
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,
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nفان تجزئة إلى }
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
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iin nnnn

xMPfR
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n
fRfR

n
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4
50)}(sup{,

4
50)}(inf{  

لو كان   fRfRفان
nnn

fRfRd
84

50
4

50   لكلn

بما أن    fRfRd وعلیھ  ارخمیدسوھذا یناقض خاصیة 0  fRfR
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50}:
4

50inf{)}(inf{)(
2

0

  Nn
n

fRfRdxxf

50}:
4

50sup{)}(sup{)(
2

0

  Nn
n

fRfRdxxf

50ینتج من ھذا أن   fRfR وھكذا فان الدالةf5,5[قابلة للتكامل ریمانیــا على الفترة[.

Lebesgue Theorem In Riemann Integralریمانيمبرھنة لبیك في التكامل ال5.2
)1.5.2(تعریف
أمكن إذا) Negligible(مھملة بأنھاAیقال عن . الحقیقیة الأعدادمجموعة جزئیة من مجموعة Aلتكن 
أخرىبعبارة . قي موجب بعائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة التي یقل مجموع أطوالھا عن أي عدد حقیAتغطیة 

توجد عائلة قابلة للعد ، 0كان إذا n أنمن الفترات المفتوحة بحیث
)1 (n

n
A  )2 (

n
n

)2.5.2(مبرھنــة
.الحقیقیة تكون مھملة الأعدادد من كل مجموعة قابلة للع) 1(
.كل مجموعة جزئیة من مجموعة مھملة تكون مھملة ) 2(
.اتحاد أي عائلة قابلة للعد من المجموعات المھملة تكون مجموعة مھملة ) 3(

: البرھان
مجموعة قابلة للعد من الأعداد الحقیقیة Aلتكن )1(

},,,{، ) یمكن أن تكون خالیة(منتھیة Aانت المجموعة إذا ك) ا( 21 mxxxA 

mnلكل . 0لیكن  1 نأخذ)
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2 m
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m nnnn


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عائلة قابلة للعد ، توجد 0لیكن  n أنمن الفترات المفتوحة بحیثn
n

A   و
n

n

ABبما أن  n
n

B   و
n

n وعلیھBمجموعة مھملة

}{لتكن )3( nAعائلة قابلة للعد من المجموعات المھملة
}{إذا كانت العائلة  nA  غیر  منتھیة ، أي إذا كانت,, 21 AA 0لیكن :   مجموعات مھملة

عائلة قابلة للعد توجد kلكل  kn أنمن الفترات المفتوحة بحیثk
n

n
kA   و

k
n

k
n 2




kمن الواضح أن 
n

nkk
kA   و


  k

kn

k
n

k 2

}{وبالمثل نبرھن في حالة العائلة  nA  منتھیة ، أي إذا كانتmAAA ,,, 21 جموعات مھملةم.
ملاحظة

، مثل مجموعة  كانتورتوجد مجموعات مھملة وغیر معدودة
)3.5.2(نتیجة

تكون مجموعة غیر مھملةكل فترة في ) 1(
موعة مھملة وكان مجفرضنا لو: فترة ما في لتكن 

2

بعائلة فمن الواضح انھ لایمكن تغطیة 1

. قابلة للعد من الفترات المفتوحة التي یقل مجموع أطوالھا عن
تكون غیر مھملةتحتوي على فترة كمجموعة جزئیةكل مجموعة جزئیة في ) 2(
تكون مھملة لأنھا معدودة مجموعة الأعداد النسبیة في )  3(
مجموعة الأعداد الحقیقیة تكون غیر مھملة) 4(
ة كانت مھملة لكان اتحادھا مع مجموعلأنھا لوغیر مھملةمجموعة في غیر النسبیة الأعدادمجموعة ) 5(

الأعداد النسبیة مجموعة مھملة ولكن ھذا الاتحاد ھو مجموعة الأعداد الحقیقیة وھذه المجموعة غیر مھملة 
)4.5.2(تعریف
f:فترة ما ولتكن Jلتكن  J   لكل فترة مفتوحة . دالة مقیدة فيJ . نضع

}:)(inf{),(},:)(sup{),(  xxffLxxffU

والآن نضع 
),(),(),(  fLfUfW

),(0من الواضح أن  fW . تذبذب الدالة)Saltus of a function (f عند النقطةJx یرمز لھ بالرمز
),( xfSيویعرف كالأت:

}:),(inf{),(  xfWxfS

)5.5.2(مبرھنة
f:الدالة  J   تكون مستمرة عند النقطةx 0إذا وفقط إذا كان),( xfS

:البرھان 
),(0نفرض  xfS : 0لیكنحسب تعریف،inf توجد فترة مفتوحة،  بحیث إنx وان),( fW

فان yلكل . وعلیھ )()( xfyf وھذا یبین الدالة ،f مستمرة عند النقطةx.
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xبحیث إن  ،  توجد فترة مفتوحة 0ولیكن . xمستمرة عند النقطة fنفرض أن الدالة : والاتجاه الأخر 

فان yولكل 
2

)()(

 xfyf ومن ھذا نحصل على),( fW 0وبذلك نستنتج أن),( xfS.

)6.5.2(مبرھنة
f:لتكن  J  0لكل . دالة مقیدةa فان المجموعة}),(:{ axfSJxDa تكون مغلقة
:البرھان

cلیكن 
aa DxDxaxfS ),( فانھ ، توجد فترة مفتوحة  بحیث إنx وafW ),(

ayfSفان yوعلیھ لكل  ),( فانc
aD مجموعة مفتوحة وعلیھaDمجموعة مغلقة.

)7.5.2(نتیجة
f:لتكن  J   دالة مقیدة ولتكنD مجموعة النقاط التي تكون فیھا الدالةf غیر مستمرة فان

Nn n

DD


 1 .

.قابلة للعد من المجموعات المغلقةھي اتحاد عائلةDوعلیھ فان 
في التكامل الریمانيلیبیكمبرھنة)8.6.2(مبرھنـــة

]:لتكن  , ]f a b  دالة مقیدة ولتكنDمجموعة النقاط التي تكون فیھا الدالةfالدالةغیر مستمرة فانf تكون
.مجموعة مھملة Dكانت إذاوفقط إذاقابلة للتكامل الریماني 

:البرھان
مجموعة مغلقة 0 ،Dلیكن : مھملة Dنفرض المجموعة 

JDبما أن  وJ مجموعة مقیدة ، فانDمجموعة مقیدة وعلیھD حسب خاصیة ھاین(مجموعة مرصوصة-
)  بوریل
DDبما أن  وD مجموعة مھملة فانD، وعلیھ توجد عائلة  قابلة للعد من الفترات مجموعة مھملة

والتي یقل مجموع أطوالھا عن Dالمفتوحة التي تغطي 
M2

 حیث}:)(sup{ JxxfM 

ھي عائلة Dوحة التي تغطي مجموعة مرصوصة، یمكن أن نفترض أن ھذه العائلة  من الفترات المفتDبما أن 
لتكن ھذه الفترات . من الواضح إننا نستطیع أن نفرض أن ھذه الفترات منفصلة عن بعضھا . منتھیة 

njba jjj ,,2,1),,( 

وان    



n

j
j M1 2

 .    ضع الآنnjba jj ,,2,1],,[  و)(|
1


n

j
jJS



 ھي اتحاد عائلة منتھیة

mnnلتكن ھذه الفترات . من الفترات المغلقة    ,,, 21 
}:2,1,,{التي فتراتھا الجزئیة ھي الفترات Jھي تجزئة الفترة Pلنفرض أن  mjj 

لاحظ انھ 
mjnا كانت  إذ  فان ),( jfW وإذا كانتmj 1 فانMfW j 2),( 

: الآن 
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)1(
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}):)((inf{}:)((sup{}):)((inf{}:)((sup{

}):)((inf{}:)((sup{)(),(),(
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xxfxxfxxfxxf

xxfxxfmMPfRPfR
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j
jjj

m

j
jjj


















الدالةf قابلة للتكامل الریماني
قابلة للتكامل الریماني fأن الدالةنفرض :  الاتجاه الأخر 

مھملة غیر مجموعة Dنفرض أن : سنبرھن بطریقة التناقض 
بما أن 

Nn n

DD


 بحیث أن Nnفانھ یوجد 1
n

D1مجموعة غیر مھملة

فان Nnكانت لكللأنھ لو(
n

D1 مجموعة  مھملة  لكانتDمجموعة مھملة(

من الفترات المفتوحة ) وبصورة خاصة العائلة المنتھیة(بحیث أن كل عائلة مجموعة قابلة للعد 0وعلیھ یوجد 
موعة التي تغطي المج

n

D1 یزید مجموع أطوالھا عن .

}:2,1,,{التي فتراتھا الجزئیة ھي الفترات Jھي تجزئة الفترة Pلتكن الآن   mjj 

من الواضح أن ھذه الفترات تغطي المجموعة 
n

D1 . بعد تغییر الترقیم إذا أقصى الأمر(لنفرض أن (

mkkjD
n

j  ,11         وmjkD
n

j  ,1 

من الواضح أن 


k

j
j

n

D
1

1


 ولھذا   فان


k

i
j

1

j ،kjفي كل من الفترات fفان تذبذب الدالة .  بالإضافة إلى ھذا 1  لایقل عن
n

وعلیھ فان 1

kj
n

xxfxxf jj ,,2,1,
1

}:)((inf{}:)(sup{ 

0
1

}):)((inf{}:)((sup{)(),(),(
11

 



n

xxfxxfmMPfRPfR
m

j
jjj

m

j
jjj

.  وھذا تناقضقابلة للتكامل الریمانيغیر fلیھ الدالة وع.Pیعتمد على التجزئة لا,nوبما أن كلا من 
 المجموعةDمھملة.

)9.5.2(نتیجة 
]:كانت الدالة إذا , ]f a b  رتیبة فان المجموعةD تكون مھملة.

: نالبرھا
],[على الفترة المغلقة fبما أن  الدالة  ba

.مھملةDو  علیھ المجموعة قابلة للتكامل الریمانيfإذن الدالة
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)10.5.2(نتیجة 
f:إذا كانت  الدالة  المقیدة .  Jفترة جزئیة مغلقة بحیث  ،Jلتكن  كل من J  قابلة للتكامل الریماني

f:فان الدالة    قابلة للتكامل الریماني.
:البرھان
),(لتكن  JfD المقیدة نقاط  عدم الاستمراریة للدالةتمثل مجموعةf المعرفة على الفترةJ  . ولتكن),( fD

f:أن الدالة بما. المعرفة على الفترة fالمقیدة تمثل مجموعة نقاط  عدم الاستمراریة للدالة J   قابلة
),(للتكامل الریماني JfDبما أن .  مجموعة مھملة),(),( JfDfD ),( fD       مجموعة مھملة

f:الدالة وعلیة   قابلة للتكامل الریماني.

Properties ofان ریمخواص تكامل6.2 Riemann Integral
)1.6.2(مبرھنـة 

bcaلتكن   . إذا كانت الدالة المقیدة: [ , ]f a b   الفترتینعلى كل من قابلة للتكامل الریماني],[ ca و],[ bc ،
],[تكون قابلة للتكامل الریماني على الفترة fفان الدالة  ba .ھذا فان إلىبالإضافة

  
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

:البرھان
],[الفترتینقابلة للتكامل الریماني على كل من fبما أن الدالة  ca و],[ bc فان كل من]),[,( cafD ،]),[,( bcfD

),],([),],([),],([وعلیھ فان . مجموعة مھملة bcfDcafDbafD 0لیكن .  مجموعة مھملة
],[الفترتینقابلة للتكامل الریماني على كل من fبما أن الدالة  ca و],[ bc 1توجد تجزئةP للفترة],[ ca

],[للفترة 2Pوتجزئة  bc بحیث أن

2
),(),(

2
),(),( 2211


 PfRPfRPfRPfR

21نضع  PPPP  تجزئة للفترة],[ ba

),(),(),(),(),(),( 2121 PfRPfRPfRPfRPfRPfR 

1 2 1 2

1 1 2 2

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
2 2

R f P R f P R f P R f P R f P R f P

R f P R f P R f P R f P
 



    

      

 الدالةf قابلة للتكامل على],[ ba

   ),()(),(),()()(),( 22 PfRdxxfPfRPfRdxxfdxxfPfR
b

a

b

c

c

a

ومن ھذا نستنج أن 0لكل  
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(
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)2.6.2(مبرھنة 
bcaلتكن   . إذا كانت الدالة المقیدة: [ , ]f a b   فان الدالة قابلة للتكامل الریماني ،f تكون قابلة للتكامل

],[الفترتینالریماني على كل من  ca و],[ bc .ھذا فان إلىبالإضافة

  
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

:البرھان
],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة f،  بما أن الدالة 0لیكن   ba

 توجد تجزئة}...{ 10 bxxxaP n  للفترة],[ baبحیث أن
 ),(),( PfRPfR

Pxیوجد Pcنستطیع أن نفرض   j  بحیث أنjxc  لبعضnj ,,2,1 )  ما عدى ذلك نتأمل تجزئة
},,,{فان ) . cبإضافة النقطة Pتنعیم إلى  101 jxxxP  تجزئة للفترة],[ ca و},,,{ 11 njj xxxP 

],[تجزئة  للفترة  bc وأكثر من ذلك
),(),(),(),(),(),( 2121 PfRPfRPfRPfRPfRPfR 

وعلیھ 
 ),((),()),(),(()),(),(( 2211 PfRPfRPfRPfRPfRPfR

),(),(0),(),(0ولكن  2211  PfRPfRPfRPfR  فان
  ),(),(),(),( 2211 PfRPfRPfRPfR

],[الفترتینتكون قابلة للتكامل الریماني على كل من fوعلیھ  الدالة  ca و],[ bc . وكذلك

),()(),(),()(),( 2211 PfRdxxfPfRPfRdxxfPfR
b

c

c

a

 

  ),(),()()(),(),( 2121 PfRPfRdxxfdxxfPfRPfR
b

c

c

a

  ),()()(),( PfRdxxfdxxfPfR
b

c

c

a

],[للفترة Pلكل تجزئة  ba  وعلیھ  
b

a

b

c

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

ملاحظة
سبق وان عرفنا التكامل 

b

a

dxxf baفقط عندما )(  ،نُضیفُ بِالتعریف ذلك

 
a

b

b

a

a

a

dxxfdxxfdxxf )()(0)(

)3.6.2(مبرھنــة
]:لتكن الدالة المقیدة  , ]f a b   فان، لكل قابلة للتكامل الریماني ،الدالة ،f تكون قابلة

],[علىالریمانيللتكامل ba وان



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

29

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()( 

:البرھان
],[على الفترة الریماني قابلة للتكاملfالدالة بما أن ba فان ،]),[,( bafDمجموعة مھملة
),],([),],([بما أن  bafDbafD  0لكل]),[,( bafD  الدالةمجموعة مھملة وعلیھf تكون

],[علىالریمانيقابلة للتكامل ba

],[على الفترة الریماني قابلة للتكاملfبما أن  ba  fRfRdxxf
b

a

)(

بما أن    )}(sup{,)}(inf{ fRfRfRfR )}(sup{)}(inf{)( fRfRdxxf
b

a

],[للفترة P، توجد  تجزئة 0لیكن  ba بحیث أن

),()()(),( PfRdxxfdxxfPfR
b

a

b

a

  

  0إذا كانت فان لكل تجزئة ،P للفترة],[ ba  نحصل على
),(),(),(),( PfRPfRPfRPfR  

  )(),(),())(()( fRPfRPfRdxxfdxxf
b

a

b

a



   
b

a

b

a

dxxfdxxfPfRPfRfR )())((),(),()(

0،0بما أن المتراجحات أعلاه تتحقق لكل   ینتج أن  :

 
b

a

b

a

dxxffRfRdxxf )()()()( 

ومن ھذا نستنتج أن 

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )())(( 

0إذا كانت فان لكل تجزئة ،P للفترة],[ ba  نحصل على
),(),(),(),( PfRPfRPfRPfR  

  )(),(),())(()( fRPfRPfRdxxfdxxf
b

a

b

a



   
b

a

b

a

dxxfdxxfPfRPfRfR )())((),(),()(

ومن ھذا نستنتج أن 
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 
b

a

b

a

dxxfdxxf )())(( 

)4.6.2(مبرھنــة
,لتكن كل من  :[ , ]f g a b   فان الدالةقابلة للتكامل الریماني دالة مقیدة ،gf  الریمانيتكون قابلة للتكامل

],[على  ba وان

 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()(

:البرھان 
,بما أن كل من  :[ , ]f g a b   فان كل من  الریمانيقابلة للتكامل دالة مقیدة ،]),[,( bafD ،]),[,( bagD

مجموعة مھملة  ]),[,(]),[,( bagDbafDمجموعة مھملة
),],([),],([),],([),],([بما أن   bagDbafDbagfDbagfD مجموعة مھملة
gfالدالةوعلیھ   على الریمانيتكون قابلة للتكامل],[ ba .تجزئة وكذلك لكلP للفترة],[ ba  نحصل على

),(),(),(),(),(),( PgRPfRPgfRPgfRPgRPfR 

),(),(),(),(),(),(وعلیھ  PgRPfRPgfRPgfRPgRPfR 
0لیكن 

],[على الفترة بلة للتكامل الریمانيقاgوالدالة fبما أن كل من الدالة  ba 1توجد تجزئةP للفترة],[ ba

],[للفترة 2Pوتجزئة  ba بحیث أن

2
),(),(

2
),(),( 2211


 PgRPgRPfRPfR

21نضع  PPPP  تجزئة للفترة],[ ba 1وتنعیم لكل منP ،2P



 
),(),(),(),(

),(),(),()(),(),(),(),(),(

2121

21

PgRPfRPgRPfR

PgRPfRPgfRgfRPgfRPgRPfRPgRPfR

وبالمثل 

  ),(),()()(),(),( 2121 PgRPfRdxxgdxxfPgRPfR
b

a

b

a

وعلیھ 

 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()(

أي عدد موجب، فان  بما أن  
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()(

: برھان أخر
gfالدالةممكن أن نبرھن على أن  على الریمانيتكون قابلة للتكامل],[ ba بدون استخدام مبرھنة لیبیك في
0لیكن :  التكامل الریماني وكالاتي 
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gfبما أن كل من   ],[على الریمانيقابلة للتكاملدالة , ba 1توجد تجزئةP للفترة],[ ba 2وتجزئةP للفترة
],[ baبحیث أن

),()()(),( 11 PfRdxxfdxxfPfR
b

a

b

a

  

),()()(),( 22 PgRdxxgdxxgPgR
b

a

b

a

  

21نضع  PPPP  تجزئة للفترة],[ ba},,{ 21 nJJJP 
}:)(inf{}:)(inf{}:))(inf{( iiiiii JxxgmJxxfmJxxgfm 

}:)(sup{}:)(sup{}:))(sup{( iiiiii JxxgMJxxfMJxxgfM 

 iiiiii mmmMMMو علیھ نحصل على
),(),(),(),(),(),( PgRPfRPgfRPgfRPgRPfR 

 ),(),(),(),(),(),( PgRPfRPgfRPgfRPgRPfR فان
),(),(),(),(),(),( PgRPgRPfRPfRPgfRPgfR 

1ولكن  1 2 2( , ) ( , ) , ( , ) ( , )
2 2

R f P R f P R g P R g P
 

      فان ),(),( PgfRPgfR

 gfعلى الریمانيقابلة للتكامل],[ baوأكثر من ذلك ،
1 22 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )R f R g R f P R g P R f P R g P R f g P R f g           

  )(2 gfRgRfR  وبالمثل نبرھن2)(   gRfRgfR وعلیھ
 2)()(2   gRfRgfRgfRgRfR

أي عدد موجب، فانبما أن   gRfRgfRgfRgRfR )()(

gfبما أن كل من ],[علىالریمانيقابلة للتكاملدالة , ba

  fRfRdxxf
b

a

)و )( )
b

a

g x dx R g R g   

وعلیھ  
b

a

b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfgfRgfRdxxgdxxf )()()()()()(

 
b

a

b

a

b

a
dxxgdxxfdxxgf )()())((

)5.6.2(نتیجة
,لتكن كل من  :[ , ]f g a b  ولتكن قابلة للتكامل الریمانيدالة مقیدةR gfفان الدالة,   تكون

],[على الریمانيلتكامل قابلة ل ba وان

 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()( 

)6.6.2(مبرھنــة
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,لتكن كل من  :[ , ]f g a b  فان قابلة للتكامل الریماني دالة مقیدة ،

)(0أي أن (0fإذا كانت  ) 1( xf لكل],[ bax  ( 0فان)( 
b

a

dxxf

gfإذا كانت ) 2( ) أي أن)()( xgxf  لكل],[ bax ( فان 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

Rإذا كانت ) 3( بحیث أن ,  )(xf لكل],[ bax فان)()()( abdxxfab
b

a

  

:البرھان 
)(0بما أن )1( xf لكل],[ bax 0),( PfR لكل  تجزئةP للفترة],[ ba0 fR

],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيfدالة بما أن  ال ba  fRfRdxxf
b

a

)( 0)(
b

a

dxxf

fghنضع )2( 

)()(بما أن   xgxf  لكل],[ bax 0)(xh لكل],[ bax  0وعلیھ)( 
b

a

dxxhولكن

0)())(()()(  
b

a

b

a

b

a

b

a

dxxhdxxfgdxxfdxxg( ) ( ) ( ) ( ) 0
b b b b

a a a a

f x dx g x dx g x dx f x dx       
)2(اشرة من بم)3(

)7.6.2(مبرھنــة
]:الدالة المقیدة لتكن  , ]f a b   الدالة، فانقابلة للتكامل الریمانيfعلى الفترة قابلة للتكامل الریماني],[ ba

وان 

 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(

: البرھان
],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيfبما أن  الدالة  ba فان ،]),[,( bafDلة مجموعة مھم

),],([),],([),],([بما أن   bafDbafDbafD مجموعة مھملة
],[على الریمانيتكون قابلة للتكاملfالدالةوعلیھ   ba

0لیكن :برھان أخر
],[رة على الفتقابلة للتكامل الریمانيfبما أن  الدالة  ba فانھ توجد  تجزئة ،P للفترة],[ ba بحیث أن

 ),(),( PfRPfR

},,{ 21 nJJJP 

}:)(inf{}:)(inf{ iiii JxxfmJxxfm 

}:)(sup{}:)(sup{ iiii JxxfMJxxfM 

 iiii mMmMعلیھ نحصل على و
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 ),(),(),(),( PfRPfRPfRPfR

],[على الریمانيتكون قابلة للتكاملfالدالةوعلیھ   ba

fffdxxfdxxfdxxfبما أن 
b

a

b

a

b

a

  )()()( 
b

a

b

a

dxxfdxxf )()(

ملاحظة
]:إذا كانت  , ]f a b  الدالة دالة المقیدة وكانتfعلى الفترة قابلة للتكامل الریماني],[ ba، فانھ لیس من
],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة fأن تكون الدالةالضروري ba

)8.6.2(مبرھنــة
,لتكن كل من  :[ , ]f g a b  فان قابلة للتكامل الریماني دالة مقیدة ،

],[على الریمانيقابلة للتكامل 2fالدالة ) 1( ba

],[على الریمانيقابلة للتكامل fgالدالة) 2( ba

إذا كانت الدالة )3(
f

],[على الریمانيقابلة للتكامل مقیدة فأنھا 1 ba

:البرھان 
0لیكن )1(

okیوجد مقیدة ، fبما أن الدالة   بحیث أنkxf )( لكل],[ baJx 

],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيfبما أن  الدالة  ba توجد تجزئة}...{ 10 bxxxaP n 

],[للفترة  baبحیث أن

k
PfRPfR

2
),(),(




k
xmMxmxMPfRPfR

n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii 2

)(),(),(
111


 



kMmkmMوكذلك  iiii  2

 0إذا كانتfفان















k
kxmMkxmMk

xmMmMxmMxmxMPfRPfR

n

i
iii

n

i
iii

n

i
iiiii

n

i
iii

n

i
ii

n

i
ii

2
2)(2)(2

))(()(),(),(

11

11

22

1

2

1

222

 2الدالةf على الریمانيقابلة للتكامل],[ ba

 0إذا كانتf

],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيfبما أن  الدالة  ba  الدالةfعلى الفترة قابلة للتكامل الریماني],[ ba

2الدالة 0fبما أن 
f على الریمانيقابلة للتكامل],[ ba

22ولكن 
ff  2الدالةf على الریمانيللتكامل قابلة],[ ba

)2(
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gfبما أن كل من  ],[على الفترة قابلة للتكامل الریمانيدالة , ba  فان كل من ،]),[,( bafD ،
]),[,( bagD مجموعة مھملة ]),[,(]),[,( bagDbafDمجموعة مھملة

),],([),],([),],([),],([بما أن   bagDbafDbafgDbafgD مجموعة مھملة
],[الفترةعلى الریمانيقابلة للتكاملfgالدالةوعلیھ   ba

:برھان أخر 
gfبما أن كل من  222ل من ، فان كقابلة للتكامل الریمانيدالة , )(,, gfgf  قابلة للتكامل دالة

الریماني
)(222وعلیھ الدالة  gfgf  على الفترة قابلة للتكامل الریمانيدالة],[ ba

))((ولكن
2

1 222 gfgffgfg  الفترةعلى الریمانيقابلة للتكاملدالة],[ ba

Mean Value Theorem for Integralمبرھنة القیمة الوسطى للتكامل )9.6.2(مبرھنــة
]:إذا كانت الدالة  , ]f a b  مستمرة ، فانھ یوجد],[ bac بحیث أن

 
b

a

abcfdxxf ))(()(

: البرھان
]:بما أن الدالة  , ]f a b  على الفترة قابلة للتكامل الریماني مستمرة فأنھا مقیدة و],[ ba و كذلك لھا قیمة

، أي أن 0yعند النقطة وقیمة عظمى مطلقة 0xعند النقطة صغرى مطلقة   )(,)( 00 yfxf ولذلك
فان    )(xf لكل],[ baxنحصل على ) 6مبرھنة ) 3((وعلیھ من

)()()( abdxxfab
b

a

  

0بما أن  ab


  
b

a

dxxf
ab

)(
1

إذا كانت    فان
  )()(
1

0xfdxxf
ab

b

a

 وعلیھ))(()( 0 abxfdxxf
b

a

 0، أي أنxc 

أما إذا كانت   فان    . ضع
b

a

dxxf
ab

ss )(
1



0بما أن الدالة  0:[ , ]f x y  مستمرة فأنھا تحقق خاصیة القیمة المتوسطة ، فانھ یوجد],[ 00 yxc بحیث أن
scf )(

],[],[],[بما أن  00 bayxbac  وان
b

a

dxxf
ab

scf )(
1

)())((وعلیھ )( abcfdxxf
b

a



ملاحظـــة
سترمز لمجموعة الدوال المقیدة المعرفة على الفترة المغلقة],[ baبالرمز],[ ba. أن إثباتویمكن بسھولة],[ ba

],[فضاء جزئي من فضاء الدوال الحقیقیة المعرفة على ba أخرىوبعبارة.



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

35

,],[كان إذا bagf  ،,   فــان],[ bagf  
],[إثباتیمكن وأیضا ba جبر جزئي من جبر الدوال المعرفة على],[ ba ، كان إذاأي نبرھن],[, bagf 

],[فــــأن bafg .
فترة المغلقةالمعرفة على الستمرةسترمز لمجموعة الدوال الم],[ baبالرمز],[ baC. أن إثباتویمكن بسھولة
],[ baCفضاء جزئي من],[ ba أخرىوبعبارة.

,],[كان إذا baCgf  ،,   فــان],[ baCgf  
],[إثباتیمكن أیضاو baC جبر جزئي من],[ ba ، كان إذاأي نبرھن],[, baCgf فــــأن],[ baCfg 
 المقیدة القابلة للتكامل ریمانیا على الفترة المغلقةسترمز لمجموعة الدوال],[ ba بالرمز],[ baR. إثباتویمكن

],[أن  baRفضاء جزئي من],[ ba) أخرىوبعبارة ) 4، 3راجع المبرھنتین.
,],[كان إذا baRgf  ،,   فــان],[ baRgf  

],[إثباتیمكن وأیضا baR جبر جزئي من],[ ba) كان إذاأي نبرھن ، ) 8راجع المبرھنة],[, baRgf 
],[فــــأن baRfg 

],[],[],[ babaRbaC 

ملاحظة 
تكامل ریمان  ھو 

:أن الدالة ، أي )5راجع النتیجة (دالة خطیة ) 1( [ , ]R a b   خطیة، بعبارة أخرى

,],[إذا كانت baRgf  ،,  فــان 
b

a

b

a

b

a

dxxgdxxfdxxgf )()()()( 

:، أي أن الدالة ) 6راجع المبرھنة (دالة رتیبة ) 2( [ , ]R a b   رتیبة ،  بعبارة أخرى

,],[إذا كانت baRgf  بحیث أنgf  فان 
b

a

b

a

dxxgdxxf )()(

:دالة غیر متباینة ، أي أن الدالة ) 3( [ , ]R a b   غیر متباینة  ،  بعبارة أخرى

,],[إذا كانت baRgf  بحیث أن 
b

a

b

a

dxxgdxxf gfیكونأنلیس من الضروري فانھ )()( .

والمثال التالي یوضح ذلك 

]:لتكن الدالة  1,1]f   معرفة بالصیغةxxf )( 1,1[لكل[x  . فان



1

1

0)( dxxf 0ولكنf

)10.6.2(ھنــةمبر
]:لتكن الدالة  , ]f a b   0إذا كان . مستمرة  وغیر سالبة)( 

b

a

dxxf 0فانf

:البرھان 
0],[یوجد 0fنفرض : سنبرھن بطریقة التناقض  bax  0بحیث أن)( 0 xf ولكن الدالةf غیر

سالبة  0)( 00 xfy
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(مستمرة وان الفترة المفتوحةfبما أن الدالة 
2

3
,

2

1
( 00 yy 0تحتوي على النقطةyفتوحة ، فانھ توجد فترة مV في

 0تحتوي علىx بحیث أن)
2

3
,

2

1
(]),[( 00 yybaVf  . من ھذا نستنتج انھ توجد فترة مغلقة],[ dcB 

],[في  ba 0تحتوي علىx 0بحیث أن)( xf لكلBx

مغلقة ومقیدة فأنھا مرصوصة Bبما أن الفترة 
min{0)(:{لتكن Bمستمرة فأنھا تمتلك  قیمة صغرى مطلقة على fبما أن الدالة  Bxxfmm 

)(0بما أن xf لكل],[ bax  0)()()( cdmdxxfdxxf
d

c

b

a

وھذا تناقض  0)(xf لكل],[ bax.

ملاحظة
إذا كانت  nf من الدوال المقیدة القابلة للتكامل ریمانیا على الفترة متتابعة],[ ba وكانتff n  فانھ لیس من

],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة fالضروري أن تكون ba والمثال التالي یوضح ذلك

)11.6.2(مثال
],[رة المغلقة تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفتAلتكن  ba . لكلNn نعرف الدالة:[ , ]nf a b   على

:النحو الأتي 









Bx

Bx
xf n ,2

,3
)(

ArrrBحیث  n  },,,{ 21    . نلاحظ أنBbafD n ]),[,( لكلNn

),],([بما أن  bafD مجموعة منتھیة]),[,( bafD n مجموعة مھملة وعلیھ الدالةnf قابلة للتكامل الریماني

],[على الفترة  ba لكلNn  (2)(وكذلك( abdxxf
b

a

n 
]:ولتكن الدالة  , ]f a b رفة على النحو الأتي مع:









Ax

Ax
xf

,2

,3
)(

ffنلاحظ أن  n  ولكنf لیس  قابلة للتكامل الریماني على الفترة],[ baوان ھذا التقارب غیر منتظم.
ملاحظة
إذا كانت  nf ل المقیدة القابلة للتكامل ریمانیا على الفترة من الدوامتتابعة],[ ba وكانتff n  بحیث أن الدالة

f قابلة للتكامل الریماني على الفترة],[ ba فانھ لیس من الضروري أن یكون

 
b

a

b

a

n dxxfdxxf )()(

أنأي 

lim ( ) lim ( ) ( )
b b b

n n
n n

a a a

f x dx f x dx f x dx
 

   
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والمثال التالي یوضح ذلك 
)12.6.2(مثال
nf[0,1]:نعرف الدالة Nnلكل   على النحو الأتي:






















1
2

,0

21
,2

1
0,

)( 2

2

x
n

n
x

n
nxn

n
xxn

xf n

وكذلكNnلكل ]1,0[على الفترة للتكامل الریماني قابلة nfمستمرة وعلیھ  الدالة nfالدالة 

1)0()2()(
1

2

2

1

2

1

0

2
1

0

 
n

n

n

n

n dxdxnxnxdxndxxf

})({فان المتتابعة العددیة 
b

a

n dxxf{ومن جھة أخرى  المتتابعة . }1{تقترب إلى المتتابعة{ nf إلى الدالة تقترب

0الصفریة ، أي أن  ff n وان ]1,0[ومن الواضح أن ھذة الدالة قابلة للتكامل الریماني على الفترة

0)( 
b

a

dxxf

lim)(1ولكن    
b

a

n
n

dxxf 0وكذلك)()(lim   

b

a

b

a

n
n

dxxfdxxf وعلیھ 
b

a

b

a

n dxxfdxxf )()(

)13.6.2(مبرھنة
إذا كانت  nf من الدوال المقیدة القابلة للتكامل ریمانیا على الفترة متتابعة],[ ba وكانتff u

n  فان الدالةf

],[قابلة للتكامل الریماني على الفترة  ba  وان

 
b

a

b

a

n dxxfdxxf )()(

أي أن 


b

a

b

a

n
n

b

a

n
n

dxxfdxxfdxxf )()(lim)(lim

:البرھان 
ffبما أن  u

n  وكل من الدوالnf مقیدة على الفترة],[ ba فان الدالةf مقیدة على الفترة],[ ba

بحیث إن kیوجد عدد صحیح موجب0بالإضافة إلى ھذا  لكل 

)(2
)()(

ab
xfxf n 


 لكلkn  ولكلXx.

],[قابلة للتكامل ریمانیا على الفترة nfوال بما أن كل من الد ba فكل  من المجموعات ،]),[,( bafD n مجموعة
.مھملة 
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نضع 





1

]),[,(
n

n bafDD وعلیھD مجموعة مھملة

DbaDحیث  Dتكون مستمرة على المجموعة nfمن الواضح أن كل من الدوال  |],[

ffبما أن  u
n  فان الدالةf مستمرة علىD  أي أن،DbafD ]),[,(

]),[,( bafD مھملة وعلیھ الدالة مجموعةf قابلة للتكامل الریماني على الفترة],[ ba

knوالآن لكل   






  2

)(
)(2

)()())()(()()( ab
ab

dxxfxfdxxfxfdxxfdxxf
b

a

n

b

a

n

b

a

b

a

n

 
b

a

b

a

n dxxfdxxf )()(

Differentiation and Riemannالاشتقاق والتكامل الریماني7.2 Integration
)1.7.2(مبرھنة

f:ولتكن في فترة مفتوحةلتكن   منكل فترة جزئیة مغلقةعلىمقیدة وقابلة للتكامل الریمانيدالة .
F:ة، فان الدالaإذا كانت     لكل : التالیة المعرفة بالصیغةax 


x

a

dttfxF )()(

)(0وان  aF مستمرة تكون
:البرھان

f:بما أن الدالة      نضع . مقیدة]},[:)(sup{ baxxfM لكل فانyx, نحصل على

yxMdttfdttfdttfyFxF
y

x

y

a

x

a

  )()()()()(

، نأخذ 0والآن إذا كان 
M


  ولھذا

إذا كان  yx فان )()( yFxF

.بانتظاممستمرةFوعلیھ الدالة 
)التكامل ھو عكس التفاضل ( ن المقصود بالعبارة المبرھنة التالیة تبی

)2.7.2(مبرھنة
f:ولتكن في فترة مفتوحةلتكن   إذا كانت . مستمرةدالةaفان الدالة ،:F    المعرفة

axلكل : التالیة بالصیغة 


x

a

dttfxF )()(

)(0وان  aF قابلة للاشتقاق  وان تكونfF 
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:البرھان
0hلیكن . 0xلیكن 

dttf
h

tfdttf
hh

xFhxF hx

x

x

a

hx

a




 0

0

00

)(
1

))()((
1)()( 00

],[لقیمة الوسطى للتكامل ، یوجد باستخدام مبرھنة ا 00 hxxc بحیث أن

hcfxhxcfdttf
hx

x

)())(()( 00

0

0




)(وعلیھ فان 
)()( 00 cf

h

xFhxF




)(lim
)()(

lim)(
0

00

0
0 cf

h

xFhxF
xF

hh 





],[بما أن 0000 hxxchxcx  0إذا كانh 0فانxc وعلیھ)()(lim 0
0

xfcf
h




 )()( 00 xfxF . 0وبالمثل نبرھن  في حالةh وكذلك تبرھن في حالةac  أوbc 

)3.7.2(مبرھنة
]:لتكن , ]f a b الدالةولتكن،مستمرة دالة:[ , ]g a b حیث أندالة ب)()( xfxg  لكل],[ bax ،

],[فان لكل  bax نحصل على

)()()( agxgdttf
x

a


: البرھان

]:نعرف الدالة  , ]F a b   بالصیغة
x

a

dttfxF ],[لكل )()( bax .تكون )  3(ھنة باستخدام  المبر

gFالدالة   قابلة للاشتقاق على الفترة],[ ba 0و)(  gFgF

cxgxFبحیث أن cفي المحاضرة الثالثة ، یوجد عدد ) 4(وباستخدام المبرھنة  ],[لكل )()( bax
)(0بما أن  aF فانcag )( وعلبھ لكل],[ bax فان

)()()()()( agxgcxgxFdttf
x

a


)4.7.2(نتیجـــــة

]:لتكن , ]f a b دالةفانھ توجد ،مستمرة دالة:[ , ]g a b قابلة للاشتقاق  بحیث أن)()( xfxg  لكل
],[ bax . بالإضافة إلى ھذا ، لكل دالة أخرى:[ , ]h a b  لھا الخاصیة نفسھا)()( xfxh  لكل],[ bax ،

cghأنبحیث cیوجد ثابت  .
لمبرھنـة الأساسیة لحساب التفاضل والتكاملاتالیة تسمى المبرھنة ال

)5.7.2(مبرھنة
]:لتكن , ]f a b  مقیدة وقابلة للتكامل الریماني على الفترة دالة],[ ba،الدالةولتكنRbag ],[: دالة

)()(بحیث أن xfxg  لكل],[ bax فان ،
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)()()( agxgdttf
b

a


:البرھان
}{لتكن  10 bxxxaP n   تجزئة للفترة],[ ba

iiقابلة للاشتقاق ، باستخدام  مبرھنة القیمة الوسطى ، یوجد gبما أن الدالة  Jt  بحیث أن

1

1)()(
)(









ii

ii
i xx

xgxg
tg

  ))(()()())(()()( 1111 iiiiiiiiii xxtgxgxgxxtfxgxg

niJxxfmJxxfM iiii ,,2,1},:)(inf{},:)(sup{ 

)())(()(فان  111   iiiiiiiii xxMxxtfxxm  )()()()( 111 iiiiiiii xxMxgxgxxm

 










n

i
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n
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iii xxMxgxgxxm

1
1

1
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1
1 )())()(()(

 







n

i
iii

n

i
iii xxMagbgxxm

1
1

1
1 )()()()( ),()()(),( PfRagbgPfR

],[ني على الفترة قابلة للتكامل الریماfبما أن الدالة  ba  فان ،)()()( agxgdttf
b

a


)Leibniz's Ruleقاعدة لیبتز ( )  6.7.2(مبرھنة

]:كانت الدالة إذا , ]f a b   مستمرة وكانت كل من الدوال:[ , ]u a b   ،:[ , ]v a b   قابلة
],[للاشتقاق عند كل  bax فــأن

 
)(

)(

))(())(()(
xv

xu dx

du
xuf

dx

dv
xvfdttf

dx

d

Riemann-Stieltjes integralستیلتجس –تكامل ریمـان 8.2
تكامل الآنللتكامل یطلق علیھ أخرمفھوم إلىم من الوصول 1894سنة ستیلتجستمكن الریاضي الھولندي 

بعض خواص ھذا أوكامل وفیما یلي تعریف عمومیة من مفھوم ریمان للتأكثرستیلتجس والذي ھو –ریمان
.التكامل
)1.8.2(تعریف
]:لتكن , ]f a b   دالة مقیدة ولتكن:[ , ]a b   لكل تجزئة .متزایدة دالة}...{ 1 bxxxaP n  

],[للفترة baJ  .  نعرف)()( 1 iii xx  لكلni ,,2,1  . أنبماii xx 1  وان غیر
متناقصة  0i لكلni ,,2,1 .

نعرفالآن





n

i
ii

n

i
ii mPfRSMPfRS

11

),,(,),,( 

iiحیث  mM كما في تكامل ریمان,
niJxxfmJxxfM iiii ,,2,1},:)(inf{},:)(sup{ 
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),,(,),,(لق على العددین یط  PfRPfRالأعلى ومجموع ریمانستیلتجس –على التوالي اسم مجموع ریمان–
:ن نبرھن الآتــي وبنفس الطریقة التي برھنا بھا في تكامل ریما.Pلتجزئة واإلى بالنسبةfالأسفل للدالةستیلتجس 

)1 (),,(),,(  PfRSPfRS  لكل تجزئةP للفترة],[ ba.
QP(Pتجزئة منعمة للتجزئة Qكان إذا) 2( (فـــــأن

),,(),,(,),,(),,(  PfRSQfRSPfRSQfRS 
],[تجزئة للفترة,QPكانت كل من إذا) 3( baفـــــان

),,(),,(  PfRSQfRS 
نضـــــع

}P تجزئة للفترة],[:),,({),( baPfRSfRS  
}P تجزئة للفترة],[:),,({),( bapfRSfRS  

0},{كانت إذا baP فـــأن

))()((),,(

))()((),,(

0

0

abmPfRS

abMPfRS






حیــــث
}:)(inf{,}:)(sup{ JxxfmJxxfM 

وعلیـــــــھ
)1 (( , )RS f     لان),(),,( 0  fRSPfRS 

)2 (( , )RS f  لان),(),,( 0  fRSPfRS 

)3 (),( fRS  مقیدة من الأسفل لكل عنصر من),( fRS

)4 (),( fRS   مقیدة من الأعلى لكل عنصر من),( fRS

:على النحو بالنسبة للدالة fلدالةولھذا نستطیع أن نعرف التكامل الأعلى والتكامل الأسفل ل








)},(sup{

)},(inf{





fRSfdRS

fRSfdRS

ومن الممكن أن نبرھن على أن 
   fdRSfdRS

)2.8.2(تعریف
]:لتكن  , ]f a b  دالة مقیدة ولتكن:[ , ]a b  یقال عن الدالة .متزایدة دالةf قابلة للتكامل بالنسبة بأنھا
ستیلتجس إذا كان -حسب مفھوم ریمانللدالة 

   fdRSfdRS

وفي ھذه الحال نكتب القیمة المشتركة للتكاملیین الأعلى والأسفل بالرمز  fd أو
b

a

fd.

:ملاحظـــــــة
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xxأي أن ( دالة ذاتیة كانت إذا )( لكل],[ bax . (ستیلتجس یصبح تكامل ریمان -فان تكامل ریمان

وان الرمز 
b

a

fd  یصبح
b

a

fdx

) 3.8.2(مثال
]:لتكن  , ]f a b   دالة مقیدة ولتكنRba ],[:ثابتة حیث دالةcx )( لكل],[ bax فان الدالةf

0وان قابلة للتكامل بالنسبة إلى 
b

a

fd

:الحل
0)()( 1   ccxx iii 





n
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n

i
ii mPfRSMPfRS
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0),,(,0),,( 

0,0    fdRSfdRS

وعلیھ    fdRSfdRS وھكذا فان الدالةf قابلة للتكامل بالنسبة إلى 0وان
b

a

fd

)4.8.2(مثال
]:لتكن  , ]f a b   ثابتة حیث دالةcxf )( لكل],[ bax ولتكنRba ],[:فان .غیر متناقصة دالة

))()((وان قابلة للتكامل بالنسبة إلى fالدالة  abcfd
b

a

 
:الحل

],[تجزئة للفترة Pلتكن  ba

1
1

( ) ( ), ( ) ( )
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i i i i
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x x b a     
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     
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 
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iii abcccMPfRS

1 11
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i
iii abcccmPfRS

1 11

))()((),,( 

))}()(({),())},()(({),( abcfRSabcfRS  

inf{ ( , )} ( ( ) ( ))

sup{ ( , )} ( ( ) ( ))

RS fd RS f c b a

RS fd RS f c b a

   

   

  

  




وعلیھ    fdRSfdRS وھكذا فان الدالةf قابلة للتكامل بالنسبة إلى وان))()(( abcfd
b

a

 
)5.8.2(مثال
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f[0,1]:لتكن الدالة    معرفة بالصیغةxxf )( 1,0[لكل[x [0,1]:ولتكن الدالة   معرفة
)(2بالصیغة  xx  1,0[لكل[x . برھن على أن  الدالةfبالنسبة إلى قابلة للتكامل وان

 
1

0

2

3

2
xdx

:الحل
دالة غیر متناقصة على تلك الفترةوان ]1,0[على الفترة مقیدةfالدالة  من الواضح أن

.من الفترات الجزئیة المتساویة الطولnمكونة من ]1,0[تجزئة للفترة nPلتكن nلكل عدد صحیح موجب 
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  لكلn

بما أن    fRSfRSd وھذا یناقض خاصیة ارخمبدس وعلیھ  0  fRSfRS
1

2
0

1 3 1 2
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6 3
f x dx R f R f n

n n
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f x dx R f R f n
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ینتج من ھذا أن 
3

21

0

2   fRSfRSxdx

ملاحظة 
یمكن ان تبرھن بنفس ستیلتجس و-إن معظم الخواص الأولیة لتكامل ریمان تبقى صحیحة في حالة تكامل ریمان

.بعض ھذه الخواص سنسردفیما یلي و . الأسلوب المتبع في حالة تكامل ریمان

,كل من  لتكن ) 1( :[ , ]f g a b بالنسبة إلى الدالة غیر المتناقصة دالة قابلة للتكامل:[ , ]a b  ولتكن
1 2,r r  فان الدالةgrfr 21  قابلة للتكامل بالنسبة إلى وأن

 
b

a

b

a

b

a

gdrfdrdgrfr  2121 )(

]:إذا كانت الدالة) 2( , ]f a b  1كل من الدالتین غیر المتناقصتین قابلة للتكامل بالنسبة إلى 2, :[ , ]a b  
21ولیكن  , rrعددین حقیقیین غیر سالبین فان الدالةf 2211إلىقابلة للتكامل بالنسبة  rr وأن

 
b

a

b

a

b

a

fdrfdrrrfd 22112211 )( 

]:إذا كانت الدالة)3( , ]f a b الدالة غیر المتناقصة قابلة للتكامل بالنسبة إلى:[ , ]a b وكانت
bca  فان الدالةf إلىقابلة للتكامل بالنسبةلى كل من الفترتین ع],[ ca و],[ cb وان

 
b

c

c

a

b

a

fdfdfd 

ملاحظــــــة
:ستیلتجس ھما -من نقاط الاختلاف بین تكامل ریمان وتكامل ریمان 

],[على كل من قابلة للتكامل بالنسبة للدالة fكانت الدالة إذا ca و],[ cb فلیس من الضروري أن تكون قابلة
],[على الفترة للتكامل بالنسبة للدالة  ba.والمثال التالي یوضح ذلك.

)6.8.2(مثال
,كل من لتكن  :[0, 2]f   على النحو الأتي معرفة دالة :

















21,1

10,0
)(

21,1

10,0
)(

x

x
x

x

x
xf 

وان قابلة للتكامل بالنسبة إلى fالدالة فان الدالة فان]1,0[دالة ثابتة على الفترة بما أن 

0
1

0

 fd

وان قابلة للتكامل بالنسبة إلى fالدالة فان ]2,1[ثابتة على الفترة fوكذلك بما أن الدالة 

101))()((
2

1

 abcfd 

؟ لماذا.]2,0[على الفترة تكامل بالنسبة إلى غیر قابلة للfولكن الدالة  
)7.8.2(مبرھنـة 
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]:كانت الدالة إذا , ]f a b  فانمستمرةf قابلة للتكامل بالنسبة لكل دالة غیر متناقصة الفترة على],[ ba.
)8.8.2(مبرھنــة 

,لتكن كل من   :[ , ]f g a b  إذا كانت. غیر المتناقصةدالةfبالنسبة إلىقابلة للتكاملgفان الدالة ،g تكون
وان fبالنسبة إلىقابلة للتكامل

 
b

a

b

a

gdfagafbgbffdg )()()()(

.ستیلتجس -وھو ما یسمى طریقة التجزئة لتكامل ریمان
)9.8.2(مبرھنــة

],[لتكن  baRf  ولتكن الدالة:[ , ]g a b   مستمرة وغیر متناقصة وانg  مستمرة على الفترة

],[ ba فان الدالةf إلىتكون قابلة للتكامل بالنسبةg وان  
b

a

b

a

dxxgxffdg )()(

) Infinite Integrands(المكاملات اللانھائیة9.2
ھا تكون لا نھائیة عند نقطة واحدة من التكاملات المقفلة والتي صور تكاملھا محددة ولكن مكاملاتأخریوجد نوع 

.أو أكثر من نقطة في فترة التكامل 
)1.9.2(تعریف 

]:لتكن  , )f a b   دالة مستمرة ولیكن


)(lim xf
bx

نعرف. 

 


t

a
bt

b

a

dxxfdxxf )(lim)(

.للتكامل  الأدنىائیـــا عند الحد یستخدم تعریف مشابھ عندما یصبح المكامل لا نھ.بشرط أن ھذه الغایة موجودة 
:كانت الدالة إذا) 1( ( , ]f a b   مستمرة وكان


)(lim xf

ax
عندئذ . 

 


b

t

b

a
at

dxxfdxxf )(lim)(

.بشرط أن ھذه الغایة موجودة  
]:كانت الدالة إذا) 2( , ]f a b   مستمرة عدا النقطةc  حیثbca كانت إذا


)(lim xf

cx
عندئــــذ . 

  
b

c

b

a

c

a

dxxfdxxfdxxf )()()(

.موجود  الأیمنبشرط أن كلا من التكاملین في الطرف 
)Improper Integrals(لة عتالتكاملات الم10.2

.لة عتات حدود تكامل لا نھائیة تسمى بالتكاملات المنوع من التكاملات المحددة ذإلىسنتطرق 
)1.10.2(تعریـف 
]:لتكن  , )f a  دالة مستمرة  تعرف

 





a

t

a
t

dxxfdxxf )(lim)(
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یقال عن التكامل 


a

dxxf وبصورة متشابھة .كانت الغایة موجودة وبخلاف ذلك یقال عنھ متباعدإذامتقارب )(

.للتكامل لا نھائیا وعندما یكون حدا التكامل لا نھائیین الأدنىعندما یكون الحد عتلرف التكامل المنع

كانت الدالة إذا: ( , )f b   عندئذ . مستمرة





b

t

b

t
dxxfdxxf )(lim)(

ویقال عن التكامل 


b

dxxf . انت الغایة موجودة  وبخلاف ذلك یقال عنھ متباعد كإذامتقارب )(

كانت الدالة إذا:f   مستمرة عندئذ  


 




c

c

dxxfdxxfdxxf )()()(

.انمتقاربالأیمنبشرط أن كلا التكاملین  الممثلین في الطرف . ھو ثابت اختیاري معطى cحیث 
)2.10.2(مثال

 





1 1
22

1)
1

1(lim
1

lim
1

t
dx

x
dx

x t

t

t

)3.10.2(مبرھنــة
]:لتكن  , )f a    كانت إذا. دالة لیست متناقصةf بالعدد الأعلىمقیدة من فأن)(lim xf

x 
موجود وان  




)(lim xf
x

.

)4.10.2(تعریف
g:یقال عن الدالة ) . تكون محددة أنلیس بالضرورة ( فترة جزئیة من لتكن   بأنھا مھیمنة أو تتحكم

)Dominate ( بالدالة:f I   أذا كان)()( xgxf  لكلx.
المقارنة اختیار)5.10.2(مبرھنــة

]:لتكن كل من  , )f a    ،:[ , )g a    دالة بحیث أنgتھیمن علىf .كانت إذا],[, baRIgf  وكان

عتلالتكامل الم


a

dxxg عتلمتقاربـا فان التكامل الم)(
b

a

dxxf .یكون متقاربا أیضـــا  )(
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Measureالقیاس . 3

Lengths of Bounded Open  Setsأطوال المجموعات المفتوحة المقیدة 1.3
)1.1.3(تعریف

، أي أن فترة مفتوحة مقیدة فيلتكن  أو ( , ) :a b x a x b       .طول)Length( الفترة
ویعرف كالأتيL)(یرمز لھ بالرمز

, ( , )
( )

0 ,

b a a b
L


  

    
)2.1.3(مثال 

)(538أن ف)8,3(إذا كانت  )  1( L

)(6)2(8ن أف)6,2(إذا كانت  )  2( L

)2,4(إذا كانت  )  3( (2)4(2ن أف( L

)3.1.3(مبرھنة 
21فترة مفتوحة مقیدة وكانت,21إذا كانت كل من   فان)()( 21  LL.

:البرھان 
),,(),(لتكن  222111 baba 

21بما أن    2112 , bbaa1 1 2 1 2 2b a b a b a      )()( 21 LL

)4.1.3(مبرھنة
nإذا كانت كل من ,,,, 21 رة مفتوحة مقیدة وكانتفت

n

k
k

1

فان



n

k
kLL

1

)()(

:البرھان
بطریقة الاستقراء الریاضي 

11عندما   n (نحصل على ) 3.1.3(، باستخدام المبرھنة()( 1 LL

rnنفرض العلاقة صحیحة عندما    أي إذا كان ،
r

k
k

1

فان



r

k
kLL

1

)()(

1الآن یجب نبرھن على صحة العلاقة عندما  rn


r

k
rk

r

k
k

1
1

1

1 








1

1 1 1
1 11 1

( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( )
r r r r

k r k r k r k
k kk k

L L L L L L


  
  

                
1إذن  العلاقة صحیحة عندما  rn صحیحة لجمیع قیمnمن الأعداد  الصحیحة الموجبة

)5.1.3(مبرھنة 
,,,إذا كانت كل من 21 فترة مفتوحة مقیدة وكانت






1k
kفان






1

)()(
k

kLL.
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:البرھان 
),(أو فترة مفتوحة مقیدة فان بما أن  ba

إذا كانت    فان المبرھنة واضحة، أما إذا كانت),( ba
),,(),(ولتكن 0لیكن  01   bbaa  1{العائلة:{  kk تكون غطاء مفتوح للفترة],[ ba

],[بما أن الفترة المغلقة   ba  مجموعة مرصوصة ، فأنة یوجد عدد منتھي من الفترات المفتوحة تغطي الفترة المغلقة
],[ ba  وبالتالي تغطي الفترة المفتوحة),( baي أن ، أ

n  01

1 0 1 1 0
1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 2 ( ) 4 ( )

n k
k

k k
k k

L L L L L L L L

L L  



 


 

 

                

      



 

 

ینتج أن  اختیاري بما أن 
1

( ) ( )k
k

L L




  
) 6.1.3(مبرھنة 

}:2,1,,{إذا كانت  nkk  عائلة منتھیة من  الفترات المفتوحة المقیدة والمتنافیة مثنى مثنى وإذا كانت فترة

مفتوحة مقیدة وكانت



n

k
k

1

)()(فان 
1




LL
n

k
k

) 7.1.3(مبرھنة 
}{إذا كانت  k عائلة قابلة للعد  من  الفترات المفتوحة المقیدة والمتنافیة مثنى مثنى وإذا كانتفتوحة مقیدة فترة م

وكانت





1k
k فان)()(

1






LL
k

k

) 8.1.3(مبرھنة 
}{إذا كانت كل من  n،}{ kJ عائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة المقیدة والمتنافیة مثنى مثنى بحیث أن











11 k

k
n

n J فان)()(
11










k

k
n

n JLL

:البرھان
kn J فترة مفتوحة مقیدة لكل قیمkn,

)(فان nلكل قیم 
1

k
k

nn J



 نحصل على ) 4.1.3،5.1.3(، باستخدام المبرھنات






1

)()(
k

knn JLL

kn، المجموعات  kلكل قیم  J تكون متنافیة مثنى مثنى  وكذلكkk
n

n
n

kn JJJ 









11

)()(

)()(نحصل على  ) 6.1.3،7.1.3(باستخدام المبرھنات 
1

k
n

kn JLJL 




وعلیھ 

  

























11 11 11

)()()()(
k

k
k n

kn
n k

kn
n

n JLJLJLL
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ملاحظة 
:المبرھنة الآتیة ) 331المتریة في رالتبولوجیاراجع محاضرة ) (1(يسبق وان برھنا في التحلیل الریاض

)9.1.3(مبرھنة
،مثنى مثنىمتنافیةتساوي اتحاد عائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة الG، فان مجموعة مفتوحة في Gإذا كانت

إلى عائلة وحیدة قابلة للعد Gكن تجزئة مبعبارة أخرى ی. وحیداًمفتوحة یكون تافة إلى ھذا فان تجزئة ھذه إلى قترابالإض
}{من الفترات المفتوحة المقیدة  n بحیث أن

)1 (





1n
nG)2 (n m      لكلmn .

)10.1.3(تعریف
إلى عائلة وحیدة قابلة للعد من الفترات Gكن تجزئة میحسب المبرھنة السابقة ،مفتوحة في مقیدة مجموعة Gلتكن

}{المفتوحة المقیدة  n 1(بحیث أن (





1n
nG)2 (n m      لكلmn .

ویعرف بالصیغةGL)(یرمز لھ بالرمزGطول المجموعة 





1

)()(
n

nLGL

في الواقع إذا كان . لمتسلسلة متقاربةمن السھولة أن نبین أن ھذه ا



n

k
kn LS

1

)(

)(فمن الواضح أن LSn حیث ، أیة فترة مفتوحة تحتوي علىG .إلى ھذا ، فان متتابعة المجامیع بالإضافة
}{الجزئیة  nS 0لان(متتابعة غیر متناقصةھي)(  nL ( ولھذا فان ھذه المتابعة متقاربة وبالتالي فالمتسلسلة
.متقاربة

)11.1.3(مبرھنة 
L:أي أن (إلى ندالة مLفانتمثل عائلة جمیع المجموعات المفتوحة المقیدة في لتكن  دالة (

تحقق الخواص التالیةو
)1 (0)( AL لكلA  . أي أن الدالةLدالة غیر سالبة
)2(0)( L

A,ا كانت إذ) 3( B بحیث أنBA فان)()( BLAL  أي الدالة ،Lغیر متناقصةتیبةدالة ر.
A,إذا كانت ) 4( B  فان)()()()( BLALBALBAL  وعلیھ)()()( BLALBAL 

Aة خاصة إذا كانت وبصور B   فان)()()( BLALBAL  ، أي الدالةL تجمیعیةدالة.

}{إذا كانت) 5( nAمتتابعة من المجموعات في بحیث أن
1

n
n

A




  فان









11

)()(
n

n
n

n ALAL 

}{وبصورة خاصة إذا كانت المجموعات  nAمثنى مثنى فان نافیة مت









11

)()(
n

n
n

n ALAL 
بصورة معدودةتجمیعیة دالةLأي أن الدالة 

Aإذا كانت ) 6( وكانتr فانعددا حقیقیا)()( rALAL  حیث}:{ AxrxrA  ، أي أن طول
.یتغیر عند أزاحتھاالمجموعة لا

واجب:البرھان
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Outer Measure of a Bounded  Setالقیاس الخارجي للمجموعة المقیدة 2.3
)1.2.3(تعریف

:یقال عن دالة المجموعة . الجزئیة من المجموعة موعاتعائلة جمیع المجتمثل لتكن  بأنھا قیاس
:إذا تحققت البدیھیات الآتیة خارجي على المجموعة 

)1 (0)( A لكلA 
)2 (0)( 
)()(فان BAإذا كانت  ) 3( BA  

}{إذا كانت ) 4( nA متتابعة من المجموعات الجزئیة من المجموعة فان









11

)()(
n

n
n

n AA  
)()()(من الواضح أن BABA   لكلFBA ,

) 2.2.3(مثال
. الجزئیة من المجموعة عائلة جمیع المجموعاتتمثل تحتوي على  أكثر من عنصر ، ولتكن لتكن المجموعة

:نعرف الدالة  بالصیغة
0,

( )
1,

A
A

A







  
Aلكل   فان ، قیاس خارجي على المجموعة .

ملاحظة
والتي تحتوي على في Gقیدة المفتوحة المتمثل عائلة جمیع المجموعات Aلتكن، ومجموعة مقیدة في Aلتكن 

A ،) أي إنGA (
}G ، مجموعة مقیدة مفتوحة{ :A G A G  

Aنلاحظ أن   فترة مفتوحة لأنھ توجد),( ba وتحتوي علىA . وكذلك  إذا كانت كل من,A B مجموعة جزئیة  ،
BAبحیث أن في   فانB A 

)3.2.3(تعریف
:نعرف الدالة. المقیدة  في عائلة جمیع المجموعاتلتكن   بالصیغة

( ) inf{ ( ) : }AA L G G  

Aلكل  . قید أسفل اكبر من الواضح أن)(Aیدة من الأسفل موجود لان المجموعة التي على الجھة الیمنى مق
فان مجموعة مقیدة مفتوحة في Aإذا كانت .  كما أن ھذه المجموعة غیر خالیة، ومن الواضح أیضا. بالصفر

)()( ALA 

)4.2.3(مبرھنة
 یة الأعداد الحقیققیاس خارجي على مجموعة .سنطلق على العدد . ویسمى القیاس الخارجي إلى لبیبیك)(A

.Aاسم القیاس الخارجي للمجموعة 
:البرھان

مجموعة مقیدة في Aلتكن )1(
)(0ھو اكبر قید أسفل لمجموعة عناصرھا أعداد غیر سالبة ، وعلیھ A)(بما أن  A

)مجموعة مفتوحة بما أن )2( ) ( ) 0L     
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BAبحیث أن مجموعة مقیدة في ,BAلتكن كل من )3( 
BAبما إن   فان{ ( ) : } { ( ) : }B A B AL G G L G G        وعلیھ

inf{ ( ) : } inf{ ( ) : }A BL G G L G G   

  )()( BA 
}{لتكن)  4( nAدة فيعائلة قابلة للعد من المجموعات المقی

nnبحیث أن nGتوجد مجموعة مفتوحة nولكل 0لكل  GA وان
nn AGL

2
)()(


  ) حسب تعریف(

نضع 





1n

nGGGجموعة مفتوحة وان م





1

)()(
n

nGLGL



















  GGAAGLA
n

n
n

n
n

nn
n

n 
1111

)
2

)(()()(
















11

)()(
n

n
n

n AA    0لكل ومن ھذا نستنتج









 
11

)()(
n

n
n

n AA  
ملاحظة 

أن بحیث Rمجموعة مقیدة في ,BAإذا كانت  كل من  BA فانھ لیس من الضروري أن یكون ،
)()()( BABA   

بحیث أن مجموعة مقیدة مفتوحة  في ,BAإذا كانت كل من ) 4الجزء 11.2.3راجع المبرھنة (من جھة أخرى 
A B   فان)()()( BLALBAL 

,BAأن وجود المجموعات . یختلفان في تحقیقھما تلك الخاصیة فقطL،لوقارنا بین النتیجتین ، نجد أن  الدالتین  

)()()(تسلك بصورة جیدة ، أي أن  التي لا BABA    على الرغم من BA . تجعلنا نقصر اھتمامنا
.اسم المجموعات القابلة للقیاس) 4(والتي سنطلق علیھا في البند " جیدة السلوك" على المجموعات 

)5.2.3(مبرھنة
وان Aتحوي على Gتوجد مجموعة مفتوحة 0، فانھ لكل مجموعة ما في Aإذا كانت ) 1(

   )()( GA و)()( GA   
)عددا حقیقیا فانrوكانتمجموعة مقیدة في Aإذا كانت ) 2( ) ( )A A r    حیث}:{ AxrxrA  ، أي

تتغیر عند إزاحة المجموعة ، أو أن المجموعات المتطابقة تملك ھذه الخاصیة تبین أن القیاس الخارجي للمجموعة لا
. نفس القیاس الخارجي 

:البرھان 
)1(

بحیث أن  Aتحوي على Gتوحة مف، توجد قید أسفلاكبر باستخدام تعریف   )()( GLA

مجموعة مفتوحة  Gبما أن  )()( GLG   )()( GA

GAGAبما أن     )()( 
بترك للقارئ )2(

)6.2.3(مبرھنة
xA}{إذا كانت ) 1(  0قان)(  A وبصورة عامة إذا كانتA 0قابلة للعد فان مجموعة)(  A
)(0فان مجموعة مھملةAإذا كانت ) 2(  A
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)(0مقیدة وكانAا كانت المجموعة إذ) 3(  AفانAمھملة
],,(),,[],[إذا كانت ) 4( 321 baAbaAbaA  فان ،abAi  )( 3,2,1لكلi

],[د غیر النسبیة في الفترة تمثل مجموعة الأعداAإذا كانت ) 5( ba فانabA  )(
:البرھان
nلكل ) 1(  فان الفترة)

1
,

1
(

n
x

n
xGn  تحتوي علىx 1وان 1 2

( ) ( ) ( )nL G x x
n n n

    

نحصل على من تعریف 
n

A
2

)(0   لكلn  0وعلیھ)(  A

},,,,{لیكن : قابلة للعدمجموعة Aالآن نبرھن في حالة 21  nxxxA 

nلكل :   0لیكن   نضع ،)
2

,
2

(
11  

nnnnn xxG


وان  nxفترة مفتوحة تحتوي على nGمن الواضح أن 
nnnnnn xxGL

2
)

2
()

2
()(

11


 

nnبما أن 
n

n GxGA 





1

بما أن 





1n

nGG مجموعة مفتوحة 













1 11 2

)()()(
n n

nn
n

n GLGLGL 


نحصل على عریف من ت   )(0 A 0وعلیھ)(  A
)2(

}{، توجد عائلة  قابلة للعد 0لكل مجموعة مھملة Aبما أن  nGالمفتوحة بحیث أن من الفترات







1n

nGA        وان





1

)(
n

nGL 

بما أن 





1n

nGG مجموعة مفتوحة









11

)()()(
n

n
n

n GLGLGL 
نحصل على من تعریف    )(0 A 0وعلیھ)(  A

)(0بما أن )3(  A 0لكلتوجد مجموعة مفتوحة ،G في وتحتوي علىA بحیث أن)(GL

مجموعة مفتوحة في Gبما أن 





1n
nGG حیثnG فترة مفتوحة وان mn GG لكلmn 











1 1

)()()(
n n

nn GLGLGL 

وعلیھ  





1n

nGA وان





1

)(
n

nGL A مھملةمجموعة

nلكل )4(  نضع ،)
1

,
1

(
n

b
n

aGn 

وان  Aفترة مفتوحة تحتوي على nGمن الواضح أن 
n

ab
n

a
n

bGL n

2
)

1
()

1
()( 
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نحصل على  من تعریف 
n

abA
2

)( 3  لكلn  و علیھabA  )( 3 ومن جھة أخرى  فانھ

),(فأنھا تحتوي على الفترة المفتوحة 3Aتحتوي على Gكل مجموعة مفتوحة  ba أي أن ،Gba ),(

  )),())( 3 LGbaLLGabAab  وعلیھabA  )( 3.
:برھان أخر

),(]),([),(],[بما أن  babababaab   
],[}{),(}{و بما أن    bbaaba 
  })({),((}}({}){),(}({]),([ bbaabbaaba 
ababba  0)(0]),([ وعلیھabba  ]),([

abA: ن  على أن وبالمثل نبرھ  )( 1 وabA  )( 2
)5(

)(]),([],[بما أن   baAabbaA   
],[تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة Bلتكن  ba فانBAba ],[

  )()(]),([)()( BAbaBAab 
)(0قابلة للعد فان  Bبما أن   B وعلیھ)(Aab   abA)(

Inner Measure of a Bounded Setالقیاس الداخلي للمجموعة المقیدة 3.3
،Aوالمحتواة في في Hالمغلقة المقیدةتمثل عائلة جمیع المجموعاتAلتكن، ومجموعة مقیدة في Aلتكن

AHأي إن ( (
}H ، مجموعة مقیدة مغلقة{ :A H H A  

Aنلاحظ أن   لأنھ توجد مجموعة مغلقة ومحتواة فيA .وكذلك  إذا كانت كل من,A B مجموعة جزئیة في
BAبحیث أن   فانA B ك وكذل{ ( ) : } { ( ) : }A BH H H H     

)1.3.3(تعریف
:نعرف الدالة. المقیدة في عائلة جمیع المجموعاتلتكن    بالصیغة

( ) sup{ ( ) : }AA H H   

Aلكل  .قید أعلى لصغر من الواضح أن ا)(A  موجود لان المجموعة التي على الجھة الیمنى مقیدة  من الأعلى
.   كما أن ھذه المجموعة غیر خالیة. A)(بالعدد 

)2.3.3(مبرھنة
المقیدة في عائلة جمیع المجموعاتلتكن 

)1  (0)(  A لكلA 
)2 ()()( AA 

   لكلA 
A,إذا كانت  ) 3( B  بحیث أنBA فان)()( BA   

}{إذا كانت) 4( nAفيالمتنافیة مثنى مثنى مجموعاتمتتابعة من ال بحیث أن
1

n
n

A




  فان
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)()(
11









 

n
n

n
n AA 

)()(فان مجموعة مغلقة في Aإذا كانت ) 5( AA 
  

],,[),,(],,(),[إذا كانت ) 6( 4321 baAbaAbaAbaA  فان ،abAi  )( 4,3,2,1لكلi

)()(فان مجموعة مفتوحة في Aإذا كانت ) 7( AA 
  

:البرھان
Aلتكن )1(   بما أن)(A0غر قید أعلى لمجموعة عناصرھا غیر سالبة ، وعلیھ ھو اص)(  A
Aلتكن )2( 

AHبحیث Hمجموعة مغلقة مقیدة Hلكل    )()( AH  ، وعلیھ
)(}:)(sup{)()( AGHHAA A


  

A,لتكن  )3( B  بحیث أنBA

A B  وكذلك{ ( ) : } { ( ) : }A BH H H H      وعلیھ
sup{ ( ) : } sup{ ( ) : }A BH H H H     

  )()( BA 

Measurable Setsالمجموعات القابلة للقیاس 4.3
)1.4.3(تعریف
أو قابلة  (بأنھا قابلة للقیاس بالنسبة  إلىAیقال عن المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 

)()()(إذا كانت ) التباسللقیاس في حالة عدم وجود cATATT    لكلT

ملاحظة 
)()(بما أن   cATATT  لكلTA,

من تعریف القیاس الخارجي، نحصل على ) 4(باستخدام  البدیھیة
)()())()(()( cc ATATATATT   

)()()(قط إذا كان  تكون قابلة للقیاس إذا وفAوعلیھ  cATATT    لكلT.
)2.4.3(مبرھنة

)(0إذا كان  . قیاس خارجي على المجموعة لیكن   A فانA تكون قابلة للقیاس ، وعلیھ تكون
.قابلة للقیاس
:البرھان 

Tلیكن 

AATAATبما أن     0)()(  وكذلكTATTAT cc   )()( 
  )()()( cATATTA قابلة للقیاس

)بما أن  ) 0   فانسقابلة للقیا
)3.4.5(مبرھنة

تكون أیضا قابلة cAقابلة للقیاس فان  Aإذا كانت  المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 
.تكون قابلة للقیاس، وعلیھ للقیاس 

:لبرھان ا
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Tلیكن 
قابلة للقیاسAالمجموعة بما أن
  ))(()()()()()()( ccccc ATATATATATATT 
cAقابلة للقیاس

.تكون قابلة للقیاسفان cو قابلة للقیاسبما أن 
)4.4.3(مبرھنة

A,ناإذا كانت  المجموعت. قیاس خارجي على المجموعة لیكن  B  قابلتین للقیاس فانBA تكون أیضا
للقیاسقابلة

:البرھان
لیكن  TAT

، فان قابلة للقیاسBالمجموعة بما أن  
)1()()()( cBATBATAT   

ABAبما أن    نحصل على ،cccc BAABATAT )()(  وعلیھ
)2()()())(( ccccc ABATATBATAT 

ccccبما إن  BAABAABA  ، نحصل على )()(
)3()( cc BATABAT 

بما أن   cBAT قابلة للقیاسAوالمجموعة )(
))(()))(())(( cccc ABATABATBAT   

)4()()())(( ccc ATBATBAT   

)()(

)())()())(())((
c

ccc

ATAT

ATBATBATBATBAT












)()()(بما أن  cATATT    نحصل على ،))(()()( cBATBATT   
 BAبلة للقیاسقا

)5.4.3(نتیجة
، BAقابلتین للقیاس فان كل من  A،Bإذا كانت  المجموعتین . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 

BA للقیاسا قابلةتكون أیض|
:البرھان

)1(
A,بما أن كل من  Bمجموعة قابلة للقیاس كل منcA ،cB مجموعة قابلة للقیاس cc BA مجموعة

قابلة للقیاس   ccc BABA مجموعة قابلة للقیاس )(
)2 (
cBABAبما أن   | فانBA للقیاس تكون أیضا قابلة|
)6.4.3(مبرھنة

مجموعة ما جزئیة Bقابلة للقیاس  وكانت Aإذا كانت  المجموعة . قیاس خارجي على المجموعة لیكن 
بحیث أن من BA  فان)()())(( BTATBAT    لكلT.
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:البرھان
بما أن  )( BAT والمجموعةA قابلة للقیاس فان

)))((()))((())(( cABATABATBAT   
cBبما أن A A B     نحصل على ،)()())(( BTATBAT   

)7.4.3(مبرھنة 
فان العبارات آلاتیة متكافئةمجموعة مقیدة في Aلتكن 

قابلة للقیاسAالمجموعة ) 1(
بحیث أن Rفي Gتوجد مجموعة مقیدة مفتوحة 0لكل ) 2(  )( AG

بحیث أنAوتحتوي على Rفي Gتوجد مجموعة مقیدة مفتوحة 0لكل ) 3(  )( cAG

)4()()( AA 
  

GAHبحیث أن Hومجموعة مغلقة G، توجد مجموعة مفتوحة 0لكل )  5(  و  )( cHG

Measure of Bounded Setsقیاس المجموعات المقیدة 
)8.4.3(تعریف

:یقال عن دالة المجموعة . الجزئیة من المجموعة عائلة جمیع المجموعاتتمثل لتكن  بأنھا قیاس
:إذا تحققت البدیھیات الآتیة وعة على المجم

)1 (0)( A لكلA 

}{إذا كانت ) 2( nA متتابعة من المجموعات المتنافیة مثنى مثنى في فان









11

)()(
n

n
n

n AA  
)9.4.3(مبرھنة

:نعرف الدالة .المقیدة القابلة للقیاس في عائلة جمیع المجموعاتتمثل لتكن    بالصیغة)()( AA  
Aلكل   فان ، قیاس على المجموعة،ویسمى العدد)(A قیاس لیبیك للمجموعةA

:البرھان 
)1 (

مجموعة مقیدة وقابلة للقیاس في Aلتكن   0)()( AA 

}{لتكن ) 2( nA متتابعة من المجموعات المقیدة القابلة للقیاس والمتنافیة مثنى مثنى وان


1n
nAمجموعة مقیدة في

المجموعة nقابلة للقیاس لكل قیم nAبما أن المجموعة 


1n
nA قابلة للقیاس





















1111

)()()()(
n

n
n

n
n

n
n

n AAAA  
BAإذا كانت  ) 3(  فان)()( BA  

}{إذا كانت ) 4( nA متتابعة من المجموعات الجزئیة من المجموعة فان









11

)()(
n

n
n

n AA  
)()()(من الواضح أن BABA   لكل,A B 
)()(قابلة للقیاس ، فسنضع  Aإذا كانت المجموعة  AA  ویسمى العدد)(A قیاس لیبیك للمجموعةA.
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ملاحظات
)()(قابلة للقیاس وانAمجموعة مقیدة ومفتوحة فان Aإذا كانت ) 1( ALA 
)(0تكون قابلة للقیاس وان Aمجموعة مھملة فان Aإذا كانت ) 2( A
),,(),,[],,(],[إذا كانت) 3( 4321 baAbaAbaAbaA  فان كل منiA  قابلة للقیاس وانabAi  )(

4,3,2,1iلكل 

Measure of Unbounded Setsقیاس المجموعات غیر المقیدة 
مجوعة حتاج لمعرفة قیاس المجموعات غیر المقیدة مثلوالآن نة سبق وان تطرقنا لقیاس المجموعات الحقیقة المقید

الأعداد الصحیحة ومجموعة الأعداد النسبیة والفترات غیر المقیدة
)10.4.3(مبرھنة 

AnnAnولتكنمجموعة جزئیة من Aلتكن   إذا كانت المجموعةتكون قابلة للقیاسAفان . nلكل قیم ),(
nA قابلة للقیاس لكل قیمn.

:البرھان
1بما أن  nn AA لكل قیمn

)()(فانnقابلة للقیاس لكل قیم nAالمجموعةإذا كانت  1 nn AA  لكل قیمn . وعلیھ فان المتتابعة)}({ nA

.تكون تزایدیة 
}){(إذا كانت  المتتابعة  nA مقیدة فأنھا متقاربة ، ونعرف قیاس المجموعةA إما . بأنھ نقطة تقارب ھذه المتتابعة

، A)(بالرمزA، سوف نرمز لقیاس المجموعة بأنھ Aإذا كانت المتتابعة غیر مقیدة ، فنعرف قیاس المجموعة 
)(lim)(أي أن  n

n
AA 


 إذا كانت المتتابعة)}({ nA مقیدة ،وإما إذا كانت المتتابعة غیر مقیدة فان)(A

)11.4.3(مثال
إذا كانت 






1n

nGAحیث)
1

,
1

1
(

1

11
)(

nn
G

nn
G nn 




من الواضح أنAغیر مقیدة .

فان  nقیم لكل  
n

k
kn GAnnA

1

),(


 مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ المجموعةA تكون قابلة للقیاس وان

فان

1)
1

1
1(lim))

1

11
((lim))((lim)(lim)(lim)(

111

















  nkk

GGAA
n

n

k
n

n

k
k

n

n

k
k

n
n

n
 

)12.4.3(مثال
إذا كانت 






1n

nGA حیث)
2

1

2

1
,

2

1

2

1
(

nnn nnG  12

1
)(

nnG

. غیر مقیدةAمن الواضح أن

فان  nلكل  قیم 
n

k
kn GAnnA

1

),(


 مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ المجموعةA تكون قابلة للقیاس وان













n

k
nn

n

k
k

n

n

k
k

n
n

n
GGAA

1
1

11

2)
2

1
(lim))((lim))(lim)(lim)(  



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

58

)12.4.3(مثال
إذا كانت 






1n

nGA حیث)
2

1

2

1
,

2

1

2

1
(

n
n

n
nGn 

n
Gn

1
)(

. غیر مقیدةAمن الواضح أن

فان  nلكل  قیم 
n

k
kn GAnnA

1

),(


 مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ المجموعةA تكون قابلة للقیاس وان













n

k
n

n

k
k

n

n

k
k

n
n

n n
GGAA

111

)
1

(lim))((lim))(lim)(lim)(  
)13.4.3(مثال

)(0تكون قابلة للقیاس وان Aقابلة للعد فان Aإذا كانت المجموعة ) 1( A مجوعة الأعداد ، وعلبھ  كل من
.قابلة للقیاس وقیاسھا یساوي صفرتكون  ومجموعة الأعداد النسبیة، مجوعة الأعداد الصحیحةالطبیعیة

)قابلة للقیاس وان  مجموعة الأعداد الحقیقیة ) 2( )  
: الحل

)1(
AnnAnتكون المجوعة  nقابلة للعد فان لكل قیم Aالمجموعةبما أن   تكون مجموعة مقیدة وقابلة ),(
)(0وان nقیم تكون قابلة للقیاس لكل nAللعد وعلیھ  nA المجموعة ولذلك فانAتكون قابلة للقیاس

:من الواضح الآن 
}){(أن المتتابعة  nA(0ولذلك فان ) كل حد من حدودھا یساوي صفر(متقاربة وتقترب إلى الصفـر( A.

)2 (
)تكون المجوعة  nلكل قیم  , ) ( , )nA n n n n     تكون فترة مفتوحة وعلیھnA قیم تكون قابلة للقیاس لكل

n . المجموعة ولذلك فانتكون قابلة للقیاسnnnAn 2),()(   2{والمتتابعة العددیة{)}({ nAn 

)غیر مقیدة  فان  )  
)14.4.3(مبرھنة

ومجموعة مغلقة G، توجد مجموعة مفتوحة 0تكون قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كان لكل Aالمجموعة الحقیقیة 
H بحیث أنGAH  و )|( HG

: البرھان
قابلة للقیاسAالمجموعة : نفرض أن 

، نعرف nلكل عدد صحیح موجب : 0لیكن 
nnn BAAnxnRxB  },1:{

قابلة للقیاس و nAفان لكل 





1n

nAA

بحیث أن nHومجموعة مغلقة nG، توجد مجموعة مفتوحة nلكل عدد صحیح موجب () باستخدام المبرھنة 

nnn GAH  و
nnn HG

2
)|(


 
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)15.4.3(مبرھنة 
),(الفترة ) 1( aوان قابلة للقیاس)),((a)2 ( الفترة),( bوان قابلة للقیاس )),(( b

تكون قابلة للقیاس كل مجموعة مفتوحة في ) 4(تكون قابلة للقیاس         كل مجموعة مغلقة في ) 3(
)},(:,2,1{إذا كانت ) 5( 2

21  ibxaRxxA iii فانAقابلة للقیاس وان
))(()( 2211 ababA 

)},,(:,3,2,1{إذا كانت) 6( 3
321  ibxaRxxxB iii فانB قابلة للقیاس وان

))()(()( 332211 abababB 

A Non-Measurable Setمجموعة غیر قابلة للقیاس 
: بالصیغة الآتیة. Jعلاقة معرفة على المجموعة ~ولتكن J]1,0[لتكن

yx yxإذا وفقط إذا كان ~ عددا نسبیا
Jyxلكل  , علاقة تكافؤ على~فانJ تجزئ~وعلیھJ إلى صفوف تكافؤ

}:{}~:{][ QyxJyyxJyx 
لاحظ إننا نحتاج بدیھیة (واحد فقط من كل من صفوف التكافؤ المذكورة أعلاهمجموعة تتكون من عنصر Aلتكن 

)Aالاختیار للحصول على المجموعة 
)16.4.3(مبرھنة

.غیر قابلة للقیاسالمعرفة أعلاه تكون Aالمجموعة 
:البرھان

لمجموعة قابلة للقیاس نفرض ا: سنبرھن بطریقة التناقض 
}لتكن  : }nS r n  1,1(مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المفتوحة(

nnنضع  rAA  حیث أنSrn  لكل قیمn

)()(مجموعة قابلة للعد وان nAللقیاس قابلةAبما أن المجموعة  AAn   لكل قیمn

Srrلیكن  mn , بحیث أنmn rr  )()( mnmn rArAAA

}{ nAالمتنافیة مثنى مثنى متتابعة من المجموعات القابلة للقیاس و.

نضع    





1

)2,1(3)1(2)2,1()(
n

nABBB 

3)()()(
11









 BAA

n
n

n
n  

وھذا یعني أن المتسلسلة اللانھائیة 


1

)(
n

nA 0متقاربة ، وعلیھ یكون)( nA

)()(بما أن  AAn   لكل قیمn0)( A 0وكذلك نحصل على أن)( B

BJمن جھة أخرى سنبرھن على أن   : لیكنJxxx  yxبحیث أن Ayیوجد ][ 
nryxأن ، أي)1,1(عدد نسبي في الفترة المفتوحة    بحیث أنSrn ،

SrAyryx n  ,,

 nAxBx وعلیھBJ  )()(1)()( BJJB  وھذا تناقض.
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Measurable  Functionsللقیاسدوال قابلة ال5.3
القابلة للقیاس والمبرھنات المتعلقة بھا نحتاج إلى بعض الملاحظات المھمةقبل أن نطرق إلى تعریف الدالة

a,إذا كانت :أولا b بحیث أنba فان

)1  (  













1 1 1

]
1

,
1

[),
1

[]
1

,(),(
n n n n

b
n

ab
n

a
n

baba

)2( 













1 11

)
1

,
1

(],
1

()
1

,[],[
n nn n

b
n

ab
n

a
n

baba

a,لیكن :ثانیا  b لتكن و:f فان دالة
)1 (}{})(:{]),([1 bfbxfxbf )2 (}{})(:{)),([1 bfbxfxbf 

)3 (}{})(:{]),([1 afaxfxaf )4 (}{})(:{]),((1 afaxfxaf 

)5 (}{}{ bfbf c )6 (}{}{ bfbf c 

)7 (}
1

{}{
1 n

afaf
n





)8 (






1

}
1

{}{
n n

afaf

)9 (}
1

{}{
1 n

afaf
n





)10 (






1

}
1

{}{
n n

afaf

)11 (}{}{}{ afafaf )12 (}{}{
1

nff
n





)ب (}{}{

1

nff
n







)1.5.3(تعریف 
f:عن الدالةیقال . مجموعة مالیكن   بأنھا قابلة للقیاسmeasurable function)( لكل إذا كان

1)(فان قابلة للقیاس في Aمجموعة  Af كون قابلة للقیاس فيت.
)2.5.3(مبرھنة 

f:مجموعة ما وكانت لیكن  متكافئة فان العبارات التالیة دالة:
قابلة للقیاسfالدالة (1)
}{فان المجموعةaلكل (2) af تكون قابلة للقیاس.
}{فان المجموعةaلكل (3) af تكون قابلة للقیاس.
}{فان المجموعةaلكل (4) af تكون قابلة للقیاس.
}{المجموعةفانaلكل (5) af تكون قابلة للقیاس.

: البرھان
)1()2(      : لیكنRa

],[قابلة للقیاس وان المجموعة fبما إن الدالة  a قابلة للقیاس في 1]),([، فان af  مجموعة قابلة للقیاس
}{]),([ولكن في  1 afaf   فان المجموعة}{ af قابلة للقیاس.

)2()3( 

1عدد صحیح موجب فان nولیكن aلیكن 
a

n
 



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

61

{نحصل على  ) 2(من الشرط 
1

{
n

af  المجموعة مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ





1

}
1

{
n n

af         قابلة للقیاس

ولكن 





1

}
1

{}{}{
n n

afafaf مجموعة قابلة للقیاس.

)3()4( 
aلیكن 

}{بما أن المجموعة   af  قابلة للقیاس. المجموعةcaf }{  قابلة للقیاس ولكنcafaf }{}{ 
المجموعة}{ af قابلة للقیاس.

)4()5( 

1عدد صحیح موجب فان nولیكن aلیكن 
a

n
 

{نحصل على  ) 4(من الشرط 
1

{
n

af  المجموعة مجموعة قابلة للقیاس وعلیھ





1

}
1

{
n n

afقابلة للقیاس

ولكن 





1

}
1

{}{}{
n n

afafaf مجموعة قابلة للقیاس.

)5(`)1( 
یترك للقارئ

)3.5.3(نتیجة
f:مجموعة ما وكانت لیكن  قابلة للقیاس فاندالة
}{تكون المجموعة aلكل (1) af  قابلة للقیاس.
}{تكون المجموعة aلكل (2) bfa  قابلة للقیاس.
ffكل من (3) , قابلة للقیاس دالة.

)4.5.3(مثال 
f:لتكن    دالة معرفة بالصیغة














xx

x

xx

xf

0,

01,2

1,5

)(
2

قابلة للقیاس لأنھfفان الدالة 






















ka

aaa

aaa
oa

aa

af

4],,(

42],,1[]5,(

20],,0[]5,(
},0{]5,(

0),5,(

}{

),5,(بما أن كل من المجموعات    a ،}0{]5,(  ،],,0[]5,( aa  ،],1[]5,( aa  ،
],,( aجموعة مجموعة قابلة للقیاس ،فان الم})({ axf  تكون قابلة للقیاس ، وعلیھ الدالةfقابلة للقیاس.
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)5.5.3(مثال
],[تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المغلقة Aلتكن  ba ولتكن:[ , ]f a b فة بالصیغة دالة معر









Ax

Ax
xf

,3

,2
)(

قابلة للقیاسfفان الدالة 
)6.5.3(مثال

f[0,1]:ولتكن ]1,0[تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المغلقة Aلتكن   دالة معرفة بالصیغة









Axx

Ax
xf

,

,0
)(

قابلة للقیاسfفان الدالة 
) 7.5.3(مبرھنة

f:لتكن و.مجموعة قابلة للقیاس في مجموعة الأعداد الحقیقیة Dلیكن D   قابلة مستمرة فأنھا تكون  دالة
. للقیاسً 

: رھانالب
}{نضع : aلیكن  afA 

ayfبحیث أن  xجوار للنقطة xG، یوجد Axلكل  )( لكلxGDy 

لتكن 
Ax

xGB


 فان المجموعة المفتوحةB تكون قابلة للقیاس

DBAبما أن   فان المجموعةA تكون قابلة للقیاس وعلیھ الدالةfتكون قابلة للقیاس.
لاحظة م

]:الدالة كنتل , ]f a b  قابلة للتكامل الریماني على الفترة المغلقة],[ ba ، لتكن]),([ baD f مجموعة  النقاط
]),([غیر مستمرة  ، فان المجموعة fالتي تكون فیھا الدالة  baD f تكون مجموعة مھملة  وقیاسھا یساوي صفر

]),([تكون قابلة للقیاس على المجموعة fلدالة وعلیھ ا baD f

],[|]),([مستمرة على المجموعة  fبما أن الدالة  baDba f فان الدالةf تكون قابلة للقیاس على المجموعة
]),([|],[ baDba f.

) 8.5.3(مبرھنة
f:مجموعة ما ، لیكن   ًولتكن .دالة قابلة للقیاس:g   دالة مستمرة ، فان الدالة:g f  

. قابلة للقیاسً فأن تكون  
: البرھان

}{مستمرة  فأن المجموعة gبما أن الدالة  ag  تكون مفتوحة لكلa

وعلیھ 





1

}{
n

nag حیث أن}{ nعائلة قابلة للعد من الفترات المفتوحة المتنافیة مثنى مثنى

}:)({قابلة للقیاس فان المجموعة fبما أن الدالة  nxfx  تكون قابلة للقیاس لكل قیمn







1

})(:{
n

nxfx مجموعة  قابلة للقیاس
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ولكن  





1

})(:{}{
n

nxfxafg }{ afg مجموعة قابلة للقیاس

fgوعلیھ الدالة   قابلة للقیاس.
) 9.5.3(مبرھنة

f:كل من لتكن و.مجموعة مالیكن  ،:g   ًدالة قابلة للقیاس .
)1  ({ } ({ } { }) { }

r r

f g f r r g f r g
 

       
 
 

},{},{},{},{}{المجموعات) 2( gfgfgfgfgf قابلة للقیاس
)3 ({ } ({ } { })

r

f g a f r g a r


      



:البرھان
)()(}{لیكن (1) gfxxgxf  یوجد عدد نسبي ،Qr  بحیث أن)()( xgrxf ،

}{}{وعلیھ  grrfx  وبذلك
Qr

grrfgf


 .وبالمثل نبرھن الجزء الأخر }{}){}({

gfال بما الدو)2( }{]),((قابلة  فان المجموعات  , 1 rfrf   ،]),((}{ 1   rggr قابلة للقیاس
rلكل   وان ) 1(، باستخدام مجموعة قابلة للعد نحصل على}{ gf نبرھن على أن قابلة للعد ، وبالمثل

}{ fg  .  وأكثر من ذلك  نحصل على كل منcfggf }{}{   ،cgffg }{}{ مجموعة قابلة للقیاس
}{}{}{وأخیرا نحصل على  fggfgf مجموعة قابلة للقیاس

)10.5.3(مبرھنة
f:كل من لتكن و.مجموعة مالیكن  ،:g   ًولیكن. دالة قابلة للقیاس  فان كل

f ،f ،gfمن ،2f،fg ،
f

)(حیث  ( 1
1


f

)(0عندما  f (تكون دالة قابلة للقیاس.

:   البرھان
}{}{فان aلتكن )1(   afaf

}{قابلة للقیاس ، فان المجموعة  fبما أن الدالة   afقابلة للقیاس
}{}{ولكن    afafفان المجموعة}{ af وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون.
فان aلتكن )  2(














0},{

0},{
}{






a

f

a
f

af

}{قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات  fبما أن الدالة 

a

f  ،}{

a

f  فان قابلة للقیاستكون مجموعة

}{المجموعة af وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون
فان   aلتكن )3(

Qr

ragrfagf


 }){}({}{
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gfبما أن الدوال   }{قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات  , rf  ،}{ rag  وعلیھ  قابلة للقیاسمجموعة
المجموعة 

Qr

ragrfagf


 gfتكون قابلة للقیاس وبذلك الدالة}{}){}({  قابلة للقیاستكون.

فان aلتكن )  4(

2

, 0

{ } { 0}, 0

{ }, 0

a

f a f a

a f a a

 
   
    

} ،}0قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات fبما أن الدالة  f ،}{ afa قابلة للقیاسن مجموعة تكو
}{فان المجموعة 2 af 2وبذلك الدالةقابلة للقیاسf قابلة للقیاستكون.

))((بما أن  )  5(
2

1 222 gfgffg  فان الدالةfg قابلة للقیاس

ان فaلتكن )6(



















0],
1

{}0{

0},0{

0},0
1

{

}
1

{

a
a

ff

af

af
a

a
f

قابلة للقیاس ، فان كل من المجموعات fبما أن الدالة 

}0
1

{  f
a

 ،}0{  f ،]
1

{}0{
a

ff 

{فان المجموعةقابلة للقیاستكون مجموعة 
1

{ a
f
وبذلك الدالةقابلة للقیاس

f

.قابلة للقیاستكون 1

)  11.5.3(تعریف
(almost everywhere)متحقق دائماً تقریباً ) أو الخاصیة ( یقال أن الشرط . على المجموعةً ً قیاسیالیكن 

من Bجزئیة إذا وجدت مجموعة ) ت في حالة عدم وجود القیاس .أو  دت.یكتب د( ، بالنسبة للقیاس 
.Bقیاسھا صفر بحیث یتحقق الشرط خارج 

:مثلاً
Rgfلتكن   :, إن. دوالgf د.B ،0)( B)()( xgxf 

Bx) أي لكلBx c . (0وھذا یعني)}()(:{  xgxfx.
بحیث أن k، یوجد 0دائما تقریبا ، إذا كان لكل بأنھا منتھیةfوكذلك یقال للدالة   })(:{ kxfx.

) 12.5.3(مبرھنة
f:كل من لتكن و.مجموعة مالیكن  ،:g بحیث أن ة دالgf فان الدالة ت .دf تكون

قابلة للقیاسً gإذا وفقط إذا كانت الدالة قابلة للقیاس
:البرھان 

}{}{}{فان aلكل  gfagaf  المجموعة وعلیھ}{ af  تكون قابلة للقیاس وعلیھ المجموعة
}{ af  تكون قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كانت المجموعة}{ ag قابلة للقیاس.
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)13.5.3(تعریف
نعرف.أعداد حقیقیة ,yxلیكن 









yxy

yxx
yxyx

,

,
},min(     ،









yxy

yxx
yxyx

,

,
},max(

وبسھولة یمكن إثبات 
(1))( xxx (2)][

2

1
yxyxyx (3)][

2

1
yxyxyx 

gfوبصورة مشابھة إذا كانت  gfgfدوال حقیقیة فان ,  تكون دوال وتعرف بالشكل ,
)()())(( xgxfxgf  ،)()())(( xgxfxgf 

یمكن أن نثبت  
(1)}{}{}{ agafagf  .
(2)}{}{}{ agafagf  .
gfgfالدوال (3)  .قابلة للقیاس ,fgقابلة للقیاس إذا وفقط إذا كانت الدوال ,

)14.5.3(تعریف
f:مجموعة ما ولتكن لتكن   نعرف الجزء الموجب . دالةf  والجزء السالبf  للدالةfبالشكل الأتي:

}0,max{}0,min{ fff    ،}0,max{ ff 

وبعبارة أخرى










0)(,0

0)(,)(
)(

wf

wfwf
wf  ،










0)(,0

0)(,)(
)(

wf

wfwf
wf

ومن التعریف نستنتج إن 
(1)ffffff   )(، وعلیھ ,

2

1
fff ،)(

2

1
fff .

fكل من (2)  ،f  غیر سالبة.
(3)f قابلة للقیاس إذا وفقط إذا كان كل منf  ،f  قابلة للقیاس.

characteristic functionالدالة الممیزة 
)15.5.3(تعریف
A:الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة Aلتكن    المعرفة بالشكل









Ax

Ax
xA

,0

,1
)(

.Aللمجموعة (indicator function)المؤشرأو دالة(characteristic function)تسمى الدالة الممیزة 
یمكن إثبات الخواص الآتیة 

(1)BA  إذا وفقط إذا كانBA  .)2   (BABA  )3 (BABABA  
 (4)AAc  1)5 (BABA  .
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)16.5.3(مبرھنة
Aت المجموعة تكون قابلة للقیاسً  إذا وفقط إذا كانAالدالة فان . مجموعة جزئیة من مجموعة Aلتكن 

.قابلة للقیاس في 
:البرھان 

.قابلة للقیاسً  Aنفرض الدالة  
AA، ولكن  مجموعة قابلة للقیاس في 1A})1({قابلة للقیاس  فان }1{المجموعة بما إن  A   })1({1

مجموعة قابلة للقیاس في 
، قابلة للقیاس في Aالمجموعة نفرض. الاتجاه الآخر

, 0

{ } , 0 1

, 1

c
A

a

a A a

a

 
    
  

}{فان المجموعة ،مجموعة  قابلة للقیاس في  ،cA ،بما كل من المجموعات  aA  قابلة للقیاس تكون
.تكون قابلة للقیاس Aوعلیھ الدالة 



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

67

The Lebesgue Integralتكامل لبیك. 4

Lebesgue Partitionاللیبیكیة التجزئة1.4
)1.1.4(تعریف 

عائلة ھي المجموعةللLebesgue Partition (P(اللیبیكیة التجزئة. مجموعة  قابلة للقیاس في لتكن 
}:2,1,,{المنتھیة niAP i  المجوعات القابلة للقیاس والجزئیة من من والتي تحقق الشروط الآتیة:

)1 (iA  مجموعة قابلة للقیاس في لكلni ,,2,1 )2 ( ji AA لكلji )3 (



n

i
iA

1

بسھولة یمكن إثبات    



n

n

n

i
i AA

1
1

1

)()()(  
ملاحظة 

اللیبیكیة  التجزئةیجب أن نمیز  بین مفھوم التجزئة الریمانیة ومفھوم 
نلاحظ أن       nn xxxxxxP ,,,, 12110  ئة الریمانیة للفترة التجز ba, للفترة تمثل تجزئة لیبیكیة ba,

)2.1.4(مثال 
تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة  Aلتكن )  1( ba, وBنسبیة في الفترة تمثل مجموعة الأعداد غیر ال ba,

فان  BAP , للفترة تمثل تجزئة لیبیكیة ba,

إذا كانت) 2(





1n

n حیث أن)
2

1
,

2

1
(

nnn nn  لكل ،k فان














1
21 ,,,,

kn
kkPةتمثل تجزئ

مجموعةلللیبیكیة 

)3.1.4(تعریف 
}:2,1,,{لتكن كل من  niAP i  ،},,2,1:{ mjBQ j  لیبیكیة للمجموعة تجزئة . یقال عن

P بانھا تنعیم أو منعمة)Refinement ( للتجزئةQلكل اذا كانتj یوجدi بحیث انij AB .
) 4.1.4(مبرھنة

}:2,1,,{لتكن كل من  niAP i  ،},,2,1:{ mjBQ j  لیبیكیة للمجموعة تجزئةفان
},,2,1,,,2,1:{ mjniBAQP ji  

Qو Pتنعیم إلى كل من وھيلیبیكیة للمجموعة تجزئة تكون

)5.1.4(تعریف 
،:fمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن    2,1,,{دالة مقیدة ولتكن:{ niAP i  لیبیكیة تجزئة

نضــع.للمجموعة 

niAxxfmAxxfM

xxfmxxfM

iiii ,,2,1},:)(inf{}:)(sup{

}:)(inf{}:)(sup{




نعـرف : الآن 
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 
 


n

i

n

i
iiii AmPfLAMPfL

1 1

)(),(,)(),( 

),(,),(یطلق على العددین  PfLPfL الأسفل للدالةلیبیكالأعلى ومجموع لیبیك على التوالي اسم مجموعf بالنسبة
.Pللتجزئة 
)6.1.4(مبرھنة

،:fمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن    2,1,,{دالة مقیدة ولتكن:{ niAP i  ة لیبیكیتجزئة
)(),(),()(فان . للمجموعة    MPfLPfLm

:البرھان 
مقیدة  fبما أن الدالة  MMmm ii لكل قیمni ,,2,1 

 )()()()( iiiiii AMAMAmAm  لكل قیمni ,,2,1 

 


n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i AMAMAmAm

1111

)()()()( 

 


n

i
i

n

i
ii

n

i
ii

n

i
i AMAMAmAm

1111

)()()()(  )(),(),()(  MPfLPfLm

)7.1.4(مبرھنة 
،:fمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن   كل من دالة مقیدة ولتكنP،Q لیبیكیة تجزئة

فـــــــان Pالتجزئة إلىتنعیم Qكانت التجزئة إذا.للمجموعة 
),(),(),,(),( PfLQfLPfLQfL 

),(),(),(),(وعلیھ PfLQfLQfLPfL 

)8.1.4(نتیجة
،:fمقیدة و قابلة للقیاس في مجموعةلتكن   كل من دالة مقیدة ولتكنP،Q لیبیكیة تجزئة

),(),(فــان.للمجموعة  QfLPfL 
: البرھان 

وعلیھ Qو Pتنعیم إلى كل من وھيلیبیكیة للمجموعة تجزئةQPلتكن 
),(),(),(),( QfLfLfLPfL 

Definition ofاللیبیكي  التكامل تعریف 2.4 The Lebesgue Integral

)1.2.4(تعریف
 ،:fمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن   نعــــــرف. دالة مقیدة

}P لیبیكیة للمجموعة تجزئة :),({)( PfLfLو}P لیبیكیة للمجموعةتجزئة :),({)( PfLfL

)(لاحظ أن كل من   fL ،)( fL مقیدة
f:للدالة والأسفلالأعلىلیبیك نعرف تكامل أنولھذا نستطیع   على النحو الآتي:

  )}(sup{,)}(inf{ fLfLfLfL
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حـــــیـث
 fL للدالةالأعلىلیبیك یقرا بتكاملfعلى الفترة،

 fL للدالةالأسفللیبیكیقرا بتكاملfعلى الفترة.
وبسھولة نستطیع أن نبرھن   fLfL

لیبیكالآن نأتي إلى تعریف تكامل 
)2.2.4(تعریف

R ،Rfمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :یقال عن الدالة . دالة مقیدةfقابلة للتكاملبأنھا
)Integrable(مجموعةعلى اللیبیكیاكان إذا  fLfL. نالتكاملییوفي ھذه الحالة تكتب القیمة المشتركة بین

بالرمز والأسفلالأعلى fLلدالة لبیك لوتسمى تكاملfمجموعةعلى ال. أحیاناكما سنكتب


fd، یطلق على

).Integrand(بالدالة المكاملةfالدالة 
)3.2.4(ثالم

f:لتكن الدالة و مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن    معرفة بالصیغةbxf )( لكلx) أي
وان .مجموعة على اللیبیكيقابلة للتكامل الfفان) دالة ثابتة fأن

)(


 bdf

:البرھان
لیبیكیة للمجموعة تجزئةPلتكن

nibAxxfmbAxxfM iiii ,,2,1,}:)(inf{}:)(sup{ 

)()()()(),(

),()()()(),(

111

111

















bAbAbAmPfL

bAbAbAMPfL

n

i
ii

n

i

n

i
ii

n

i
ii

n

i

n

i
ii

}}({)(}},({)(   bfLbfL

)()}(sup{,)()}(inf{    bfLfLbfLfL

وان المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل الfفانوعلیھ ، 
)(



 bfd

)3.2.4(مبرھنة
]:إذا كانت الدالة  , ]f a b  تكامل الریماني فأنھا قابلة للتكامل اللیبیكي وان قابلة لل 

b

aba

dxxffd )(
],[



:البرھان
],[بما أن الفترة   baجزئة ریمانیة للفترة مجموعة قابلة للقیاس وان كل ت],[ ba للفترة لیبیكیة تكون ba,

)(),()()(وعلیة من الواضح أن   fLfRfLfR 
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  )}(sup{)}(sup{ fLfRfLfR  وكذلك)}(inf{)}(inf{ fLfRfLfR  
بما أن   fLfL نصل على

  fRfLfLfR

بما أن   fRfR  لان الدالة قابلة للتكامل ریمانیا وعلیھ  fLfL

ملاحظــــة 
وان .أن المبرھنة أعلاه  تبین أن التكامل اللیبیكي ھو امتداد  للتكامل الریماني للدوال المقیدة المعرفة على فترات مغلقة 

على فترة مغلقة والقابلة للتكامل ریمانیا ھي مجموعة جزئیة من مجموعة جزئیة من مجموعة الدوال المقیدة المعرفة 
],[],[أي أن . مجموعة الدوال المقیدة والمعرفة على نفس الفترة والتي تكون قابلة للتكامل لیبیكیا  baLbaR  .

],[],[والمثال التالي یبین أن  baLbaR لة ، أي أن إذا كانت  الداf قابلة للتكامل اللیبیكي فانھ لیس من الضروري
أن تكون قابلة للتكامل الریماني 

)5.2.4(مثال
]:لتكن الدالة  , ]f a b  معرفة بالصیغة








 cQbax

Qbax
xf

],[,2

],[,3
)(

)راجع المثال في محاضرة تكامل ریمان(الریماني وغیر قابلة للتكاملمقیدةfلاحظ أن الدالة 
تمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة  1Aلتكن  ba, 2وA تمثل مجموعة الأعداد غیر النسبیة في الفترة ba,

فان  21 , AAP  للفترة تمثل تجزئة لیبیكیة ba, وانabAA  )(,0)( 21 

1 2 1 2

sup{ ( ) : }, inf{ ( ) : }, 1,2

3, 2, 3, 2
i i i iM f x x A m f x x A i

M M m m

    
     

)(2)(2)0(3)(),(

),(2)(2)0(3)(),(

2

1

2

ababAmPfL

ababAMPfL

i
ii

i
ii

















)(2)}(sup{,)(2)}(inf{ abfLfLabfLfL  
ولكن   fLfL 2)(2)(وعلیھ abfLfLab   وھكذا فان  fLfL . الدالة وعلیھf قابلة

],[على الفترةلیبیكیا للتكامل  ba.
.اللیبیكي  المبرھنة التالیة تبین الشرط الضروري والكافي لكي تكون الدالة المقیدة قابلة للتكامل

) 6.2.4(مبرھنـــة 
،:fقیاس في مجموعة مقیدة و قابلة لللتكن   فاندالة مقیدةf لیبیكیا على تكون قابلة للتكامل

أنبحیث مجموعةللPلیبیكیة توجد تجزئة 0كان لكل إذاوفقط إذاالمجموعة 
 ),(),( PfLPfL

:البرھان 
، أي أن لیبیكیا على المجموعة قابلة للتكاملfنفرض الدالة   fLfL
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0لیكن 
بما أن   )}(sup{,)}(inf{ fLfLfLfL

أنبحیث مجموعةلل1Pتوجد تجزئة لیبیكیة infباستخدام تعریف 
2

),( 1


  fLPfL

أن بحیث مجموعةلل2Pتوجد تجزئة لیبیكیة supوكذلك باستخدام تعریف 
2

),( 2


 PfLfL

21نضع  PPP  یجب أن نبرھن على أن : ),(),( PfLPfL

),(),,(),(),(فان  1P ،2Pتنعیم إلى كل من  Pبما أن  21 PfLPfLPfLPfL 

2
),(),(,

2
),(),( 21


  PfLfLPfLfLfLPfLfLPfL

بما أن   fLfL  2
),(,

2
),(


PfLfLfLPfL وعلیھ



  22

),(),( PfLfLfLPfL

 ),(),( PfLPfL

أنبحیثمجموعةللPلیبیكیة توجد تجزئة 0لكل نفرض : الاتجاه الأخر
 ),(),( PfLPfL

نحصل على   مجموعةللPلیبیكیة بما أن كل تجزئة   ),(,),( PfLfLPfLfL وعلیھ
  ),(),( PfLPfLfLfL

بحیث أن   fLfLfLfLfLfL 00  0لكل وعلیھ  fLfL

Elementary Properties of Lebesgueلیبیك الخواص الأولیة لتكامل3.4  Integral
)1.3.4(مبرھنــــة 

,واللتكن الد،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g المجموعة على یبیكي لقابلة للتكامل المقیدة و
 . إذا كان,   بحیث إن  )(xf لكلxفان ،

)()(  


 fd

0فان 0fإذا كانت  : وبصورة خاصة 


fd

:رھانبال
}:2,1,,{لتكن  niAP i  لیبیكیة للمجموعة تجزئة    . فان)(),(),()(   PfLPfL

، أي أن لیبیكیا على المجموعة قابلة للتكاملfالدالة بما أن 


 fdfLfL

 


 fdfLfd )()(وكذلك  )()(  


 fLfdfd
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)()(وعلیھ   


 fd.

.  أو برھن بدون استخدام الجزء الأول0أما بالنسبة للجزء الأخر، نأخذ 
)(0بما أن  xf لكلx 0),( PfL تجزئة  لیبیكیة لكلPللمجموعة 0fL

لیبیكي على المجموعة القابلة للتكامل fبما أن  الدالة  


fLfLfd


0fd

)2.3.4(مبرھنــــة 
f:المقیدة الدالة فان،في مھملة مجموعة لتكن     المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل التكون وان

0


fd

: البرھان
}:2,1,,{ن لتك niAP i  لیبیكیة للمجموعة تجزئة.




n

i
iA

1

niمجموعة مھملة  لكل iAمجموعة مھملةبما أن  ,,2,1  0)( iA لكلni ,,2,1 

وعلیھ 

 
 


n

i

n

i
iiii AmPfLAMPfL

1 1

0)(),(,0)(),( 

0فان  fL 0و fL وعلیھ الدالةfالمجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل ال 0وان


fd

)3.3.4(ة مبرھنــــ
بحیث أن كلا جزئیتین متنافیتین من مجموعتین,BAلتكن ،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن 

Rfإذا كانت الدالة .BAمنھما قابلة للقیاس   :المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة و ،
وان Bو Aلیبیكي على كل من تكون قابلة للتكامل الfفان الدالة 

 
 BA

fdfdfd 

:برھانال
المجموعة على لیبیكي للتكامل القابلة f،  بما أن الدالة 0لیكن  

 2,1,,{لیبیكیة توجد تجزئة:{ niCP i  للمجموعةبحیث أن
  



fdPfL ),( ،),( PfLfd 




نضع
BCBACA iiii  ,

1}:2,1,,{وبسھولة یمكن  أن نثبت أن  niAP i  للمجموعة لیبیكیةتجزئةA وكذلك
},,2,1:{2 niBP i  للمجموعة لیبیكیةتجزئةB

RAfنعرف  :1 1)()(بالصیغة xfxf  لكلAx وكذلكRBf :2 2)()(بالصیغة xfxf  لكلBx

),(),(),(من الواضح أیضا   2211 PfLPfLPfL  وكذلك),(),(),( 2211 PfLPfLPfL 
وعلیھ 



332ر 
Mathematical  Analysis II) 2(تحلیل ریاضي 

3: عدد الوحدات1: مناقشة3: نظري 

73

 
 BA

fLfLPfLPfLPfLfd ),(),(),( 2211

وكذلك    


fdPfLPfLPfLfLfL
BA

),(),(),( 2211

ولھذا  


fdfLfLfLfLfd
BABA

نستنتج أن 0وبما أن ھذه العلاقة  تتحقق لكل 



  fdfLfLfLfLfd
BABA

وعلیھ  
BABA

fLfLfLfL

ولكن   
AA

fLfL و 
BB

fLfL  وعلیھ 
AA

fLfL و 
BB

fLfL

وان Bو Aقابلة للتكامل على كل من fوھكذا فان الدالة  
 BA

fdfdfd 

) 4.3.4(نتیجة
إذا كانت الدالة .وقابلة للقیاس ة جزئیة من مجموعAلتكن ،وعة مقیدة و قابلة للقیاس في مجملتكن 

:f  المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة ولة ، فان الداfلیبیكي على تكون قابلة للتكامل الA

:برھانال
cABلتكن   كل منA وB قابلة للقیاس وانBA الدالة وعلیھf قابلة للتكامل على كل منA وB.
)5.3.4(نـتیـجة

nAAAلتكن ،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  ,,, 21 ة مثنى مثنى من جزئیة متنافیتامجموع بحیث

أن كلا متھما قابلة للقیاس 
n

i
iA

1

. إذا كانت الدالة:f  المجموعة على لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة و فان ،

وان  iAلیبیكي على كل من مل التكون قابلة للتكاfالدالة 



n

i Ai

fdfd
1

)باستخدام الاستقراء الریاضي: البرھان(

)6.3.4(مبرھنــــة 
}{لتكن ،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  nAالجزئیة المتنافیة مثنى مثنى من تامجموعمن المتتابعة

بحیث أن كلا متھما قابلة للقیاس وان





1n

nA. إذا كانت الدالة:f  على لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة و

وان nAلیبیكي على كل من تكون قابلة للتكامل الf، فان الدالة المجموعة 

 





1n An

fdfd 

:البرھان
}{إذا كانت المتتابعة  nAولھذا سنفرض أن المتتابعة . منتھیة ، فنحصل على النتیجة السابقة}{ nAغیر منتھیة

نضع. nلكل قیم 
n

k
kn AB

1

 وكذلكnn BC | .لاحظ أن كل منnB،nC مجموعة قابلة للقیاس وكذلك
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11 ,   nnnn CCBB لكل قیمn . المبرھنة السابقة نحصل على أن الدالة حسبfلیبیكي على تكون قابلة للتكامل ال

وان nB،nCكل من 
 nn CB

fdfdfd   بحیث أن



n

i AB in

fdfd
1



}{یجب أن نبرھن أن المتتابعة: الآن
nB

fd تقترب الى)( . أي علینا أن نبرھن على أن المتتابعة}{
nC

fd 0إلىتقترب.

Mxfبحیث أن 0Mمقیدة ، فانھ یوجد fبما أن الدالة  )( لكلx .لیھ وعMxfM  xلكل )(

نحصل على ) 1.3.4(وعلیھ باستخدام المبرھنة 
)()( n

C

n CMfdCM
n

  

)(أي أن  n

C

CMfd
n

  من جھة أخرى ،)()()()(
1

nn
n

n CBA   




.

}){(وھذا یعني أن المتتابعة  nB تقترب إلى)(  أي أن المتتابعة ،)}({ nC الصفرإلىتقترب.

بحیث أن  k، یوجد عدد صحیح موجب 0وعلیھ لكل 
M

Cn


 )( لكلkn .

)(بما أن  n

C

CMfd
n

  وعلیھ 
nC

fd 0أنوھذا  یبین
nC

fd وبالتالي فان المتسلسلة اللانھائیة 


1n An

fd

متقاربة وان  





1n An

fdfd .

)7.3.4(مبرھنــــة 
بحیث أن كلا منھما جزئیتین متنافیتین من مجموعتین,BAلتكن ،Rمجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن 

Rfالمقیدة إذا كانت الدالة .BAقابلة للقیاس وان  :كل من على لیبیكي قابلة للتكامل الAوB فان ،
وان لیبیكي على  المجموعة تكون قابلة للتكامل الfالدالة 

 
 BA

fdfdfd 

:برھانال
Bو Aكل من على  لیبیكي امل الللتكقابلة fبما أن الدالة .   0لیكن  

 1}:2,1,,{لیبیكیة توجد تجزئة niAP i  للمجموعةAبحیث أن
  

A

fdPfL ),( 11 ،),( 11 PfLfd
A

 

1حیث   :f A   1)()(دالة معرفة بالصیغة xfxf  لكلAx

2}:2,1,,{لیبیكیة وكذلك توجد تجزئة  niBP i  للمجموعةBبحیث أن
  

B

fdPfL ),( 22 ،),( 22 PfLfd
B

 

2حیث  :f B  2)()(الة معرفة بالصیغة د xfxf  لكلBx .21نضع PPP 

),(),(),(من الواضح أیضا   2211 PfLPfLPfL  وكذلك),(),(),( 2211 PfLPfLPfL 
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وعلیھ  



 fLPfLfdfd
BA

),(2 و 2),(  
 BA

fdfdPfLfL

وھكذا فان 
 22  

 BABA

fdfdfdfdfd

ینتج أن 0بما أن ھذه العلاقة تتحقق لجمیع قیم 
 

 BA

fdfdfdfLfL 

وان قابلة للتكامل على المجموعة fوھكذا فان الدالة  
 BA

fdfdfd 

)8.3.4(مبرھنــــة 
f:المقیدة إذا كانت الدالة .،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن   علىلیبیكي قابلة للتكامل ال .

وان علىلیبیكي الة للتكاملقابلfالدالةتكون ، فان، لكل 




  fdfd

:البرھان
}:2,1,,{لیبیكیة ، توجد تجزئة علىلیبیكي للتكامل القابلة fبما أن الدالة  ،0لیكن niAP i 

بحیث أنللمجموعة   


fdPfL ),( ،),( PfLfd 




  0إذا كانت فان لكل تجزئة ،P للمجموعة  نحصل على
),(),(),(),( PfLPfLPfLPfL  

 


)(),(),()( fLPfLPfLfdfd 

  


 fdfdPfLPfLfL )(),(),()(

:  ینتج أن 0بما أن المتراجحات أعلاه تتحقق لكل 



  fdfLfLfd )()(

ومن ھذا نستنتج أن 



  fddf )(

  0إذا كانتلكل تجزئة ، فانP للمجموعة  نحصل على
),(),(),(),( PfLPfLPfLPfL  

 


)(),(),()( fLPfLPfLfdfd 

  


 fdfdPfLPfLfL )(),(),()(

ومن ھذا نستنتج أن 
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


  fddf )(

)9.3.4(مبرھنــــة 
,كل من إذا كانت.و قابلة للقیاس في مجموعة مقیدة لتكن  :f g   لیبیكي قابلة للتكامل المقیدة  دالة

gfالدالة فان. على علىلیبیكي التكون قابلة للتكامل وان




  gdfddgf )(

:البرھان 
gfبما أن كل من،0لیكن للمجموعة 1Pتوجد تجزئة علىلیبیكي الدالة قابلة للتكامل,

بحیث أنللمجموعة 2Pوتجزئة 
),(),( 11 PfLfdfdPfL  





),(),( 22 PgLgdgdPgL  




21نضع  PPPP  للمجموعة تجزئة},,2,1:{ niAP i 

}:)(inf{}:)(inf{}:))(inf{( iiiiii AxxgmAxxfmAxxgfm 
}:)(sup{}:)(sup{}:))(sup{( iiiiii AxxgMAxxfMAxxgfM 

 iiiiii mmmMMMو علیھ نحصل على
),(),(),(),(),(),( PgLPfLPgfLPgfLPgLPfL 

 ),(),(),(),(),(),( PgLPfLPgfLPgfLPgLPfL فان
),(),(),(),(),(),( PgLPgLPfLPfLPgfLPgfL 

ولكن 
2

),(),(
2

),(),( 2211


 PgLPgLPfLPfL   فان ),(),( PgfLPgfL

 gf علىلیبیكي القابلة للتكاملوأكثر من ذلك ،

  )(),(),(),(),(),(2 21 gfLPgfLPgLPfLPgLPfLgLfL 

  )(2 gfLgLfL  وبالمثل نبرھن2)(   gLfLgfL وعلیھ
 2)()(2   gLfLgfLgfLgLfL

أي عدد موجب، فانبما أن 
  gLfLgfLgfLgLfL )()(

gfبما أن كل من علىلیبیكي لادالة قابلة للتكامل , 


fLfLfd و 


gLgLfd

وعلیھ 


  gdfdgfLgfLgdfd )()( 


 gdfddgf )(.

)10.3.4(نتیجة
,كل من إذا كانت.،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g  علىلیبیكي قابلة للتكامل المقیدة  دالة
 ولتكن,   .فان الدالةgf   .علىلیبیكي التكون قابلة للتكامل وان
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


  gdfddgf )(

1كل منإذا كانت:وبصورة عامة  2, , , :nf f f   علىلیبیكي قابلة للتكامل المقیدة  دالة ولتكن

1 2, , , n     .فان الدالةnn fff   وان علىلیبیكي التكون قابلة للتكامل. 2221

 
 

  dfdf i

n

i
i

n

i
ii

11

)(

)11.3.4(نتیجة
,كل من إذا كانت.،مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g  علىلیبیكي قابلة للتكامل المقیدة  دالة
وكانتgf ) أي أن)()( xgxf  لكلx( فان



  gdfd

: البرھان
fghنضع  

)()(بما أن   xgxf  لكلx 0)(xh لكلx  0وعلیھ


hd

)(0ولكن   


 hddfgfdgd 


0 fdgdgdfd

)12.3.4(مبرھنة
f:إذا كانت.مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن    علىلیبیكي تكامل القابلة للمقیدة  دالة فان

وان علىلیبیكي قابلة للتكامل الfالدالة 


  dffd

: البرھان
0لیكن 
}:2,1,,{لیبیكیة تجزئة ، فانھ توجد علىلیبیكي الة للتكامل قابلfبما أن  الدالة  niAP i  للمجموعة

بحیث أن ),(),( PfLPfL

}:)(inf{}:)(inf{ iiii AxxfmAxxfm 

}:)(sup{}:)(sup{ iiii AxxfMAxxfM 

 iiii mMmM و علیھ نحصل على
 ),(),(),(),( PfLPfLPfLPfL

علىلیبیكي التكون قابلة للتكامل fوعلیھ  الدالة

fffdffddfبما أن   


 


 dffd

ملاحظة
f:إذا كانت   مقیدة  وكانت الدالة دالةfعلىلیبیكي قابلة للتكامل ال،فانھ لیس من الضروري

.علىلیبیكي القابلة للتكاملfأن تكون الدالة 
)13.3.4(مبرھنة
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f:الدالة  إذا كانت.مجموعة مقیدة في لتكن     اللیبیكي على قابلة للتكامل مقیدة وقابلة للقیاس فإنھا
:البرھان 

Mxfبحیث أن 0Mمقیدة ، فانھ یوجد fبما أن الدالة  )( لكلx .  وعلیھMxfM  )(

.xلكل 
],[تجزئة للفترة nP، لتكن nلكل عدد صحیح موجب  MM مكونة منnزئیة المتساویة الطول من الفترات الج.

n

M

n

MM

n

ab
xi

2






 لكلni ,,2,1 

n

M
iM

n

ab
iaxi

2



 , ni ,,2,1 

]),((نضع . iلكل  1 iii xxfA iA مجموعة جزئیة من وان ji AA لكلji  وكذلك
n

i
iA

1

.

niقابلة للقیاس لكل iAقابلة للقیاس ، فان المجموعة fبما أن الدالة   ,,2,1  2,1,,{، وعلیھ:{ niAQ in 

: الآن . للمجموعة یة لیبیكتجزئة 

)(
2

)(
2

)(
2

)()()()(),(),(

11

1 11







 



 





n

M
A

n

M
A

n

M

AmMAmAMQfLQfL

n

i
ii

n

i

n

i
i

n

i
ii

n

i
iiiinn

بحیث أن k، یوجد عدد صحیح موجب 0لیكن )(
2

k

M و علیھ ),(),( nn QfLQfL

.اللیبیكي على لة للتكامل قابfالدالة أنومنھا ینتج 

بعض المبرھنات التي توضح إحدى المیزات المھمة لتكامل لیبیكإلىنتطرق :الآن 
)14.3.4(مبرھنة

,كل من إذا كانت.مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g   مقیدة  دالة
0..إذا كانت  ) 1( eaf  فان الدالةf علىقابلة للتكامل اللیبیكي 0وان



fd

eagf..إذا كانت ) 2(  وكانت الدالةf علىلیبیكي للتكامل القابلة فان الدالة ،fلیبیكي قابلة للتكامل ال
وان على



  gdfd

0..إذا كانت ) 3( eaf  0فان


fd

eagf..إذا كانت ) 4(  فان


  gdfd

:البرھان 
)1(

0..بما أن   eaf  فانھ توجد ،A 0بحیث أن)( A0وان)( xf لكلAx

0)(0مجموعة قابلة للقیاس وان cAقابلة للقیاس Aبما أن المجموعة   c

A

Afd
c

) 11راجع المثال(
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0نحصل على ) 2.3.4(وباستخدام المبرھنة 
A

fd نحصل على ) 17.4(وباستخدام المبرھنة

000  
 cAA

fdfdfd 

)2 (
)()()(، نضع xل لك xgxfxh h دالة مقیدة على.
eagf..بما أن     0..، فانھ)( eaxh  0وعلیھ



hd

hfgبما أن   الدالةg علىقابلة للتكامل اللیبیكي   وان


  fdhdfdgd

)15.3.4(مبرھنة
,كل من إذا كانت.مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  :f g   وقابلة للقیاس فان مقیدةدالة

0وكانت 0fإذا كانت ) 1(


fd 0..فان eaf 

gfإذا كانت )  2( 


  fdfd فان..eagf 

:البرھان 
)1(

.اللیبیكي على قابلة للتكامل fون الدالة تك) 13.3.4(باستخدام المبرھنة 

{، نضع nلكل عدد صحیح موجب 
1

)(:{
n

xfxAn 

قابلة للقیاس  nA|وعلیھ المجموعة nللقیاس  لكل قیم قابلةnAقابلة للقیاس ، فان المجموعة fبما أن الدالة 
fلدالة تكون ا) 3.3.4(باستخدام المبرھنة . اللیبیكي على قابلة للتكامل fوكذلك بما أن الدالة . nلكل قیم 

وان nA ،nA|كل من اللیبیكي علىللتكامل قابلة 





nn AA

fdfdfd
|



0بما أن  


fd 0فان
|

 
 nn AA

fdfd 

0فان 0fبما أن 


fd) 1.3.4حسب مبرھنة (

وكذلك بما أن 
n

f
1
 علىnA فان)(

1
n

A

A
n

fd
n

 ) وعلیھ ) 15حسب مبرھنة

0)(
1

0
|

 


n

AA

A
n

fdfd
nn



)(0فان  nA لكل قیمn

}:)(0{لتكن   xfxA ، بما أن الدالةf قابلة للقیاس ، فان المجموعةAباستخدام خاصیة . قابلة للقیاس

ارخمیدس نحصل على 





1n

nAA   . 1بما أن nn AA لكل قیمn فان ،)()( AAn  
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)(0وبما أن  nA لكل قیمn 0فان)( A . 0من الواضح أن)( xf لكلAx 0..وعلیھ eaf 

ملاحظـــة
بالرمز اللیبیكي على رمز لمجموعة الدوال المقیدة القابلة للتكامل نس. یاس في مجموعة مقیدة و قابلة للقلتكن 

)(S. أن إثباتویمكن)(S ل على الدواوالضرب بثابت عملیات الجمع الاعتیادیة إلىمتجھات بالنسبة فضاء
.أخرىوبعبارة ) 9.3.4، 8.3.4راجع المبرھنتین (.والضرب بعدد 

,)(كان إذا  Sgf ،,   فــان)( Sgf 

:، أي أن الدالة )9.3.4راجع النتیجة (دالة خطیة ) 1( ( )S     خطیة، بعبارة أخرى
,)(إذا كانت  Sgf ،R فــان,




  gdfddgf )(

:، أي أن الدالة ) 10.3.4راجع النتیجة (دالة رتیبة ) 2( ( )S     رتیبة ،  بعبارة أخرى
,)(إذا كانت  Sgf بحیث أنgf  فان



  gdfd

:دالة غیر متباینة ، أي أن الدالة ) 3( ( )S     غیر متباینة  ،  بعبارة أخرى
,)(إذا كانت  Sgf بحیث أن



  gdfd یكونأنلیس من الضروري فانھgf .

ملاحظة
إذا كانت  nf اللیبیكي على المجموعة من الدوال المقیدة القابلة للتكامل متتابعة وكانتff n  فانھ لیس من

اللیبیكي على المجموعة قابلة للتكامل fالضروري أن تكون

)16.3.4(مبرھنة
إذا كانت . مجموعة مقیدة و قابلة للقیاس في لتكن  nf اللیبیكي على من الدوال المقیدة القابلة للتكامل متتابعة

ffوكانت المجموعة  u
n  فان الدالةf اللیبیكي على المجموعة قابلة للتكامل  وان




  fddf n

أي أن







  fddfdf n
n

n
n

limlim
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Functions ofالدوال مقیدة التغایر. 5 Bonded Variation
Fundamental Conceptsمفاھیم أساسیة1.5

.    الدوال الحقیقیة مقیدة التغایر، نستذكر الدوال المستمرة ، الدوال الرتیبة والدوال المقیدةإلىقبل أن نتطرق 
)1.1.5(تعریف
f:ولتكن مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D  دالة ، یقال عن العددL  بأنة

 غایة للدالةf عند النقطةDa0ل إذا كان لك  0، یوجد بحیث أن لكلDx یتحقق الشرط الأتي :
 ax    یؤدي  إلى Lxf )(

Lxfوتكتب 
ax




)(lim

غایة من جھة الیمین)Right-Hand Limit  ( للدالةfعند النقطةDa 0إذا كان لكل  0، یوجد
:یتحقق الشرط الأتي Dxبحیث أن لكل 

 axa    یؤدي  إلى Lxf )(

Lxfوتكتب  
ax




)(lim .  بعبارة أخرىLhafxf
hax


 

)(lim)(lim
0

ویرمز لھ أحیانا 0hحیث  

)(بالرمز afأي أن ،
0,)(lim)(lim)(

0







hLhafxfaf
hax

غایة من جھة الیسار)Left-Hand Limit ( للدالةfعند النقطةDa 0إذا كان لكل  0، یوجد
: یتحقق الشرط الأتي Dxبحیث أن لكل 

axa     یؤدي  إلى Lxf )(

Lxfوتكتب 
ax




)(lim . بعبارة أخرى),(lim)(lim
0

hafxf
hax


 

)(ویرمز لھ أحیانا بالرمز0hحیث  af ،
أي أن

0,)(lim)(lim)(
0







hLhafxfaf
hax

Lxf
ax




)(lim إذا وفقط إذا كانLxf
ax




)(lim وكذلكLxf
ax




)(lim

)1.2.5(تعریف 
f:یقال عن الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D   بأنھا

   مستمرة)Continuous ( عند النقطةDa   إذا كان)()(lim afxf
ax




 .f

.Dكانت  مستمرة عند كل  من نقط من نقاط 
 مستمرة من الیمین)Right Continuous (عند النقطةDaإذا كان)()( afaf 

 مستمرة من الیسار)Left Continuous(عند النقطةDa  إذا كان)()( afaf 

.ن و مستمرة من الیسارإذا  وفقط إذا كانت مستمرة من الیمیDaمستمرة عند النقطةتكونfلدالةا
إذا كانDaالنقطةعند )Jump Discontinuous(بأنھا غیر مستمرة ذات طفرة fویقال عن الدالة 

)(كل من  )  1( af ،)( af          2(موجودة  (( ) ( ) ( )f a f a f a  

)3.1.5(تعریف 
f:یقال عن الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D  أنھا ب

)Non- decreasingأو غیر متناقصة) (Decreasing(متزایدة ) 1(
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yxإذا كان     یؤدي إلى( ) ( )f x f y لكلDyx ,

(Strictly Increasing)متزایدة حدیا ) 2(
yxإذا كان     یؤدي إلى)()( yfxf  لكلDyx ,

)Non- increasingغیر متزایدة ) (Decreasing(متناقصة ) 3(
yxإذا كان     یؤدي إلى)()( xfyf  لكلDyx ,

)Strictly Decreasing(حدیا متناقصة ) 4(
yxإذا كان    یؤدي إلى)()( xfyf  لكلDyx ,

.إذا كانت تحقق أیا من الشروط الأربعة أعلاه(Monotone)بأنھا رتیبة fویقال عن 
)4.1.5(مبرھنة

:إذا كانت الدالة   [ , ]f a b   كل من  متزایدة فان كل من)( cf ،)( cf موجودة لكل),( bac وان
)()()(   cfcfcf

)()(وعلیھ   afaf وكذلك( ) ( )f b f b .
:البرھان

),(لیكن  bacلتكن و}:)({ bxaxfA  بما أن الدالةf متزایدة ، قان المجموعةA  مقیدة من الأعلى
Asupبحیث Rیوجد تحقق خاصیة الكمال  Rبما أن .cf)(بواسطة  )(cf

)(نبرھن  : أولا  cfن موجودة وا )(cf : 0لكلنبرھنیجب أن 0یوجد بحیث ان
cxc     یؤدي  إلى )(xf

Ayf، یوجد sup، باستخدام تعریف 0لیكن  )(  بحیث أن )( yf  ولكن)( yf

Ayfلان( )( وكذلكAsup ( فان  )( yf وعلیھ
 )(yf

ycوعلھ العدد  وبالمثل نبرھن . یحقق الخاصیة)( cf موجود وان)()(  cfcf.
)5.1.5(مبرھنة

f:إذا كانت  الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D   1متزایدة حدیا  فانf

.Df)(ومتزایدة حدیا على موجودة 
: البرھان 

f:بما أن الدالة  D  فأنھا متباینة متزایدة حدیا
:)(وبما أن الدالة  DfDf  شاملة وعلیھا الدالة)(: DfDf  1تقابلیة  وھذا یؤدي الى أنf موجودة على)(Df

,)(لیكن : Df)(متزایدة حدیا على 1fالدالة : بقي أن نبرھن  21 Dfyy  21بحیث أن yy  فانھ  یوجد،
Dxx 21 )(بحیث أن , 1

1
1 yfx  ،)( 2

1
2 yfx  . سنبرھن بطریقة التناقض نفرض)()( 2

1
1

1 yfyf  
 212121 )()( xxxfxfyyوھذا تناقض.

)6.1.5(نتیجة 
:إذا كانت الدالة   [ , ]f a b   1فانحدیا ومستمرة متزایدةfرة متزایدة حدیا ومستمرة على  الفت)](),([ bfaf.

)7.1.5(تعریف 
f:یقال عن الدالة . مجموعة جزئیة من مجموعة الأعداد الحقیقیةDلتكن  D  أنھا مقیدة ب)Bounded (

بحیث أن  Mإذا وجد عدد حقیقي موجب   Mxf  لكلx D .
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f:إذا كانت الدالة: من السھولة أن نبرھن على أنة   مقیدة ومتزایدة أو متناقصة فان كل من)(),(  afaf

f:وتحت نفس الشروط  للدالة . aتكون موجودة لكل     فان كل من)(),(  ff موجودة وان
)(lim)(),(lim)( xffxff

xx 


ملاحظة
لتكن  bxxxaP n  ],[تجزئة للفترة10... ba. .رمز لطول الفترة الجزئیة نوس iii xxJ ,1

1وعلیھ ixبالرمز iii xxx وبسھولة یمكن إثباتabx
n

i
i 

1

Pرمز لمعیار التجزئة نوكذلك 

ویعرف بالشكلPبالرمز  nixP i ,2,1:max 

)9.1.5(مبرھنة 
]:لتكن  , ]f a b    دالة ولتكن bxxxaP n  ],[تجزئة للفترة10... ba نضع

)()( 1 kkk xfxff لكلnk ,,2,1 فان

)1()()(
1

afbff
n

k
k 



0متزایدة  فان fإذا كانت الدالة ) 2( kf لكلnk ,,2,1 

0متناقصة  فان fإذا كانت الدالة ) 3( kf لكلnk ,,2,1 )4 ( إذا كانت الدالةfمتزایدة

)()())()((
1

1

afbfxfxf
n

k
kk 







:البرھان 
)1(

)()()()(

))()(())()(())()(())()((

0

11201
1

1
1

afbfxfxf

xfxfxfxfxfxfxfxff

n

nn

n

k
kk

n

k
k



 





 

kkبما أن )    2( xx 1 لكلnk ,,2,1  وكذلك بما أنf متزایدة  فان
)()(0)()( 11 kkkk xfxfxfxf    0وعلیھ)()( 1  kkk xfxff لكلnk ,,2,1 

kkبما أن )   3( xx 1 لكلnk ,,2,1 ا أن وكذلك بمf   متناقصة  فان
)()(0)()( 11 kkkk xfxfxfxf    0وعلیھ)()( 1  kkk xfxff لكلnk ,,2,1 

)()()(),(لیكن ) 4( 111   kkkkkkkkk xxyxyxxfyfxf لان الدالةfمتزایدة.
)()(فان دةمتزایfوكذلك بما أن الدالة  kk yfxf   وكذلك)()( 1


  kk xfyf  وعلیھ

)()()()( 1
  kkkk yfyfxfxf 






 )()())()(())()((
1

1
1

afbfyfyfxfxf
n

k
kk

n

k
kk

)10.1.5(مبرھنة 
:لتكن [ , ]f a b   دالة رتیبة ، ولتكنAفان النقاط التي تكون فیھا الدالة  غیر مستمرةمجموعة ،A تكون

.قابلة للعد
2.5

.نوع  أخر من الدوال الحقیقیة  والذي ھو الدوال مقیدة التغایرإلىوفي ھذه المحاضرة سوف نتطرق 
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],[أي أن، فترة مغلقة مقیدة من الأعداد الحقیقیةJلتكن  baJ  ، bxxxaP n  ...10

:ولتكن Jتجزئة للفترة  [ , ]f a b   نضع . دالة





n

k
kJ fPfV

1

),(

),(یسمى العدد غیر السالب  PfVJ بتغایر الدالةf على الفترةJ بالنسبة للتجزئةP .بسھولة یمكن إثبات
12، أي ان 2Pتنعیم للتجزئة 1Pإذا كانت   PP  فان),(),( 12 PfVPfV JJ  .

)1.2.5(تعریف 
f:لتكن  J   دالة ولتكن bxxxaP n  بأنھا مقیدة التغایرfیقال عن الدالة . Jتجزئة للفترة 10...

)(}),(:],[تجزئة للفترة P{إذا كانت  المجموعة  baPfVf JJ إذا وجد عدد بعبارة أخرى . مقیدة من الأعلى
MPfVJیث أن بحMحقیقي موجب  ),( . إذا كانت الدالة:f J   مقیدة التغایر ، نعرف

}P تجزئة للفترة],[:),(sup{)(sup)( baPfVffV JJJ 

)(یسمى العدد  fVJ بالتغایر الكلي)Total Variation ( للدالةfى الفترة عل],[ baJ .
 إذا كانت الدالة: [ , ]f a b  فان  رـمقیدة التغای)( fVJ 0منتھي  ولكن)( fVJ0لان),( PfVJ لكل

],[للفترة Pتجزئة  ba .0وأكثر من ذلك)( fVJ إذا وفقط إذا كانتfعلى الفترة دالة ثابتة],[ ba.
)2.2.5(مثال
:الدالة لتكن [0,1]f   معرفة بالصیغة










0,0

0,
2

cos)(
x

x
x

xxf


.غیر مقیدة التغایرfفان الدالة 
:الحل 

,1{، لتكن  Nnلكل 
2

1
,

3

1
,,

12

1
,

2

1
,0{ 




nn
Pn 1,0[تجزئة للفترة[

nnnnn
f

n

k
k

1

2

1
1

2

1

2

1

12

1

12

1

2

1

2

12

1












بما أن المتسلسلة اللانھائیة 


1

1

n n
..غیر مقیدة التغایرfدالة نستنتج أن ال. متباعدة 

ملاحظة
، فان ھذا المثال یبین أن الاستمراریة غیر كافیة لجعل غیر مقیدة التغایرمستمرة وfالدالة ) 2.2.5(المثال في

.الدالة مقیدة التغایر
)3.2.5(مبرھنة

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مستمرة وكانتf  موجودة ومقیدة على الفترة المفتوحة),( ba فان الدالة ،f مقیدة
.التغایر

لتكن :البرھان bxxxaP n  ],[تجزئة للفترة10... ba
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fبما أن   موجودة، باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى ، یوجد),( 1 kkk xxt  بحیث أن
1

1)()(
)(









kk

kk
k xx

xfxf
tf

))(()()( 11   kkkkkk xxtfxfxff

fبما أن    مقیدة على),( ba 0، یوجدM بحیث أنMxf  ),(لكل )( bax

kkkkkkkk xMxxtfxxtff   )()())(( 11

)(
111

abMxMxMf
n

k
k

n

k
k

n

k
k  



)4.2.5(مثال
:الدالة لتكن [0,1]f   معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

cos)(
2

x

x
x

xxf

fوكذلك  ]1,0[ستمرة الفترة مfلان الدالةمقیدة التغایرfفان الدالة   في الواقع .)1,0(موجودة ومقیدة على الفترة

0)0( f وكذلك
x

x
x

xf
1

cos2
1

sin)(  0لكلx 3وعلیھ)(  xf 1,0[لكل[x.

ظة ـملاح
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مقیدة التغایر فلیس بالضروري أن تكون الدالةf والمثال التالي یوضح ذلك. مقیدة.

)(3لیكن  xxf  فان الدالةfة فترة منتھیة لأنھا رتیبة  ولكن تكون مقیدة التغایر على أیf     غیر مقیدة  لان
 )(xf 0عندماx

)5.2.5(مبرھنة 
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مقیدة التغایر افإنھرتیبة

:البرھان 
0فان متزایدة fسنبرھن في حالة الدالة   kf لكل تجزئةP للفترةJ وعلیھ

)()(),(
11

afbfffPfV
n

k
k

n

k
kJ  



.متناقصةfوبالمثل نبرھن في حالة الدالة 
ظة ـملاح

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  یوضح ذلك) 13(والمثال . مقیدة التغایر فلیس بالضروري أن تكون رتیبة.
)6.2.5(مبرھنة

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  فأنھا مقیدةمقیدة التغایر ،.
:البرھان 

لتكن  bxxxaP  ],[تجزئة للفترة210 ba

MPfVJبحیث أن  0M، فأنھ یوجد مقیدة التغایرfبما أن الدالة  ),(

Mxfxfxfxff
n

k
k 



)()()()( 1201
1
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 Mxfbfafxf )()()()( 11 MMafxf )()( وعلیھ 1 Mxf ],[لكل )( bax

ظة ـحملا
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  والمثال التالي یوضح ذلك. مقیدة فأنھا لیس بالضروري أن تكون مقیدة التغایر.

)7.2.5(مثال
:لدالة فان ا.]1,0[اتمثل مجموعة الأعداد النسبیة في الفترة المغلقة Aلتكن [0,1]f  معرفة بالصیغة ال









Ax

Ax
xf

,0

,1
)(

)(1لان مقیدة التغایرمقیدة ولكنھا غیر xf 1,0[لكل[x

لو فرضنا   1...0 10  nxxxPبحیث أن ]1,0[تجزئة للفترة,,,, 3210 AxAxAxAx 

فان

nxfxfxfxfxfxffPfV nn

n

k
kJ  


 111)()()()()()(),( 11201

1



)8.2.5(مبرھنة
,كل من إذا كانت  : [ , ]f g a b   مقیدة التغایردالة ،فأن.

gfالدالة ) 1( على مقیدة التغایر],[ baوان)()()( gVfVgfV JJJ 

],[على مقیدة التغایرfالدالة ) 2( ba وان)()( fVfV JJ  

gfالدالة )  3( على مقیدة التغایر],[ baوان)()()( gVfVgfV JJJ   بحیث
]},[:)(sup{]},,[:)(sup{ baxxfbaxxg  

:البرھان 
gfhنضع )  1(  . لكل تجزئةP للفترة],[ ba

kkkkkk

kkkkkkk

gfxgxgxfxf

xgxgxfxfxhxhh









)()()()(

)()()()()()(

11

111

 


kkk

n

k
k

n

k
k

n

k
k gfhgfh

111

),(),(),(وعلیھ  PgVPfVPhV JJJ 

gfبما آن كل من ],[على مقیدة التغایردالة , ba21ةموجبةحقیقیداعدأوجد ، فانھ  ت , MM بحیث أن
1),( MPfVJ  ،2),( MPgVJ  . وعلیھMMMPhVJ  21),( الدالةgf على مقیدة التغایر
],[ ba.

),(),(),(ى علsupبأخذ  PgVPfVPhV JJJ  نحصل على)()()( gVfVgfV JJJ 

gfhنضع )  3(  . لكل تجزئةP تجزئة للفترة],[ ba

kkkkkk

kkkkkkkkkk

kkkkkkkk

kkkkkkk

gfgxfxgf

gxfxgfxgxgxfxgxfxf

xgxfxgxfxgxfxgxf

xgxfxgxfxhxhh

















)()(

)()())()()(()())()((

)()()()()()()()(
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),(),(),(وعلیھ  PgVPfVPhV JJJ  

gfبما آن كل من ],[على مقیدة التغایردالة , ba21ةموجبةحقیقیداعدأوجد ، فانھ  ت , MM بحیث أن
1),( MPfVJ  ،2),( MPgVJ  . وعلیھMMMPhVJ  21),( الدالةgf على مقیدة التغایر],[ ba.

),(),(),(على supبأخذ  PgVPfVPhV JJJ   نحصل على)()()( gVfVgfV JJJ  

)9.2.5(مبرھنة
:لتكن الدالة  [ , ]f a b  وافرض انھ یوجد عدد موجب مقیدة التغایر ،m 0بحیث أن)(  mxf   لكل

],[ bax . فأن الدالة
f

],[تكون مقیدة التغایر على 1 ba وان)(
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:البرھان 
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P
f
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],[على مقیدة التغایردالة fبما آن  ba1حقیقي موجب عددوجد ، فانھ  یM 1بحیث أن),( MPfVJ  وعلیھ ،

MM
m

P
f

VJ  12

1
),

1
( الدالة

f

],[على مقیدة التغایر1 ba.

),(على supبأخذ 
1

),
1

(
2

PfV
m

P
f

V JJ  نحصل على)(
1

)
1

(
2

fV
mf

V JJ 

)10.2.5(مبرھنة
:لتكن الدالة [ , ]f a b  وافرض انھ مقیدة التغایر ،),( bac . فان الدالةf تكون مقیدة التغایر على كل من

],[ ca ،],[ bc  وان)()()( ],[],[],[ fVfVfV bccaba 

:البرھان
],[تجزئة للفترة Pنفرض  ba ،1P تجزئة للفترة],[ ca ،2P تجزئة للفترة],[ bc

),(),(),( 2],[1],[],[ PfVPfVPfV bccaba 

)(}sup),(:],[تجزئة للفترة P{بما أن  baPfVfV JJ فان ،)(),( ],[],[ fVPfV baba  وعلیھ
)(),(),( ],[2],[1],[ fVPfVPfV babcca  وھذا یبین كل من),( 1],[ PfV ca ،),( 2],[ PfV bc مقید  بالعدد)(],[ fV ba

],[تكون مقیدة التغایر على كل من fوعلیھ الدالة  ca ،],[ bc

),(),()(على supبأخذ  ],[2],[1],[ fVPfVPfV babcca نحصل على
)1()()()( ],[],[],[ fVfVfV babcca 

نفرض : للحصول على الاتجاه الأخر للتساوي  bxxxaP n  10تجزئة للفترة],[ ba

}ولتكن  }Q P c  . إذا كان],[ 1 kk xxc  فان ،
)()()()()()()()()()( 111   kkkkkk xfcfcfxfxfcfcfxfxfxf
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),(),(وعلیھ  ],[],[ QfVPfV baba 

],[في الفترة Qنقاط : الآن  ca 1تكون تجزئةP للفترة],[ ca نقاط وكذلكQ في الفترة],[ bc 2تكون تجزئةP

],[للفترة  bc وعلیھ),(),(),( 2],[1],[],[ PfVPfVQfV bccaba  ),(),(),( 2],[1],[],[ PfVPfVPfV bccaba

),(),(),(على supبأخذ  2],[1],[],[ PfVPfVPfV bccaba نحصل على
)2()()()( ],[],[],[ fVfVfV bccaba 

)()()(نحصل على ) 2(،)1(من  ],[],[],[ fVfVfV bccaba 

)11.2.5(مثال 
:إذا كانت الدالة  [0, 2 ]f    معرفة بالصیغةxxf sin)(  2,0[لكل[ x

:الحل
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),(1,),(2ونفس الأسلوب نحسب  
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3
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1
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 PfVPfV


وعلیھ 
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]2,

2

3
[]

2

3
,

2

1
[]

2

1
,0[

]2,0[  PfVPfVPfVPfV




)12.2.5(مبرھنة
:لتكن الدالة  [ , ]f a b  نعرف الدالة . مقیدة التغایر: [ , ]V a b   بالصیغة









ax

bxafV
xV xa

,0

),(
)( ],[

V ،fVفان كل من الدوال   متزایدة على الفترة],[ ba.
:البرھان 

byxaإذا كانت   
)()()()(),()( ],[],[],[],[ fVfVfVyVfVxV yxxayaxa 

)()()()()(0وعلیھ  ],[  fVxVyVyVxV yx فانVتزایدة على الفترة دالة م],[ ba

fVنبرھن : الآن   دالة متزایدة على الفترة],[ ba   : لتكنfvg 
))()(()())()(())()(())()(())()(()()( ],[ xfyffVxfyfxVyVxfxVyfyVxgyg yx 

],[)(ومن تعریف  fV yx نحصل على)()()( ],[ fVxfyf yx0ھ وعلی)()()()(  xgygygxg.
)13.2.5(مبرھنة
:لتكن  [ , ]f a b   دالة ، فان الدالةfعلى مقیدة التغایر],[ ba إذا وفقط إذا أمكن التعبیر عن الدالةf كفرق

.بین دالتین متزایدتین
:البرھان
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],[على مقیدة التغایرfنفرض الدالة  ba فان ،)( fVVf  وان كل من الدوالV ،fV  متزایدة
],[على الفترة  ba.

hgfنفرض : الاتجاه الأخر   بحیث كل منhg, دالة متزایدة
],[على مقیدة التغایردالة ,hgدالة متزایدة فان كل من ,hgبما أن كل من  ba) وعلیھ ) 5.2.5حسب مبرھنة

hg  على التغایرمقیدة دالة],[ ba) وھذا یعني أن  الدالة ). 8.2.5حسب مبرھنةfعلى مقیدة التغایر],[ ba.
)14.2.5(مبرھنة
:لتكن  [ , ]f a b   على مقیدة التغایردالة],[ ba ولتكن],[ bax فان الدالة ،f تكون مستمرة عند النقطةx

ن مستمرة تكوfوعلیھ لدالة .xمستمرة عند النقطة )12.2.5المعرفة في المبرھنة (Vإذا وفقط إذا كانت الدالة 
],[على  ba إذا وفقط إذا كانت الدالةV مستمرة على],[ ba

:البرھان 
),()(رتیبة فان كل من Vبما أن الدالة   xVxV موجودة لكلbax ,(تخدام المبرھنة وعلیھ باس)13.2.5  (
),()(یكون كل من   xfxf موجودة لكلbax ,(  .
)()()(، فان xدالة مستمرة عند النقطة Vبما أن الدالة     xVxVxV

byxaإذا كانت   فان
)()()()(),()( ],[],[],[],[ fVfVfVyVfVxV yxxayaxa 

)()()(وعلیھ  ],[ fVxVyV yx

)(}sup),(:],[تجزئة للفترة P{بما أن  ],[],[ yxPfVfV yxyx  فان)()()(],[ xfyffV yx 

)()()()()(0 ],[ xVyVfVxfyf yx 

0)()()()(0، نحصل على  xyعندما    xVxVxfxfوعلیھ)()(  xfxf وبالمثل نبرھن
)()(  xfxf وعلیھ)()()(   xfxfxf.

),(تكون مستمرة على fنفرض الدالة : الاتجاه الأخر ba یجب ان نبرھن على ان الدالةV مستمرة على
),(الفترة ba :لیكن),( bac

بحیث أن  0، یوجد c)(مستمرة عند النقطة f، بما أن الدالة 0نفرض  cx0 یؤدي الى

2
)()( 0


 xfxfتجزئة ، وكذلك توجد bxxxcP n  للفترة 10... bc, بحیث أن
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نفرض  cxxx 101 00
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 xfxff  ],[
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kbc VffffV  





},,,{أن بما 21 nxxx  تجزئة للفترة],[ 1 bx  نحصل على ،   ],[, 1
)( bxbc VfV.

ولكن    ],[],[],[],[],[1 111
)()()()(0 bxbcxccaxa VVfVVfVcVxV وعلیھ برھنا

 cx10 إلىیؤدي )()(0 1 cVxV

)()(وھذا یعني برھنا  xVxV  وبالمثل نبرھن)()( xVxV  وعلیھ)()()(   xVxVxV.
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)15.2.5(مبرھنة
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مستمرة ، فان الدالةfعلى مقیدة التغایر],[ ba إذا وفقط إذا أمكن التعبیر عن الدالة

fكفرق بین دالتین مستمرتین متزایدتین.
ملاحظة
مبرھنة التالیة تبین العلاقة بین مفھوم التغایر المقید ومفھوم التكامل ال
)16.2.5(مبرھنة 

:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة وقابلة للتكامل لبیكیا أو ریمانیا  على الفترة],[ ba . نعرف الدالة: [ , ]F a b  
بالصیغة 
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],[مقیدة التغایر على الفترة Fوعلیھ الدالة  ba

)17.2.5(مبرھنة 
:الدالة إذا كانت  [ , ]f a b  دالة قابلة للاشتقاق وكانت الf  مقیدة وقابلة للتكامل ریمانیا  على الفترة],[ ba. فان

],[مقیدة التغایر على الفترة fالدالة  ba   وان
b

a

J dxxffV )()(

:البرھان
],[مقیدة التغایر على الفترة fلدالة ، نحصل ا)6.2.5(باستخدام المبرھنة  ba . ومن تعریف التغایر الكلي ، إذا كان

0 1، توجد تجزئةP للفترة],[ ba  بحیث أن
4

),()( 1


 PfVfV JJ

fوكذلك بما أن   قابلة للتكامل ریمانیا  على الفترة],[ ba 2، توجد تجزئةP للفترة],[ baبحیث أن
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
 
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a

dxxfPfR    وكذلك
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
 
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a

dxxfPfR

21نضع  PPPP  تجزئة للفترة],[ ba . إذا كانت bxxxaP  فان 210
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J dxxfPfRPfRPfVPfVfVdxxffV

، نستنتج أن  موجب وبما أن ھذه العلاقة تتحقق لكل عدد 
b

a

J dxxffV )()(

Curvesالمنحنیات 3.5
)1.3.5(تعریف 

:لتكن  [ , ]f a b   منحني . دالة مستمرة)curve (أو بیان)graph ( الدالةfھو المجموعة
]},[:))(,{( baxxfxC 

لتكن  bxxxaP n  10تجزئة للفترة],[ ba ولتكن



n

k
kk xfPf

1

22 )()(),(.

),(من الواضح أن  Pf یمثل طول منحني مضلع الشكل مرسوم داخل المنحنيCالمنحني ورؤوسھ تقع علىC.
)(}),(:],[تجزئة للفترة P{لتكن  baPff  . من الواضح أن المجموعة)( fیقال عن . غیر خالیة

)(إذا كانت المجموعة مقید الطولبأنھ Cالمنحي  fوفي ھذه الحالة نضع . مقیدة من الأعلى
}P تجزئة للفترة],[:),(sup{)(sup)( baPfff  

)(یسمى العدد  fطول المنحيC أو طول محني للدالةf .
)2.3.5(مبرھنة 

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  لة مقید الطول وانورتیبة فان منحني الدامستمرةabafbff  )()()(.
:البرھان 

لتكن  bxxxaP n  10تجزئة للفترة],[ ba

kkkkبما أن مجموع أطوال أي ضلعین في مثلث اكبر من طول الضلع الثالث ، فان   xfxf  22 )()(

],[للفترة Pولھذا لكل تجزئة  ba   فان ،

)()()(),(
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k
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k
kk xfxfPf  
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)()(رتیبة ، فان  fبما أن الدالة  
1

afbff
n

k
k 



abxxوكذلك بما أن 
n

k
k

n

k
k  

 11

فان 

)()()(),( abafbfPf 

)()()()(وعلیھ  abafbff  .
)3.3.5(مبرھنة 

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   قابلة للاشتقاق  وكانتf على الفترة مستمرة],[ ba فان منحني الدالةf مقید
الطول وان 

  dxxff
b

a
  2)(1)(

:البرھان 
لتكن  bxxxaP n  10تجزئة للفترة],[ ba فان




n

k
kk xfPf

1

22 )()(),(

fبما أن الدالة  على الفترة مستمرة],[ ba باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى ، یوجد ،),( 1 kkk xxt بحیث أن

1

1)()(
)(









kk

kk
k xx

xfxf
tf

kkkkkkkkفان    xtfxxtfxfxff   )())(()()( وعلیھ 11

))())((1()()()((),(
1

2

1

222
k

n

k
k

n

k
kkk xtfxxtfPf  





)(1))((2نضع  ktfxF  فان الدالة ،Fعلى الفترة مستمرة],[ ba 0وعلیھ تلك الدالة مقیدة ، یوجدM

x ،MxFبحیث أن لكل  )( وعلیھ)()()(),(
11

abMxMxxFPf
n

k
kk

n

k

 


 فان منحني الدالةf

.مقید الطول
nkxxxxfmxxxxfMإذا كانت  kkkkkk ,,2,1]},,[:)(inf{]},[:)(sup{ 11   فانkkk MtFm  )(

),()(),(وعلیھ  
1

PFRxtFPFR
n

k
kk 



),(),(),(ولھذا فان  PFRPfPFR  

],[على الفترة مستمرةFبما أن الدالة  ba 0فأنھا قابلة للتكامل ریمانیا على تلك الفترة ، ولھذا لكل 1توجد تجزئةP

],[للفترة  ba بحیث أن

4
)(),( 1


 

b

a

dxxFPFR    وكذلك
4

)(),( 1


 

b

a

dxxFPFR

: الآن 

4
)(),(

4
)( 1





 

b

a

b

a

dxxFPfdxxF وبالتالي فان
4

)()(
4

)(





 
b

a

b

a

dxxFfdxxF

، نستنتج أن  وبما أن ھذه العلاقة تتحقق لكل عدد موجب 
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  dxxfdxxFf
b

a

b

a
  2)(1)()(

.المبرھنة التالیة توضح العلاقة بین مفھومي التغایر المقید والمنحني مقید الطول 
)4.3.5(برھنة م

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مستمرة فأنھا تكون مقیدة التغایر إذا وفقط إذا كان منحني الدالةfمقید الطول.
: البرھان 

إذا كانت   bxxxaP n  10 تجزئة للفترة],[ ba .  فان



n

k
kJ fPfV

1

وكذلك ),(





n

k
kk xfPf

1

22 )()(),( وعلیھ)(),(),(),( abPfVPfPfV JJ  وبالتالي فان

)()()()( abfff JJ 

)(والآن من الواضح انھ المجموعة  f تكون مقیدة إذا وفقط إذا كانت المجموعة)( fوھكذا تكون الدالة . مقیدةf

)()()()(إلى ذلك فان بالإضافةمقید الطول fمقیدة التغایر إذا وفقط إذا كان منحني الدالة  abfVffV JJ  

)4.3.5(مبرھنة 
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة وقابلة للتكامل لبیكیا أو ریمانیا  على الفترة],[ ba . نعرف الدالة: [ , ]F a b  

بالصیغة 









 
ax

axdttf
xF

x

a

,0

)(
)(

],[مستمرة على الفترة Fفان الدالة  ba

)5.3.5(مبرھنة 
:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة وقابلة للتكامل لیبیكیا على الفترة],[ ba .إذا كانت

0)()(  
x

a

dxxfxF

],[لكل  bax 0، فانf..ea على الفترة],[ ba

مبرھنة لبیك )6.3.5(مبرھنة 
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   الفترةرتیبة على],[ ba فان الدالةf قابلة للاشتقاق..ea والدالةf  قابلة للقیاس على

],[الفترة ba . فضلا عن ھذا إذا كانت الدالةf متزایدة فان

)()()( afbfdxxf
b

a


)7.3.5(نتیـجـة

:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b  مقیدة التغایر على الفترة],[ ba فان الدالةf قابلة للاشتقاق..eaعلى الفترة],[ ba.
)8.3.5(مبرھنة 
:الدالة إذا كانت  [ , ]f a b  مقیدة وقابلة للقیاس على الفترة],[ ba) وكانت ). وبالتالي تكون قابلة للتكامل
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
x

a

dttfaFxF )()()(

Ffوان ea..قابلة للاشتقاق Fفان الدالة  ..ea على الفترة],[ ba.
)9.3.5(مبرھنة 

:لتكن  [ , ]f a b  دالة قابلة للتكامل اللیبیكي على الفترة],[ ba)لیس بالضرورة أن تكون الدالةf إذا كانت ). مقیدة


x

a

dttfaFxF )()()(

Ffوان ea..قابلة للاشتقاق Fفان الدالة  ..ea على الفترة],[ ba.

Absolutely Continuityالاستمراریة المطلقة  4.5
)1.4.5(تعریف

:یقال عن الدالة  [ , ]f a b   بصورة مطلقةبأنھا مستمرة ً(Absolutely Continuous) 0إذا كان لكل یوجد ،
0 كل عدد صحیح موجب لبحیث أنn ولكل عائلة من الفترات المتنافیة),(,),,( 11 nn baba  الجزئیة من الفترة
],[ ba تحقق الشرط الأتي والتي:




n

i
ii ab

1

إلىیؤدي )(


n

i
ii afbf

1

)()(

ملاحظة
راجع (.ولكن العكس غیر صحیح دائما) 1nخذ (بصورة منتظمة تكون مستمرة بصورة مطلقة كل دالة مستمرة    

)41.5المثال
)2.4.5(مبرھنة

:كانت الدالة إذا  [ , ]f a b   مستمرة وكانتf  موجودة ومقیدة على الفترة المفتوحة),( ba فان الدالة ،
: [ , ]f a b  مستمرة  بصورة مطلقة.

:البرھان
)},,(,),{(لتكن  11 nn baba الجزئیة من الفترة عائلة من الفترات المتنافیة],[ ba

fبما أن   موجودة، باستخدام مبرھنة القیمة الوسطى ، یوجد),( iii bat  بحیث أن
ii

ii
i ab

afbf
tf




 )()(
)(

))(()()( iiiii abtfafbf 

fبما أن    مقیدة على),( ba 0، یوجدM بحیث أنMxf  ),(لكل )( bax

)()())(()()( iiiiiiii abtfabtfafbf 

 
 


n

i

n

i
iiiii

n

i
ii abMabtfafbf

1 11

)()()()()(

، نأخذ 0: الآن 
M2


   : إذا كان



n

i
ii ab

1

ن  فا)(


n

i
ii afbf

1

fوعلیھ الدالة )()(

.مستمرة  بصورة مطلقة
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)3.4.5(مبرھنة
:إذا كانت الدالة  [ , ]f a b   مقیدة التغایرمستمرة بصورة مطلقة  فإنھا.

:البرھان
ولكل عائلة nكل عدد صحیح موجب لبحیث أن 0یوجد مستمرة بصورة مطلقة ، fبما أن الدالة ، 1لیكن

),,(,),(من الفترات المتنافیة  11 nn baba  الجزئیة من الفترة],[ ba تحقق الشرط الأتي والتي:




n

i
ii ab

1

)()(1یؤدي الى  )(
1




n

i
ii afbf

لتكن  bxxxaP n  ],[تجزئة للفترة10... ba بحث أن 1ii xxلكلni ,,2,1  وعلیھ،

 


 nxx
n

i
ii

1
1 )(

إذا كانت  inii xyyyxP   ],[تجزئة للفترة101... 1 ii xx 

مستمرة بصورة مطلقة وان fبما أن الدالة 




n

i
ii xx

1
)()(1فان )(1

1
1 




n

i
ii yfyf

],[على كل من الفترات fوھذا یعني أن تغایر الدالة  1 ii xx  اقل من واحد ، وعلیھ تغایر الدالةfالفترة على],[ ba

],[الفترة مقیدة التغایر علىfولھذا فان الدالة nاقل من  ba.
)4.4.5(ةـجـنتی

],[كل دالة مستمرة بصورة مطلقة على الفترة  ba تكون قابلة للاشتقاق..ea

ملاحظات 
كل دالة لیست مقیدة التغایر فإنھا لیست مستمرة بصورة مطلقة) 1(
أن تكون مستمرة بصورة مطلقةةكل دالة مقیدة التغایر فإنھا لیست بالضرور) 2(

.ة بصورة مطلقة المثال التالي لدالة مستمرة بصورة منتظمة ولكنھا لیست مستمر
)5.4.5(مثال
:الدالة لتكن [0,1]f   معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

sin)(
x

x
x

xxf

.غیر مقیدة التغایرلأنھا مستمرة بصورة منتظمة ولكنھا لیست مستمرة بصورة مطلقةfفان الدالة 
)6.4.5(مبرھنة
,كل من إذا كانت  : [ , ]f g a b   دالة مستمرة بصورة مطلقة ، ولیكنR فان كل منgff , تكون

.مستمرة بصورة مطلقة 
)7.4.5(مبرھنة 

:لتكن  [ , ]f a b   دالة مقیدة وقابلة للتكامل لبیكیا على الفترة],[ ba .نعرف الدالة: [ , ]F a b   بالصیغة









 
ax

axdttf
xF

x

a

,0

)(
)(
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],[مستمرة بصورة مطلقة على الفترة Fفان الدالة  ba

:البرھان
Mxfبحیث أن 0Mمقیدة ، یوجد fبما أن الدالة  )( لكل],[ bax

)},,(,),{(ولتكن ،0لیكن  11 nn baba  عائلة من الفترات المتنافیة الجزئیة من الفترة],[ ba

إذن 

   
 


n

i
ii

n

i

n

i

b

a

b

a

n

i

b

a

n

i

a

a

b

a

n

i
ii abMMdtdttfdttfdttfdttfaFFb

i

i

i

i

i

i

ii

11 1111

)()()()()()()

نختار 
M




2
 وكان



n

i
ii ab

1

فان   )(


n

i
ii aFbF

1

)()(

],[مستمرة بصورة مطلقة على الفترة Fأنومنھا ینتج  ba.
)8.4.5(مبرھنة
:إذا كانت  [ , ]f a b   دالة مستمرة بصورة مطلقة على الفترة],[ ba 0وكانتf..ea  فان الدالة ،f تكون

],[دالة ثابتة على الفترة  ba.
المبرھنة الأساسیة في حساب التفاضل والتكامل)9.4.5(مبرھنة 
:لتكن  [ , ]f a b   العلاقة . دالة ما

)()()( afxfdttf
x

a


],[تتحقق لكل  bax  إذا وفقط إذا كانت  الدالةf مستمرة بصورة مطلقة على الفترة],[ ba .

تـمـارین
مقیدة التغایر ؟ مع البرھان) 5-1في التمارین (بین أي من الدوال التالیة 

:لتكن الدالة) 1( [0,1]f  معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

sin)(
x

x
xxf

:لتكن الدالة ) 2( [0,1]f  معرفة بالصیغة










0,1

0,
1

sin)(
x

x
x

xxf

:لتكن الدالة ) 3( [0,1]f  معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

sin)(
2

x

x
x

xxf
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:لتكن الدالة ) 4( [0,1]f  معرفة بالصیغة










0,0

0,
1

sin)(
x

x
x

xxf

:لتكن ) 5( [0,1]f   دالة بحیث أن
)0(0) ا( f)ب  (xxf )( 1,0[لكل[x)ج ( الدالةf  رتیبة)(0{) د(:{  xfxA

)1(1وكذلك AAsup:  برھن أن  f

:إذا كانت) 6( [ , ]f a b   برھن ذلك . دالة متعددة حدود ، فأنھا مقیدة التغایر
:یقال عن الدالة  ) 7( [ , ]f a b  تحقق شرط لیبشتز)Lipschitz (  0من الرتبة في],[ baإذا وجد ثابت

0M  بحیث أن
yxMyfxf  ,],[لكل )()( bayx 

. ثابتة fبرھن على أن الدالة . 1تحقق شرط لیبشتز بحیث أن fإذا كانت الدالة ) ا(
. مقیدة التغایر fبرھن على أن الدالة . 1تحقق شرط لیبشتز بحیث أن fإذا كانت الدالة ) ب(
],[مثال لدالة مقیدة التغایر على الفترة أعط) ج( ba ولكنھا لاتحقق شرط لیبشتز.
.مستمرة بصورة مطلقة fبرھن على أن الدالة . 1تحقق شرط لیبشتز بحث أن fإذا كانت الدالة ) د(

:لتكن الدالة ) 8( [ , ]f a b  ة مقیدة التغایر على الفتر],[ ba ولتكن ، bxxxaP n  تجزئة 10...
],[للفترة ba.   0,{)(}:0{نعرف:{)(  kk fkPBfkPA ،

}P تجزئة للفترة],[:sup{)(
)(

baffp
PAk

kJ 


 وكذلك}P تجزئة للفترة],[:sup{)(
)(

baffn
PBk

kJ 




],[على الفترة fیسمى ، على التوالي بالتغایر الموجب والسالب للدالة  ba .لیكن
0)()()(  anapaV,)()(),()(),()( ],[],[],[ fnxnfpxpfVxV xaxaxa 

:  برھن على أن 
)()()() ا( xnxpxV  ،)()(0 xVxp 0)()(وكذلك xVxn 
],[دالة متزایدة على الفترة ,npكل من )  ب( ba

)()()()() ج( xnxpafxf  ،)()()()(2 afxfxVxp  2)()()()(وكذلك afxfxVxn 
.,npضا نقطة استمراریة  لكل من الدوال تكون أیfللدالة استمراریةكُلّ نقطة ) د(
:یقال عن الدالة  ) 10( ( , )f     مقیدة التغایر على الفترة),(  إذا كانت  الدالة ،f مقیدة التغایر

],[على كل فترة مقیدة  ba في 0إذا وجد عدد موجب وكذلكM بحیث أنMfV ba )(],[ لكل فترة
],[ ba . التغایر الكلي للدالةf على الفترة),( یرمز لھ بالرمز)(),( fV  ویعرف كالأتي :

}:)(sup{)( ],[),(  bafVfV ba

],(وبالمثل نعرف التغایر المقید على كل من الفترات  a ،],( b  .أم لا وفق قبین أي من المبرھنات تتحق
.ھذه التعاریف ؟ مع ذكر السبب
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