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  محاضرات الأستاذ الدكتور نوري فرحان المياحي 
 في  

   Topology I     1 بولوجياالت
  

يهتم التبولوجيا بدراسة الصفات التبولوجية للأشكال الهندسية ، حيث المقصود بالصفات التبولوجية هي الصفات 
تبولوجيا من مواضيع وبالرغم من أن ال.التي يحافظ  عليها الشكل إذا ما تعرض لشد دون تمزيق أو توصيل 

الرياضيات الصرفة إلا انه يدخل في بنية اغلب مواضيع الرياضيات التطبيقية مثل التفاضل والتكامل ، المعادلات 
التفاضلية ، نظرية الاحتمالية وغيرها ، فضلا عن المفاهيم التبولوجية لها تطبيقات مباشرة في حياتنا مثل 

  )Digital Topology(التبولوجية الرقمية 
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  Topological Spacesالفضاءات التبولوجية  .1
تحقق بديهيات ) والتي تسمى مجموعات مفتوحة(الفضاءات التبولوجية  هي مجموعات مجردة مع مجموعات جزئية معينة    

  .معينة 
  

 Definitions and Examples تعاريف وأمثلة  1.1

  ) 1.1.1(تعريف
) Topology( بأنه تبولوجي يقال عن .Xعائلة من المجموعات الجزئية من  لتكن مجموعة غير خالية و Xلتكن
  : إذا تحققت البديهيات الآتية Xعلى 

1 .,X   

nAAAإذا كانت . 2 ,,, 21  فان 


i

n

i
A

1
  

إذا كانت . 3 A لكل  فإن 





A

   

)و يسمى الثنائي , )X  فضاء تبولوجيا )Topological space .( سوف نكتبX بدلا من ً( , )X  في حالة عدم 
ومكملاتها تسمى بالمجموعات ) Open Sets( تسمى بالمجموعات المفتوحة عناصر المجموعة . تباسوجود ال
XA، بعبارة أخرى إذا كانت )Closed Sets(المغلقة   فيقال عن A بأنها مجموعة مفتوحة في X إذا كانت 

A ويقال عن Aبأنها مجموعة مغلقة في X إذا كانت cA مجموعة مفتوحة في X.   
  :ًمن التعريف مباشرة نستنتج الآتي 

X,كل من . 1 عة مفتوحة في مجموX     

nAAAإذا كانت . 2 ,,, 21  مجوعات مفتوحة فيX فإن i

n

i
A

1
تكون مجموعة  مفتوحة X. 

  فان  لكل X مجموعة مفتوحة  في Aإذا كانت. 3


A

 تكون مجموعة مفتوحة في X .  

  وباستخدام قانوني دي موركان نستنتج الآتي
X,كل من . 1  مجموعة مغلقة  في X     
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nAAAإذا كانت . 2 ,,, 21 مجوعات مغلقة فيX فإن 
n

i
iA

1

 .X تكون مجموعة  مغلقة في 

 فان X مجموعة مغلقة  في،لكل Aإذا كانت. 3


A


 . Xجموعة مغلقة في تكون  م

  )2.1.1(مثال
}ليكن , , }X a b c.  

1.1 { , }X تمثل تبولوجي على X وإن المجموعات المفتوحة في  X هي فقط ,X   
 . ,Xً هي أيضا فقط Xغلقة في    وكذلك  المجموعات الم

2 .2 { ,{ },{ },{ , }, }a b a b X  تمثل تبولوجي على Xوان المجموعات المفتوحة في X هي   
     ,{ , },{ },{ },X a b b a  والمجموعات المغلقة في X هي Xcbcac },,{},,{},{, . 

3 .3 { ,{ },{ },{ },{ , },{ , },{ , }, }a b c a b a c b c X  تمثل تبولوجي  على X وان   
,},,{},,{},,{},{},{},{ هي Xالمجموعات المفتوحة  في  abcbacacbX  

}, هي X   وكذلك المجموعات المغلقة في  },{ },{ },{ , },{ , },{ , },a b c a b a c b c X  
4 .}},,{},{},{{4 Xcacaتمثل تبولوجي  على  لا X 4 لأن  

5 .5 { ,{ }}a  لا تمثل تبولوجي  على X 5 لأنX  

6 .6 { ,{ },{ }, }a b X  لا تمثل تبولوجي  على X 6 لأن}{},{ ba  6ولكن},{}{}{  baba  

7 .7 { ,{ , },{ , }, }a b a c X لا تمثل تبولوجي على X7لأن{ , },{ , }a b a c 7ولكن{ , } { , } { }a b a c a    
  

كѧون مفتوحѧة مما تتقدم نستنتج  على أنه يوجد أكثر من تبولوجي على مجموعة واحدة ، وكذلك  المجموعѧات ممكѧن أن ت
  .ومغلقة في آن واحد وكذلك تكون غير مفتوحة وغير مغلقة 

  ) 3.1.1(مثال
,1}أوجد جميع التبولوجيات الممكنة على المجموعة  2}X     

  :  الحل 
1 2 3 4{ , }, { ,{1}, }, { ,{2}, }, { ,{1},{2}, }X X X X            

23 كمѧا فѧي من هذا المثال  نستنتج على أن هѧذه التبولوجيѧات لѧيس مѧن الѧضروري أن تѧربط بعلاقѧة ألاحتѧواء , ثѧحي 

3 2 2 3,     .  

  )4.1.1(مثال
XAًفѧѧضاء تبولوجيѧѧا ولѧѧتكن ) ,X( لѧѧيكن   لѧѧث أن لكѧѧبحي Ax ةѧѧة مفتوحѧѧد مجموعѧѧيوج xGيѧѧف X قѧѧتحق 

xx G A  . نبرهن على أنA مجموعة مفتوحة فيX   
  : الحل 
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a  لتكن  A  توجد مجموعة مفتوحة aGفي X بحيث أنaa G A    
   { }a a

a A a A a A

A G A a G A
  

          

a بما أن
a A

G

 مجموعة مفتوحة في X لأنها اتحاد مجموعات مفتوحة في A X مجموعة مفتوحة .  

  )5.1.1(تعريف
أو أقل ) Coarser(أو أخشن )  Weaker(عف  بأنه أض1يقال عن  . X تبولوجي على المجموعة ,21ليكن من 

)Smaller ( 2من . 2أو يقال عن بأنه أقوى )Stronger ( أو  أنعم)Finer (أو أكبر)Larger ( 1من إذا كان 

1 2  . 21ويقال عن ,للمقارنة بأنهما قابلان )Comparable ( 21إذا كان   12 أو  .   

  )6.1.1(مثال
1 وليكن X}5,3,1{لتكن  { ,{3}, }X 2 و { ,{1},{3},{1,3}, }X  12 نلاحظ أن كل من , تبولوجي  على X وأن 

1 2  1 وعليه 2 أخشن  من 2، أي أن 1 أنعم  من .  

  ) 7.1.1(مثال
},,{أوجد ثلاث تبولوجيات غير قابلة للمقارنة مثنى مثنى على المجموعة   cbaX   

  : الحل 
1 2 3{ ,{ }, }, { ,{ }, }, { ,{ }, }a X b X c X         

ًتي يوضح أن تقاطع التبولوجيات على مجموعة واحدة يكون أيضا تبولوجيا على تلك المجموعѧة ولكѧن الاتحѧاد المثال الآ ً
  . ليس بالضرورة 

  )8.1.1(مثال 
12 ليكن كل من  , تبولوجي  على مجموعة X 21فان  على ًيكون أيضا تبولوجيX 21 ولكن   ليس 

   Xبالضرورة أن يكون تبولوجي على 
  : الحل 
1بما أن  .1 2 2 1, , ,X X , X           
2121لتكن. 2 ,,,   nAAA 1 2 1, , , nA A A   1 و 2 2, , , nA A A  

12      بما أن كل من  ,بولوجي على  تX 1
1

n

i
i

A 


  2  و
1

n

i
i

A 


  1 2
1

n

i
i

A  


    

21ليكن . 3  A لكل    1 A   2وA  لكل    

21   بما أن كل من      , تبولوجي  على X 1A





  2 وA





   

      1 2A


 


   21  وعليه  تبولوجي على X .   

21 الآن نبين   ة أن يكون تبولوجي  على  ليس بالضرورX .   
2لتكن  1{ ,{ }, }  , { ,{ }, }  , { , , }b X a X X a b c       
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12لاحѧѧѧѧظ أن كѧѧѧѧل مѧѧѧѧن  , ىѧѧѧѧوجي  علѧѧѧѧتبول X نѧѧѧѧ1 ولك 2 { ,{ },{ }, }a b X    ىѧѧѧѧوجي علѧѧѧѧيس تبولѧѧѧѧل X لأن  

1 2{ },{ }a b    1 ولكن 2{ } { } { , }a b a b      .   
          

  .الآن نتطرق إلى أنواع خاصة من التبولوجي وكما في الأمثلة الآتية 
  

  )9.1.1(مثال
} مجموعة غير خالية  وليكن Xلتكن  , }X  فان  يكون تبولوجي  على X ويسمى بالتبولوجي المتماسك 

)Indiscrete Topology (وان الثنائي),( X يسمى فضاء تبولوجي  متماسك )Indiscrete Topology Space . (
X,هي فقط Xالمجموعات المفتوحة في   وكذلك المجموعات المغلقة فيه فقط ,X  يكون وإن هذا التبولوجي. ً أيضا 

    .Xأخشن  من كل تبولوجي  معرف على 
  )10.1.1(مثال

XPD)( مجموعة غير خالية وليكن Xلتكن    أي أن ،}:{ XAAD  ،)A إذا وفقط إذا كانت A X (
),(وإن الثنائي )  Discrete Topology( ويسمى بالتبولوجي المبعثرX يكون تبولوجي  على Dفان  DX  يسمى 

   . Xوإن هذا التبولوجي انعم  من كل تبولوجي  معرف على) Discrete Topology Space(فضاء تبولوجي  مبعثر
  :الحل 
,أن بما . 1 ,DX X X    . 
   البديهية Xً هو أيضا مجموعة جزئية من Xبما أن تقاطع أي عدد منتهي من مجموعات جزئية من . 2

 . متحققة ) من تعريف التبولوجي(  الثانية
   فان Xً هو أيضا مجموعة جزئية من Xبما أن إتحاد أي عائلة من المجموعات الجزئية من .  3

 .   البديهية الثالثة كذلك متحققة 
  .  تكون مفتوحة ومغلقة في آن واحد Xفي هذا التبولوجي كل مجموعة جزئية من 

},,{ًمثلا لو أخذنا  cbaX  فأن التبولوجي المبعثر على X هو   
                                     { ,{ },{ },{ },{ , },{ , },{ , }, }D a b c a b a c b c X   

  )11.1.1(مثال
 والتي مكملاتها مجموعات منتهية X عائلة جميع المجموعات الجزئية من  مجموعة غير خالية وليكن Xلتكن 

{     أي أن , عة الخالية وبالإضافة إلى المجمو { }cA  مجموعة منتهية :{A X     فأن  يكون تبولوجي 
. )Finite Complement Topology(أو ) Co-finite Topology( ويسمى تبولوجي المكمل المنتهي Xعلى

  . يكون مبعثر  قابلة للعد فأن Xإذا كانت بالإضافة إلى ذلك  
   : الحل 

          1  . )   حسب التعريف(  
cX               بما أن   وان     مجموعة  منتهية X    
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1ليكن . 2      2 1 2, , , , , ,c c c
n nA A A A A A    مجموعات  منتهية وعليه 

1

n
c
i

i

A

 مجموعة منتهية  .  

        ولكن 
1 1

( )
n n

c c
i i

i i

A A
 

  
1

( )
n

c
i

i

A


 مجموعة منتهية 
1

n

i
i

A 


   

ليكن . 3    A لكل cA    مجموعة منتهية لكل  
       cA



 مجموعة منتهية   

)ولكن  ) ( )c c cA A A  
    

    مجموعة منتهية A





   

  . X تبولوجي علىوعليه
  يكون مبعثر مجموعة منتهية فأن Xوبصورة خاصة إذا كانت 

XAلأن إذا كانت   فإن XAc    

   A منتهية وعليه cA منتهية Xبما أن 

  )12.1.1(مثال
 والتي  مكملاتها مجموعѧة قابلѧة للعѧد X عائلة جميع المجموعات الجزئية من  مجموعة غير خالية ولتكن Xلتكن  

  بالإضافة للمجموعة الخالية، أي أن 
                                    } { }cA  مجموعة قابلة للعد  :XA  {  

  ) Co-countable Topology( ويسمى التبولوجي المكمل القابل للعدX تبولوجي  على فان 
  :  الحل 

  ).11.1.1(          بنفس ألأسلوب المستخدم في المثال 
  )13.1.1(مثال 
}  تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية نعرف لتكن  , 1, 2, },mA m m m m      وليكن { : } { }mA m    

   تبولوجي على برهن على أن 
  : الحل 
      1 .   

1         بما أن  {1, 2,3, }A       

لتكن .  2     
nmm AA ,,

1
   

1
i j

n

m m
i

A A 


  حيث  Ji mm ل    لكni ,,3,2,1   

Aلتكن  . 3     لكل   

  0m تحتوي على عنصرا صغر وليكن  مجموعة مرتبة ترتيب حسن بما أن 

00 0 0{ , 1, 2, } mA m m m A





      

  تبولوجي على .   
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  )14.1.1(مثال
 والتѧي تحقѧق الخاصѧية  مѧن G عائلة جميѧع المجموعѧات الجزئيѧة u تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية ولتكنلتكن 
  الآتية 

) أن بحيث 0  يوجدGxلكل , )x x G     
   أي أن   المجموعة الخالية بالإضافة  إلى

              { :   ( , ) G} { }u G x G 0  with x x               

) والثنائي) Usual Topology( ويسمى التبولوجي الاعتيادي تبولوجي على uفأن  , )u  وجيѧيسمى فضاء تبول
  )Usual Topological Space(اعتيادي

  : الحل 
1 .u ) حسب التعريف( 

xليكن     
)بما أن  , )x x     0 لكلu     

unAAAليكن . 2 ,,, 21     

إذا كان 
1

n

i
i

A 


    فان
1

n

i u
i

A 


     

 أما إذا كان 
1

n

i
i

A 


  ليكن ، 
1

n

i
i

x A


 ix A  1  لكل, 2,3, ,i n     

)  بحيث أن 0iاذن يوجد   , )i i ix x A    لكل  ni ,,2,1    
1ليكن  2( , ) ( , ) ,        { , , , }i i nx x x x 0 min                1كل   ل, 2, ,i n   

 وعليه 
1 1

( , )
n n

i u i
i i

A x x A  
 

        

uAليكن . 3   لكل   وليكن  x A x A 


   لبعض      

uAبما أن    0  يوجد بحيث أن  ( , )x x A     
( , )x x A



 


     u uA


 


   تبولوجي على  .   

  )   15.1.1(مثال 
في الفضاء التبولوجي الاعتيادي   , n برهن على أن    

  .كل فتره مفتوحة تكون مجموعة مفتوحة . 1
  فقط إذا كان تساوي اتحاد فترات  مفتوحة             تكون مفتوحة إذامن كل مجموعة جزئية. 2
    وتحتوي على عنصر واحد فقط تكون مغلقة  وعليه كل المجموعات  الجزئية  المنتهية كل مجموعة جزئية من . 3

 .  تكون مغلقة من     
  .كل فترة مغلقة تكون مجموعة مغلقة. 4
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  : الحل 
)لتكن . 1 , )G a bفترة مفتوحة في  . يجب أن نبرهنG مجموعة مفتوحة   

x  ليكن G . نضعmin{ , }x a b x    بسهولة  يمكن إثبات ( , )x x G     
)وعليه  , )G a b مجموعة مفتوحة في .   
Aلتكن . 2   إذا كانت A  أما إذا كانت .  ينتهي البرهانA     

     مجموعة مفتوحة في A        نفرض 
xلكل  A 0 يوجدx   بحيث أن( , )x xx x A     

) بما أن  , )x xx x x    ( , )x x
x A

A x x A 


       وعليه ( , )
x A

A x x 


    

  . تساوي اتحاد فترات مفتوحة Aأي أن 
  .في نفس المثال) 1(آما الاتجاه الأخر فتحصل عليه من 

}لتكن . 3 }A a   ( , ) ( , )cA a a                                                                  
)بما أن كل من  , ), ( , )a a  مجموعة مفتوحة فيcA   مجموعة مفتوحة في.  

  . مجموعة مغلقة في A  وعليه 
]لتكن . 4 , ]A a b  ( , ) ( , )cA a b                                                              

cA  مجموعة مفتوحة في  وعليه أي ،A مجموعة مغلقة في.  

  )16.1.1(مثال
برهن .  تبولوجي مكمل المنتهي على   وليكن  تبولوجي اعتيادي على u تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية،لتكن 

  .ثم بين هل أن العكس صحيح ؟. u اخشن من على أن 
  -:الحل 
cA لتكن     A   مجموعة منتهية cA  مغلقة بالنسبة إلى u) 15.1.2(انظر المثال ((  
A مفتوحة بالنسبة إلىu uA   u  .   

  للعكس أما بالنسبة 
لتكن  2,5uA A   ولكن  A لان ( , 2] [5, )cA   مجموعة غير منتهية  .  

  
  ) 1.1(تمارين 
  

  اذكر جميع التبولوجيات الممكن تعريفها على المجموعة .1  cbaX ,,  
  ؟ X تكون أيضا مجموعة  مفتوحة في Xتبولوجي   هل أن التقاطع غير منتهي  للمجموعات المفتوحة في فضاء .2

  .بين ذلك مع ذكر البرهان    
   ؟X تكون أيضا  مجموعة  مغلقة في X هل أن الاتحاد غير المنتهي للمجموعات المغلقة في قضاء تبولوجي. 3
  .بين ذلك مع ذكر البرهان     
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,1} تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية ولتكن  لتكن .4 2,..., }mA m ، m  .برهن على أن  
         { : } { , }mA m     يكون تبولوجي على .   

}برهن على إن  Xx مجموعة غير خالية وليكنX  لتكن .5 : } { }x A X x A X     يكون تبولوجي على  X.  
1برهن على أن .تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية   لتكن .6 {( , ) : } { , }r r     يكون  تبولوجي على    
2وبيمنا ) Right Ray Topologyيسمى تبولوجيا شعاع أيمن هذا التبولوجي (    {( , ) : { , }r r      ليس تبولوجي  
  . تمثل مجموعة الأعداد النسبية  حيث على     
)}جموعة الأعداد الحقيقية برهن على أن  تمثل ملتكن .7 , ) : } { , }a a     يكون تبولوجي على    

 . Left Ray Topology)يسمى تبولوجيا شعاع أيسر هذا التبولوجي     ( 
}  لتكن. 8 : }   عائلة من التبولوجيات على المجموعة  X. برهن على  أن لها اصغر قيد أعلى (sup)  

  . (inf)وكذلك لها اكبر قيد أدنى     
   والتي تحقق  من G الخالية  عائلة جميع المجموعات  غير2ولتكن . تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية   لتكن , 9

 توجد فترة نصف مفتوحة من اليمين Gxلكل  : الخاصية الآتية     ba,بحيث أن [ , )x a b G .  
 وكذلك  يسمى تبولوجي فترة (Lower Limit Topology)يسمى تبولوجي النهاية الدنيا  (تبولوجي على 2برهن على 

 وبالمثل نستطيع أن نعرف تبولوجيا النهاية العليا (Right Half Open Interval Topology)نصف مفتوحة من اليمين 
(Lower Limit Topology)لكل  : تبدال الخاصية أعلاه بالشكل وذلك باس Gx توجد فترة نصف مفتوحة من اليسار 

[ , )a b بحيث أن ( , ]x a b G   وإذا كان يمثل التبولوجي الاعتيادي على . وجيات العلاقة هل توجد علاقة بين التبول
 ,, 1u؟ لماذا.  

} تمثل مجموعة الأعداد الصحيحة ولتكن  لتكن.10 2 : }pG p i i   ، p   .  برهن على أن  

         { : } { }pG p    يكون تبولوجي على  .  

} لتكن .11 : }   عائلة من التبولوجيات على المجموعةX. برهن على أن




تبولوجيا على يكون أيضا  X.  

   بحيث أن Xعائلة من المجموعات الجزئية من   مجموعة غير خالية ولتكن X  لتكن .12
1 .,X   

1إذا كانت . 2 2, , , nA A A   فان 
1

n

i
i

A


   

Aإذا كانت . 3 لكل فانA


   

  . هي عناصرX بحيث المجموعات المغلقة في  Xعلى انه يوجد تبولوجي وحيد على    برهن 
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  Neighborhoods الجوارات    2.1
البا ما يكون أكثر هناك مفهوم أولي أخر يمكن أن يستخدم لتعريف التبولوجيا وهو مفهوم جوار النقطة والذي غ  

  .ملائمة من مفهوم المجموعة المفتوحة
  )1.2.1(تعريف

)ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا ، ولتكن V X .يقال عنV بأنه جوار (Neighborhood)  للنقطة Xx إذا وجد 
) X في Gمجموعة مفتوحة  )G ، بحيث أن x G V  .  ويرمز لجوار النقطةx بالرمز xV . يطلق على عائلة
وبالمثل يقال . xN)(ويرمز له بالرمز  . (Neighborhoods System) بنظام الجوارات Xxجوارات النقطة 

Vأن  X بأنه جوار للمجموعة A X  إذا وجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث أن A G V    

  )2.2.1(مثال 
,1,2,3}ليكن  4,5}X  وليكن { ,{1},{1, 2},{1, 2,5},{1,3,4},{1,2,3, 4}, }X   

   وان X تبولوجي على نلاحظ أن 

}},5,4,3,1{},5,4,2,1{},5,3,2,1{},4,3,2,1{

},5,4,1{},5,3,1{},4,3,1{},5,2,1{},4,2,1{},3,2,1{},5,1{},4,1{},3,1{},2,1{},1{{)1(

X

N 
  

  . ولكنها ليست مفتوحة1 جوار إلى }3,1{ مثلا المجموعة. نلاحظ أن الجوار ليس بالضرورة أن يكون مجموعة مفتوحة 
(3) {{1,3, 4},{1,2,3, 4},{1,3, 4,5}, }, (5) {{1, 2,5},{1, 2,3,5},{1, 2, 4,5}, }N X N X   

  )3.2.1(مثال
)ليكن . 1 , )DX  فضاء تبولوجي مبعثر،  فان ( ) { : }N x A X x A   لكل Xx لان  كل مجموعة جزئية من X  
  . xتكون جوار إلى النقطة x وتحتوي على    
)ليكن. 2 , )IX فضاء تبولوجي متماسك فان ( ) { }N x X لكل Xx  لان  الجوار إلى آية نقطة Xx  هو فقط  
  Xالمجموعة    

  )4.2.1(مثال 
)ليكن  , )u فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكن V  .فانV تكون جوار إلى النقطة x  إذا وفقط إذا وجدت فترة 

),(مفتوحة  ba في  بحيث أن ( , )x a b V   
  : الحـــل 
VGx بحيث أن  في G توجد مجموعة مفتوحة x جوار إلى النقطة Vنفرض  .ل مجموعة بما أن ك

),( تساوي اتحاد فترات مفتوحة وعليه توجد فترة مفتوحة Gمفتوحة هي اتحاد لفترات مفتوحة في  ba بحيث أن 
( , )x a b G  .أما الاتجاه المعاكس فانه واضح لان كل فترة مفتوحة هي مجموعة مفتوحة .  

x جوار إلى النقطة Vوأيضا يكون   0 إذا وجد  بحيث أن ( , )x x V   .  

  )5.2.1(مبرهنة
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي ولتكن A X . فانAفي  تكون مجموعة مفتوحة X إذا وفقط إذا كانت جورا لكل 

  .نقطة من نقاطها
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  :البرهان 
  Ax، ولتكن X مجموعة مفتوحة في Aنفرض          
xبما أن  A A  A ار إلى النقطة  جوx وعليه A جوار لكل نقطة من نقاطها  .  

A.  جوار لكل إلى نقطة من نقاطهاAنفرض . الاتجاه الأخر   ) حسب تعريف الجوار(  
xليكن  Aموعة مفتوحة  توجد مجxG في X بحيث أن xx G A    
xولكن 

x A

A A G


   مجموعة مفتوحة في X.  

  )6.2.1(نتيجة 
1 فإن X  وكان لهم نفس نظام الجوارات لنقاط X تبولوجي على المجموعة ,21إذا كان كل من  2 .  

  : البرهان 
1Aلتكن    A   مجموعة مفتوحة في X 1 بالنسبة إلى  

A 1اطها بالنسبة إلى  جوار لكل نقطة من نق  

A  2 جوار لكل نقطة من نقاطها بالنسبة إلى 

A  مجموعة مفتوحة في X 2 بالنسبة إلى 2 أي أنA  

1 2   . 2بالمثل نبرهن 1  1 وعليه 2   

  )7.2.1(مبرهنة 
)ليكن   , )X  فضاء تبولوجي ولتكن x X  

1 .)(xN  
xNV)(إذا كان . 2  فان Vx  
xNV)( إذا كان 3  وكان UV  فان )(xNU   
,)(إذا كان . 4 xNVU  فان )(xNVU   
)إذا كان . 5 )V N xد  فانه يوج( )U N x بحيث أن U V وان ( )U N y لكل Uy  

  :البرهان 
X ،X مجموعة مفتوحة في Xبما إن . 1        جوار لجميع نقاطها   
         ( ) ( )N x X N x     
)بما إن . 2      )V V N x  جوار إلى النقطة x V x  ) حسب تعريف الجوار(  
)بما إن . 3     )V V N x  جوار إلى النقطة x توجد مجموعة مفتوحة  G في X   

x        بحيث أن  G V   
U    بما إن  x G U V U     جوار إلى النقطة ( )U N x x   

,)(بما إن . 4    xNVU  كل من UV   .x جوار إلى النقطة ,
      21 توجد مجموعات مفتوحة,GG في X 2 بحيث أن 1,x G V x G U     
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1 2x G G U V      
21 بما أن GG مجموعة مفتوحة في .X .U V  جوار إلى النقطة x  ( )U V N x    

xNVV)(بما أن .  5   جوار إلى النقطة x توجد مجموعة مفتوحة U في X بحيث إنVUx  
Uوان X مجموعة مفتوحة في U    بما إن  x U   جوار إلى النقطة x ( )U N x  وعلية U 

yNU)(جوار إلى كل نقطة من نقاطها، أي أن  لكل  Uy.  

)إذا كانت ) 4(من المبرهنة السابقة وباستخدام الخاصية  )iV N x ،1,2, ,i n  فان 
1

( )
n

i
i

V N x


  

لتعريف تبولوجي على للجوار ) Primitive Notion(المبرهنة التالية تبين كيفية استخدام الترميزات الأولية 
  .مجموعة
  )8.2.1(مبرهنة 

   تحقق الشروط الآتيةX عائلة  من المجموعات الجزئية من xN)( مجموعة غير خالية ، ولتكن Xلتكن 
1 .( )N x   
xNV)(إذا كان . 2  فان Vx  
xNV)( كان إذا. 3  وكان UV  فان )(xNU   
,)(إذا كان . 4 xNVU  فان )(xNVU   
xNV)(إذا كان . 5  فانه يوجد )(xNU  بحيث أن VU  وان )(yNU  لكل Uy.  

*)( وإذا كانت X على فانه توجد تبولوجيا وحيد  xN تمثل نظام  الجوارات للنقطة x فان )()( * xNxN  لكل Xx.   
  : البرهان 

  Ax لكل xNA)( إذا وفقط إذا كانت A :   كالأتي  تعرف التبولوجيا         
  .X تبولوجي على يجب أن نبرهن 

  . عبارة صحيحة  x لكل xN)( لا تحتوي على أي عنصر ما أن ب.1
xNVx)( يوجد على الأقل Xx لكل xN)(بما أن    
XVxبما أن   (نحصل على ) 3( حسب الشرط(xNX  لكل Xx .X.  

nAAAليكن .2 ,,, 21    ( )iA N x لكل ix A،1, 2, ,i n    

ix A ) 1لكل ) 2 حسب شرط, 2, ,i n  
1

n

i
i

x A


    

نحصل على ) 4(حسب الشرط 
1

( )
n

i
i

A N x


 لكل 
n

i
iAx

1

  



n

i
iA

1

  

لتكن . 3 A لكل  
 )(xNA


   ولكل Ax لكل 

 )(xNA


 لكل 





Ax    
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Aبما أن  A 


   (نحصل على ) 3( حسب الشرط(xNA 




 لكل 





Ax  

A


 


   تبولوجي على X.  

)()(ألان نبرهن  * xNxN   
)ليكن  )V N x  (، يوجد ) 5( حسب الشرط(xNU  بحيث أن ( ) ,U N y U V  لكل  Uy  

)(xNU  لكل UxU    
U موعة مفتوحة في  مجX بحيث V x U V   جوار إلى xxNV  )(*   

*( ) ( )N x N x    
*)(نفرض  xNVV  جوار إلى النقطة x توجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث أن VGx   
بما إن  GxNG   Gx لكل )(
,)(بما أن  xNGVG  (نحصل على ) 3( حسب الشرط(xNV   

 )()()()( ** xNxNxNxN.  
  )6.2.2(خدام النتيجة  باستويمكن إثبات وحدانية 

  )9.2.1(مبرهنة 
والتي تحتوي X تمثل عائلة من المجموعات الجزئية من xN)( نفرض Xx مجموعة غير خالية  ولكل Xلتكن 
  .Xوتحدد تبولوجي مستحث على ) 8.2.2( تحقق الشروط في المبرهنة xN)(فان . xعلى 

 البرهان
Xبما أن .1   يوجد على الأقل Xx 

) بما أن  ) ( )N x X N x x X      
xNV)(لتكن . 2  حسب الفرض أن V مجموعة جزئية من X وتحتوي على x 

 Vx 
xNV)(ليكن  . 3  وليكن V U X  

xNVVx)(    بما أن    
UVUxUبما أن      مجموعة جزئية من X وتحتوي على xxNU  )( 

)(,,)(ليكن . 4 xNVUUxVxVUxxNVU  
xNV)(ليكن . 5  حسب الفرض V يحقق الخاصية  :)(xNN  لكل Nx 

  .متحققة) 8.2.2(       الشروط الموجود في المبرهنة 
  Ax لكل xNA)( إذا وفقط إذا كانت A:    كالأتي ألان نعرف التبولوجي 

 تبولوجي على X ) 8.2.1حسب المبرهنة.( 
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  )  2.1(تمارين
}  لتكن . 1 , , , , }X a b c d e   وليكن { ,{ },{ , }, , , ,{ , , },{ , , , }, }b b c a b c b d e b c d e X   

  .d وكذلك للنقطة aجد جميع الجوارات للنقطة       
}  لتكن .2 , , }X a b c وليكن { ,{ },{ },{ , }, }a b a b X  بين أي من المجموعات  التالية الجزئية  من X تكون   
   .cجوار للنقطة    

}.ا , }a bب      .{ , }b c  ج   .X  
}  ليكن.3 , , }X a b cولتكن ( ) {{ },{ , },{ , }, }, ( ) {{ , }, }, ( ) {{ , }, }N a a a b a c X N b a b X N c a c X     

),(),()( برهن على أن كل من .    أ cNbNaN (9.2.1)تحقق الشروط في المبرهنة  
),(),()( المتولد بواسطةXليكن يمثل التبولوجي على.     ب cNbNaN . اوجد جميع المجوعات المفتوحة في  

   .      بالنسبة إلى
,اوجد جميع الجوارات للنقاط.   ج ,a b c ثم بين مطابقتها مع ( ), ( ), ( )N a N b N cعلى الترتيب   . 

} ليكن . 4 , , }X a b c ولتكن  ( ) { }, ( ) {{ },{ , }, }, ( ) {{ , }, }N a X N b b b c X N c a c X      
)بين في ما إذا كان كل من       ), ( ), ( )N a N b N c(9.2.1)ة تحقق الشروط في المبرهن  

  تمثل عائلة   غير خالية من المجموعات   xN)(،نفرض Xx مجموعة غير خالية  وليكن لكل X لتكن . 5
   التي تحقق الشروط الآتية X      الجزئية من 

)إذا كان  .     ا )V N x فان x V  

,أذا كان . ب     ( )U V N xفان  ( )U V N x  ،  وليكن تحتوي على المجموعة الخالية الجزئية غير   
xNV)( فانه يوجدGxلكل :  الخاصية الآتية  والتي  تمتلكX من G      الخالية   بحيث أن GVx   

  .Xتبولوجي على     برهن على أن 
}   ليكن. 6 , , }X a b c   وليكن( ) {{ },{ , }}, ( ) {{ },{ , }}, ( ) { }N a a a c N b b b c N c X    

),(),()(برهن على أن كل من  .   ا cNbNaN أعلاه)  5.2.2(تحقق الشرطين في التمرين  
) المتولد بواسطة Xيمثل التبولوجي على أذا كان .   ب ), ( ), ( )N a N b N cجد جميع المجموعات المغلقة في   

   X  بالنسبة إلى.  
}  ليكن .7 , , }X a b c وليكن( ) { }, ( ) {{ , }, }}, ( ) {{ },{ , }}N a X N b b c X N c c a c    

)ل من       برهن على أن ك ), ( ), ( )N a N b N c أعلاه ) 5.2.1( تحقق لشرطين في التمرين.  
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  Bases of Topology  القواعد التبولوجية    3.1
  

  )1.3.1(تعريف 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي ولتكن   . يقال عن بأنها قاعدة (Basis) للتبولوجي  إذا كان كل من عناصر 

 مساويا لاتحاد عدد من عناصر ً .أي أن لكل iA V A    لبعض iV . ويقال أن  متولد 
(generated) بواسطة .  

  )2.3.1(مثال
}ليكن  , , , }X a b c d،{ ,{ },{ },{ , },{ , },{ , , },{ , , }, }a b a b c d a c d b c d X  ولتكن {{ },{ },{ , }}a b c d  فان  

 لان تكون قاعدة إلى    وان ,V V 
 

 


   

{ },{ } , { , } { } { }, { , }

{ , , } { } { , }, { , , } { } { , }

{ } { } { , }

a b a b a b c d

a c d a c d b c d b c d

X a b c d

    
   

  
 

  ملاحظة
  .)انظر المثال السابق (القاعدة إلى التبولوجي ليس بالضرورة أن تكون تبولوجي 

  )3.3.1(مثال
},,{ليكن  cbaX  وليكن { ,{ },{ },{ , }, }a b a b X    

1 .1 {{ },{ },{ }}a b c  ليست قاعدة إلى   لان  1.   
2 .2 {{ },{ , }}a a b  ليست قاعدة إلى   لان { }b  2  ولكنه لا يساوي اتحاد عناصر من.  
3.3 {{ },{ }, }a b X  ليست قاعدة إلى   3 لان .   

3,V V 
 

 


   

{ },{ }, , { , } { } { }a b X a b a b   
3 قاعدة إلى  

  )4.3.1(مثال
}لتكن , , }X a b cولتكن {{ , },{ , }}a c b c  برهن على أنليست قاعدة لأي تبولوجي  علىX.  
  : الحل
   قاعدة إلى التبولوجي نفرض . سنبرهن بطريقة التناقض  
  { , },{ , }a c b c         { , } { , } { }a c b c c       
}ولكن    }c لا يمكن أن تساوي اتحاد عدد من عناصر  . وهذا تناقضليست قاعدة .  
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  )5.3.1(مبرهنة 
),(ليكن X فضاء تبولوجي ولتكن   . فان تكون قاعدة إلى التبولوجي  إذا وفقط إذا تحقق الشرط الأتي   

xx بحيث أن  V توجدx إلى xV ولكل جوار Xxلكل   V V    
  : البرهان 

  .x جوار إلى النقطةxV ولتكنXxليكن .   قاعدة إلى نفرض   
   توجد مجموعة مفتوحة U في X بحيث إن xVUx   
Uبما أن    U   تساوي اتحاد عدد من عناصر  وعليه يوجد V بحيث أن   xVVx   
xVVx  بحيث أن V يوجد xV ولكل جوار لها Xxنفرض  لكل نقطة . وبصورة معاكسة    . يجب

  . قاعدة إلى أن نبرهن على أن 
Vإذا كانت      .Aلتكن    A

 

 


   لكل  V  

Aأما إذا كانت      
  . جوار لكل نقطة من نقاطهاA مجموعة مفتوحة Aبما أن   
   لكل Xx يوجد V بحيث أن AVx     
xلكل A يوجد xW   بحيث أن xx W A  وعليه x

x A

A W


   

  A  تساوي اتحاد عدد من عناصر   قاعدة إلى  .  

  )6.3.1(مثال
)ليكن  , )u فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكن  عائلة من جميع الفترات المفتوحة في  فان  تكون قاعدة 

  .uللتبولوجي 
  : الحل
u تكون مجموعة مفتوحة في  كل فترة مفتوحة في  بما أن          

x ليكن   وليكن V جوار إلى x توجد مجموعة مفتوحة  G في ث أن  بحيVGx   
 مجموعة مفتوحة في Gبما أن   0 يوجد  بحيث أن ( , )x x G     
)بما أن  , )x x       قاعدة للتبولوجي u.   

  )7.3.1(مثال
)ليكن   , )DX  فضاء تبولوجي مبعثر فان {{ }: }x x X   تكون قاعدة للتبولوجي D.  

  : الحل
XxD لكل X مجموعة مفتوحة في x}{بما أن        
} x جوار للنقطة Vليكن  وXxلتكن    }x x V  .  
}بما أن    }x   قاعدة للتبولوجي D.  
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  )8.3.1(مبرهنة 
21 فان ,21 قاعدة إلى كل من ولتكن X تبولوجي على مجموعة ,21ليكن كل من   .  

  البرهان 
   1Aلتكن   

Aولتكن  x A جوار لكل نقطة من نقاطها .  
V يوجد 1 قاعدة إلى بما أن     بحيث أن AVx   
2 قاعدة إلى بما أن    2      

2Aبما أن    V V     جوار إلى النقطة x 2 بالنسبة للتبولوجي.  

A نقطة لا على التعين xن بما أ    1 مجموعة مفتوحة بالنسبة)  5.2.2حسب المبرهنة(  
  1 2 2A      1 وبالمثل نبرهن 2 2 1     .  

  ملاحظة 
 تمثل X من المجموعات الجزئية من مجموعة تكون عائلة المبرهنة التالية تبين الشرط الضروري والكافي لكي 

  .ويسمى هذا التبولوجي بالتبولوجي المتولد بواسطة القاعدة . لتبولوجي ما على هذه المجموعة 

  )9.3.1(مبرهنة
 إذا وفقد إذا  X  تكون قاعدة لتبولوجي على فان  Xعائلة من المجموعات الجزئية من مجموعة  غير خالية  لتكن

  تحققت الشروط الآتية  
V توجد Xxلكل . 1 بحيث أن x V . بعبارة أخرى

x

x
V

X V


   

21لكل . 2 ,VV 21 ولكل VVx  يوجد V 21 بحيث أن VVVx   .  بعبارة أخرى  
1 أي أن  يساوي اتحاد لعدد من عناصر      تقاطع أي عنصرين من عناصر  2

i

i
V

V V V


  .  

  :البرهان 
          X على  قاعدة إلى لتبولوجي نفرض        

Xبما أن . 1   X جوار إلى لكل نقطة من نقاطها   
             لكل x X يوجد V  بحيث أن x V X  أي أن ،

x

x
V

X V


   

21لتكن  .  2 ,VV 21 وليكن VVx   
1بما أن  2 1 2,V V V V          

 21 VV جوار لكل نقطة من تقاطعها  يوجد V   1 بحيث 2x V V V  .  
  ) .2(، ) 1( التي تحقق الشرطين Xة من مجموعة  غير خالية عائلة من المجموعات الجزئينفرض أن : الاتجاه الأخر 

   أي أن والتي تساوي اتحاد عدد من عناصر . X عائلة جميع المجموعات الجزئية من ليكن 
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}Aاوي اتحاد لعدد من عناصر   تس{ :A X   { : }
i

i
A

A X A A





    

   قاعدة لهذا التبولوجي  وبالتالي Xتشكل  تبولوجي  على سوف نبرهن 
X,نحصل على ) 1(من التعريف والشرط .1

 

  


  أي أن ، هي اتحاد المجموعات الخالية من    

X,   وعليه يكون  .  
A,ليكن. 2 B  ,

i j

i j
A B

A A B B
  

    وعليه ( ) ( ) ( )
i j

i j i j
A B

A B A B A B
  

        

i) 2(  من الشرط jA B عبارة عن اتحاد عناصر من  .  وعليه
k

k
C

A B C


   A B     

لتكن . 3 A لكل  ( )
i i i

i i i
A B A

A A B A A
  

    
        

          

A





    تبولوجي على X.. وكذلك قاعدة للتبولوجي )  والتبولوجي )) 5.3.2(حسب مبرهنة

  )).8.3.2(حسب المبرهنة (يكون وحيد 
  )10.3.1(مثال
}ليكن  , , , }X a b c d ولتكن {{ },{ },{ , }}a b c d  جد تبولوجي  على  X بحيث أن تكون  إلى   قاعدة.   

,V V 
 

 


   

{ } { } { }, { } { } { }, { } { } { , }, { } { , } { , , }

{ , } { , } { , }, { } { , } { , , }, { } { } { , }

{ ,{ },{ },{ , },{ , },{ , , },{ , , }, }

a a a b b b a b a b b c d b c d

c d c d c d a c d a c d a b c d X

a b a b c d a c d b c d X 

       
      


 

  )11.3.1(تعريف
)ليكن  , )X لوجي ولتكن  فضاء تبو  .  يقال عن  بأنها قاعدة جزئية (Subbasis)للتبولوجي  إذا كانت 

  أي أن .  تكون قاعدة للتبولوجيا عائلة التقاطعات المنتهية لعناصر 

1

{ : , , 1,2, , }
n

i i
i

V X V A A i n 


      تشكل قاعدة للتبولوجيا .  

ً مساويا  إذا وفقط إذا كان كل من عناصر   تكون قاعدة جزئية للتبولوجيا ومن التعريف نستنتج مباشرة على أن 
  .ية من عناصر لاتحاد تقاطعات منته

  )12.3.1(مثال 
}لتكن  , , , }X a b c d ، { ,{ },{ , },{ , },{ , , }, }a a c a d a c d X  برهن على أن  {{ , },{ , }}a c a d  تكون قاعدة 

   .جزئية للتبولوجيا
  : البرهان 

{ , } { , } { , }, { , } { , } { }, { , } { , } { , }a c a c a c a c a d a a d a d a d         
{{ },{ , },{ , }}a a c a d   تشكل قاعدة للتبولوجيا وعليه  تشكل قاعدة جزئية للتبولوجيا .  
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  )13.3.1(مثال 
)ليكن  , )u فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكن أي  ( لمقيدة  عائلة جميع الفترات المفتوحة وغير ا( , ), ( , )a b  في 
 فان  تكون قاعدة جزئية للتبولوجيا .  

  الحل
 وإنها تشكل قاعدة  تكون عائلة جميع الفترات المفتوحة في بما أن عائلة جميع التقاطعات المنتهية لعناصر   

  .u تشكل قاعدة جزئية للتبولوجيا  وعليه uللتبولوجيا 

  )14.3.1(مبرهنة 
 تكون قاعدة جزئية لتبولوجيا وحيد  فان X عائلة غير خالية من مجموعات جزئية غير خالية من مجموعة لتكن 
). يسمى بالتبولوجي المتولد بواسطة.(  

  : البرهان 
أي نبرهن . X قاعدة لتبولوجيا وحيد علىيجب أن نبرهن . عائلة جميع التقاطعات المنتهية لعناصر        لتكن 

  )9.3.1( تحقق الشرطين في المبرهنة على أن 
,بما أن . 1

V

X V V X V 
  


 

    ).  ليس بالضرورة ان يكونXاحد عناصر (  

21ليكن  . 2 ,VV 1 فان كلا منV ، 2V عبارة عن تقاطع عدد منتهي من عناصر    
1    وبالتالي فان  2V V    

21ليكن   : وألان VVx  فان يوجد ,A B  1 بحيث أن 2x A B V V    ،   
).  2( تحقق الشرط وعليه فان   قاعدة لتبولوجيا على X.  

}وبفرض أن  : }S   عدة جزئية لكل من التبولوجين   قا ،     
يجب أن نبرهن     أي أن التبولوجي المتولد بالقاعدة الجزئية يكون وحيد .  

Gليكن   
1

i

n

i

G S 
 

  حيث 
i

S   1 لكل, 2, ,i n    

 قاعدة جزئية للتبولوجي يما أن   فان    وعليه فان 
i

S    1 لكل, 2, ,i n   

1 1
i i

n n

i i

G S S 


  

  

           وبالمثل نبرهن       .  

  ملاحظة 
)من المبرهنة أعلاه نستطيع القول بأنه إذا كانت  )P X  حيث { : }X S S    فان قاعدة جزئية لتبولوجي  تكون 

}كذلك  . Xجزئي وحيد على  }X قاعدة جزئية لتبولوجي جزئي وحيد فيه عناصر  مجموعات مفتوحة .  

  )15.3.1(مثال 
}ليكن  , , , , }X a b c d e {{ , },{ , },{ , , }}a b b c a d e تبولوجيا  جد العلىX المتولد بواسطة .  

,X V V 
 




   
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{ , } { , } { , }, { , } { , } { , }, { , } { , } { }

{ , } { , , } , { , } { , , } { }, { , , } { , , } { , , }

a b a b a b b c b c b c a b b c b

b c a d e a b a d e a a d e a d e a d e
     
     

  

   تمثل عائلة جميع التقاطعات المنتهية لعناصر لتكن 
{ ,{ },{ },{ , },{ , },{ , , }, }a b a b b c a d e X   

,V V 
 

 


   

{ } { } { }, { } { } { }, { , } { , } { , , }

{ } { } { , }, { } { , } { , }, { , } { , , } { , , , }

{ } { , } { , }, { } { , } { , }, { , }

{ } { , } { , , }, { } { , , } , { , } { , , }

{ } { , , } { ,

a a a b b b a b b c a b c

a b a b b a b a b a b a d e a b d e

a a b a b b b c b c a b X X

a b c a b c b a d e X b c a d e X

a a d e a d

     
     
     
     
  , }, { } , { , }

{ } , { , } { , } { , }, { , , }

e b X X b c X X

a X X a b a b a b a d e X X

   
     

  

 التبولوجي  المتولد بواسطة  هو { ,{ },{ },{ , },{ , },{ , , },{ , , },{ , , , }, }a b a b b c a b c a d e a b d e X  

  )16.3.1(مثال 
] والتي بالصيغة عائلة جميع الفترات المغلقة فيلتكن , 1]a a جد التبولوجيا .  أحادية الطول على  المتولد 

  .بواسطة 
  :الحل 
xليكن     كل من [ , 1], [ 1, ]x x x x ة أحادية الطول فترة مغلق.  
  [ 1, ] [ , 1] { } [ 1, ], [ , 1]x x x x x x x x x         .  
  { }x  مجموعة مفتوحة في  وعليه  تبولوجي مبعثر على .  

  )17.3.1(مثال 
,1,2,3} ليكن  4,5}X بعثر اوجد قاعدة جزئية للتبولوجيا المDعلىX بحيث لا تحتوي على مجموعات جزئية 

  .Xأحادية من 
  : الحل 

{{1, 2},{2,3},{3, 4},{4,5},{5,1}}   

  ملاحظة 
 هو اصغر تبولوجي يحتوي على . X عائلة غير خالية من مجموعات جزئية غير خالية من مجموعة لتكن 

  .  والتي تحتوي على Xتقاطع كل التبولوجيات على 
  )18.3.1(مبرهنة 

 المتولد بواسطة القاعدة  فان التبولوجي X عائلة غير خالية من مجموعات جزئية غير خالية من مجموعة لتكن 
   الجزئية هو اصغر تبولوجي يحتوي على 

  : البرهان 



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                ) 1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              1(                    محاضرة  رابعمستوى   /أولية دراسات(  
  3:  عدد وحدات 1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 21 

لتكن   هو تقاطع كل التبولوجيات على Xلى  والتي تحتوي ع  أي أن ، 




 



  حيث  تبولوجيا على X 

يجب أن نبرهن  . يحتوي على     
 وان لى   تبولوجي يحتوي عبما أن   اصغر تبولوجي يحتوي على       

Gليكن   
1

i

n

i

G S 
 

  حيث 
i

S   1 لكل, 2, ,i n   

يما أن    قاعدة جزئية للتبولوجي   فان 
i

S    1 لكل, 2, ,i n   

1 1
i i

n n

i i

G S S 


  

  

              .  

  ملاحظة 
 هو اصغر  ومن ثم  التي تحتوي X هو تقاطع كل التبولوجيات على المتولد بواسطة Xعلىالتبولوجي

  .تبولوجي يحتوي على 
  

  Local base at a Point  القاعدة المحلية عند نقطة
  )19.3.1(تعريف

)ليكن  , )X  ، فضاء تبولوجيا Xx ولتكن )(x تمثل عائلة من الجوارات للنقطة x . يقال عن)(x بأنها قاعدة 
، x  إلى Uإذا كان لكل جوار ) xأو تسمى قاعدة لنظام الجوارات إلى النقطة  ( x عند النقطة (Local Base)محلية 
)توجد  )V x بحيث أن V U . كل عنصر من عناصر( )x يسمى جوار أساسي (Basic Neighborhood) إلى 

  .xالنقطة 
  )20.3.1(مثال
}ليكن  , , , , }X a b c d e   وليكن { ,{ },{ , },{ , , },{ , , , },{ , , }, }a a b a c d a b c d a b e X   

edcba فان القاعدة المحلية عند كل نقطة من النقاط     هي,,,,
( ) {{ }}, ( ) {{ , }}, ( ) {{ , , }}, ( ) {{ , , }}, ( ) {{ , , }}a a b a b c a c d d a c d e a b e          

}}.  نلاحظ هنا القاعدة المحلية عند كل نقطة تحتوي على جوار أحادي للنقطة , }}a b لا تمثل  قاعدة محلية عند النقطة a.  

  )21.3.1(مثال 
),(ليكن X ، فضاء تبولوجيا x X ولتكن )(x تمثل عائلة جميع المجموعات المفتوحة X والتي تحتوي 
)برهن على أن . xعلى )x قاعدة محلية عند النقطة x.  
  :الحل
x بحيث أن X في G توجد مجموعة مفتوحة x جوار للنقطة Uليكن    G U   
) وتحتوي على X مجموعة مفتوحة في Gبما أن    )G x x    

( )x  قاعدة محلية عند النقطة x.  
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  )22.3.1(مثال 
)إذا كان. 1 , )DX  فضاء تبولوجي مبعثر فان ( ) {{ }}x x  تكون قاعدة محلية عند النقطة xلكل x X.  
)كانإذا . 2 , )X  فضاء تبولوجيا متماسكا فان ً( ) { }x X تكون قاعدة محلية عند النقطة x لكل x X.  

  )23.3.1(مثال
)ليكن  , )u فضاء تبولوجي اعتيادي وليكن x ل من   فان ك  

1 1
( ) {( , ) : 0}, ( ) {( , ) : }x x x x x x n N

n n
              

  .xتكون قاعدة محلية عند النقطة 
  : الحل
x بحيث أن في G توجد مجموعة مفتوحة x جوار للنقطة Uليكن  G U   
x, مجموعة مفتوحة في Gبما أن G   0 يوجد  بحيث أن ( , )x x G U      

)وهذا يعني يوجد  , ) ( )x x x     بحيث أن ( , )x x U     
( )x  قاعدة محلية عند النقطة x.  

)وبالمثل نبرهن  )x  قاعدة محلية عند النقطة x). نختارn 1 بحيث

n
(  

  )24.3.1(مبرهنة 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا ، ولتكن ( )x قاعدة محلية عند النقطة x X فان ( )xتمتلك الخواص التالية.  

1 .( )x  لكل x X  
)إذا كان . 2 )V x فان Vx  
1إذا كان . 3 2, ( )V V xوجد  فانه ي)(xV  21 بحيث VVV .  
xV)(إذا كان . 4  فانه يوجد مجموعة مفتوحة G في  X بحيث أن x G V  ولكل Gy   

)   يوجد  )U y يحقق U G.  
  : البرهان 
X ،X مجموعة مفتوحة في Xبما أن .  1            x X  جوار إلى النقطة x  

)بما أن )xة   قاعدة محلية عند النقطx يوجد ( )V x بحيث V U   
)وعليه  )x  لكل x X.  

)بما أن .  2 )V V x  جوار للنقطة x V x ) .حسب تعريف الجوار(  
1بما أن . 3 1 ( )V V x  جوار للنقطة x . 2وبالمثلV جوار للنقطة x  

1 2V V  جوار للنقطة x.  
) يوجد x  قاعدة محلية عند النقطة x)(بما أن )V x 1 بحيث 2V V V .   

)بما أن. 4 )V V x  جوار للنقطة  x   



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                ) 1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              1(                    محاضرة  رابعمستوى   /أولية دراسات(  
  3:  عدد وحدات 1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 23 

     يوجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث أن x G V .   
G مجموعة مفتوحة  في Gبما أن  X  جوار للنقطة y G   

yاذن لكل  G توجد ( )U y  بحيث U G.   

  )25.3.1(مبرهنة 
) بحيث أن X عائلة من المجموعات الجزئية من x)( نفرض Xx مجموعة غير خالية ولكل Xلتكن  )x 

  .x تكون قاعدة محلية عند النقطة x)( بحيث أن Xفانه يوجد تبولوجي على ) 24.3.2(تحقق الشروط في المبرهنة 
  البرهان

)نعرف      ) { : ( ) }N x U X V x V U       
 بحيث X على وعليه يوجد تبولوجي ) 8.2.2( يحقق الشرط الموجد في المبرهنة xN)(من السهولة أن نبرهن 

)(xN تكون عائلة جميع الجوارات للنقطة x وعليه )(x تكون قاعدة محلية عند النقطة x.  

  )26.3.1(مبرهنة 
. Xx والتي تحتوي على  عائلة جميع عناصر x)( ولتكن X على المجموعة  قاعدة للتبولوجيا لتكن 
  .x قاعدة محلية عند النقطة x)(فان 

  : البرهان 
  ( ) { : }x V x V            

  .x جوار للنقطة U           ليكن
UVx بحيث أن V يوجد  قاعدة إلى بما أن    
)بما أن  )V x x V     جد  يو( )V x بحيث أن V U  

( )x  قاعدة محلية عند النقطة x.  

  ) 3.1(تمارين
}  ليكن . 1 , , }X a b c وليكن ( ) { }, ( ) {{ , }, }, ( ) {{ },{ , }}N a X N b b c X N c c a c    

)لمتولد بواسطة  اX      جد التبولوجي على  ), ( ), ( )N a N b N c   
      تكون قاعدة إلى تبولوجي  فان Xعائلة من المجموعات الجزئية من  مجموعة غير خالية ولتكن Xلتكن. 2

   أذا وفقط أذا تحققت الشروط آلاتية Xعلى     
أي أن (Xx بحيث V يوجد Xxلكل . ا    




V
VX(  

21لكل . ب    ,VV 21 ولكل VVx يوجد،V21 بحيث VVVx   
),(  ليكن .3 DX فضاء تبولوجي مبعثر ولتكن , {{ }: }x x X    عائلة من المجموعات  الجزئية من  

المجموعات فان      تكون قاعدة إلى أذا وفقط أذا   كانت .  
2  ليكن كل من .4 1( , ), ( , )Y X  1فضاء تبولوجي ولتكن 12 قاعدة للتبولوجي ,  2 قاعدة  للتبولوجي.  

21برهن على أن .2 يكون اتحاد لعدد من عناصر  1G إذا كان لكل        .  
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  اثبت أن القاعدتين .5   أذا وفقط أذا تحقق الشرطان  الآتيانX تولدان نفس التبولوجيا على مجموعة *,
** توجد مجموعة Vxلكل . ا     V بحيث أن  *x  
لكل . ب     *Vx توجد مجموعةV بحيث أن* x  
),(  ليكن. 6 Xفضاء تبولوجيا برهن على أن يكون منتهيا إذا وفقط إذا كان قاعدة  منتهية له   .  
) ليكن . 7 , )u 1 فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكن  عائلة  جميع الفترات المغلقة في  

2       ولتكن  {{ }: }x x   .21هل أن   تكون قاعدة إلى u؟ ولماذا  
  . صحيحة أم لا؟ مع البرهان بين أي من العبارات الآتية. Xعلى مجموعة قاعدة لتبولوجيا ,21  لتكن كل من.8

21قاعدة. ا        إلى .  
21دةقاع. ب        إلى  .  

  .X اوجد اصغر قاعدة اصغر قاعدة جزئية لتبولوجيا مبعثرة على مجموعة . 9
   بحيث 2 قاعدة  جزئية إلى2 و1 قاعدة جزئية إلى1، ولتكنX من تبولوجي على مجموعة ,21 ليكن كل .10
1أن     2 1     . 21بر هن على أن   .  
}  ليكن .11 , , , , }X a b c d e ولتكن {{ },{ , },{ , , }}a c d a b c  .لوجي على  جد التبوX المتولد  بواسطة   .  
  ليكن .12 edcbaX ,,,,وليكن{ ,{ },{ , },{ , , }, }a b c a b c X  .مع البرهان بين أي من العبارات  آلاتية صح آم لا ؟  
).ا      ) {{ , }, }a a b X قاعدة محلية عند النقطة a.  
).ب      ) {{ , }, }b b c X قاعدة محلية عند النقطة b                          .  

). ج ) {{ , , }}c a b c قاعدة محلية عند النقطة c.  
  
 Points of Topological Spaceنقاط الفضاء التبولوجي  4.1

  )1.4.1(تعريف 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا ولتكن A X . يقال عن النقطةx A بأنها نقطة داخلية (Interior point)في A إذا

x بحيث أن X في Gوجدت مجموعة مفتوحة G A  بعبارة أخرى إذا كانت A جوار للنقطة x . مجموعة كل

 أي أن  Aو    أint(A( ويرمز لها بالرمز(Aالمجموعة ) Interior( تسمى داخلAالنقاط الداخلية في 
int( ) { : }A A x A G x G A        وعليه   int( )A A.  

  )2.4.1(مبرهنة
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي ولتكن A X.  

1 .int( )A مجموعة مفتوحة في X.  
2 .A مجموعة مفتوحة في  X إذا وفقط إذا كان int( )A A.  
3  .int(int( )) int( )A A.  
4 .int( )A تساوي اتحاد جميع المجموعات المفتوحة في X والمحتواة في A أي أن ،  

int( ) { : }A G X G G A       وعليهint( )A تكون اكبر مجموعة مفتوحة في X ومحتواة في A.  
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  البرهان
)intلتكن . 1 )x A  توجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث أن x G A   

XG مجموعة مفتوحة في Gبما أن  جوار لكل نقطة من نقاطها   
A جوار لكل نقطة من نقاط G كل نقطة من نقاط Gلية في  تكون نقطة داخA int( )G A  وعليه 
)intلكل  )x A توجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث أن int( ) int( )A x G A   جوار لكل نقطة من 

)intنقاطها  )A مجموعة  مفتوحة في  X.  
)intلتكن .   2 )A A  

)intبما أن  )A مجموعة مفتوحة  A  مجموعة مفتوحة في X  
  X مجموعة مفتوحة في Aنفرض :  الاتجاه الأخر 

xليكن  A   
A مجموعة مفتوحة في Aبما أن  Xجوار للنقطة x  int( ) int( )A A x A     
)intولكن  ) int( )A A A A  .  

)intبما أن .  3 )A مجموعة مفتوحة في  int(int( )) int( )A A X   
}نضع .   4 : }B G X G G A      

)intلتكن  )x A  توجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث أن x G A   
int( )A B x B     

}ولتكن  : }y G X G G A y B        توجد مجموعة G في X بحيث أن 
int( ) int( )B A y A y G A      وعليه int( )A B.  

  )3.4.1(مثال
} ليكن , , }X a b c ولتكن  { ,{ },{ },{ , }, }a b a b X  ولتكن { , } , { , }B a b A a c  جد كل من 

int( ), int( )A B.  
  : الحل
1. a نقطة داخلية في A لان { }a  وان { }a a A   

        b ليست نقطة داخلية في A int( ) { }A a .  
}بما أن .  2 , }B B a b     مجموعة مفتوحة فيint( )B B X . 

  )4.4.1(مثال

)لتكن  .1 , )X  فضاء تبولوجي متماسك ولتكن A X .   فان
,

int( )
,

A X
A

X A X

 
  

.   

)ليكن . 2 , )X فضاء تبولوجي مبعثر ولتكنXA  .فانAمجموعة مفتوحة في Xوعليهint( )A A  

  )5.4.1(مثال
)(لتكن  , )u ( فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكنA   .  
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),(إذا كانت . 1 baA  فان int( ) ( , )A a b 
),[انت إذا ك. 2 baA  فان int( ) ( , )A a b  
],(إذا كانت . 3 baA  فان int( ) ( , )A a b  
],[إذا كانت . 4 baA  فان int( ) ( , )A a b  
],[},{إذا كانت . 5 dcbaA  فان int( ) ( , )A a b   
)int منتهية فان Aذا كانت إ.6 )A  
Aإذا كانت . 7   فان int( )A  حيث تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية .  
Aإذا كانت . 8   فان int( )A حيث  تمثل مجموعة الأعداد الصحيحة .  
Aإذا كانت . 9  فان int( )A  ِحيث تمثل مجموعة الأعداد النسبية   

1إذا كانت . 10
{ : }A n

n
  فان int( )A   

  )6.4.1(مبرهنة 
)ليكن    , )X  فضاء تبولوجي وليكن ,A B X  
BAإذا كانت . 1  فان int( ) int( )A B  
2 .int( ) int( ) int( )A B A B   
3.int( ) int( ) int( )A B A B    

  : البرهان 
x بحيث أن X في G  توجد مجموعة مفتوحةAxليكن .  1      G A   

)int         بما أن  ) int( ) int( )A B x B x G B A B         
ABABBAبما أن .   2  ,  
      int( ) int( ) int( ) int( ) int( ), int( ) int( )A B A B A B B A B A            

)intبما أن : الاتجاه الأخر  ) , int( )A A B B  فان  int( ) int( )A B A B     
int(int( ) int( )) int( )A B A B    ولكن int(int( ) int( )) int( ) int( )A B A B    

int( ) int( ) int( )A B A B    وعليه int( ) int( ) int( )A B A B  .   
B,بما أن .  3     A B A A B     

int( ) int( ), int( ) int( )A A B B A B      
int( ) int( ) int( )A B A B     

  ملاحظة  
)intون ليس بالضروري أن يك ) int( ) int( )A B A B   والمثال الأتي يوضح ذلك  .  

)ليكن  , )u [0,1] فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكن, [1,2]A B نلاحظ أن   
1 int( ) int( ) 1 int( ) ,1 int( ) int( ) (1, 2), int( ) (0,1)A B B A B A         

)int ولكن ) (0,2) [0,2]A B A B     1 وان int( )A B  وعليه int( ) int( ) int( )A B A B   
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   Closure of setْلاق المجموعة انغ
  )7.4.1(تعريف 

)ليكن , )X فضاء تبولوجيا ولتكن A X .يقال عن النقطةXx بأنها نقطة ملاصقة )Adherent Point ( أو نقطة
 x إلى V إذا كان لكل جوار Aلمجموعة إلى ا) Contact point(أو  نقطة اتصال ) Closure Point(انغلاق 

V أي أن Aتحتوي على نقطة من نقاط  A   .  
 ويرمز لها بالرمز Aالمجموعة ) Closure(مى انغلاق  تسAالمجموعة التي عناصرها جميع نقاط الانغلاق للمجموعة 

A  لكل جوار { ، أي أن V إلى x  فان  { :A x X V A     وعليه   A A.  

  )8.4.1(ة مبرهن
)ليكن , )X  فضاء تبولوجيا ولتكن XA .  

1 .A مجموعة مغلقة في X.  
2 .A مجموعة مغلقة إذا وفقط إذا كان AA .  
3 .AA   
4 .Aتساوي تقاطع جميع المجموعات المغلقة في X والتي تحتوي على A أي أن ،  

}F مجموعة مغلقة قي  X   بحيث  { :A F X A F     
  .Aوتحتوي على X تكون اصغر مجموعة مغلقة في Aوعليه 

  : البرهان 
 X مجموعة مفتوحة في )(cAيجب أن نبرهن .  1

)ليكن  )cx A x A    يوجد جوار V  إلىx بحيث أن V A    
وبسهولة يمكن إثبات  AV ( )cV A   ( )cA مجموعة مفتوحة في X. Aمجموعة مغلقة في X. 

AAنفرض .  2  
   مجموعة مغلقةA مجموعة مغلقة Aبما أن 

   مجموعة مغلقةAنفرض : الاتجاه الأخر 
  .Ax يجب أن نبرهن Axليكن 

Ax  نفرض :  يقة التناقض  سنبرهن بطر cAx  

  x جوار إلى النقطة cA مفتوحة وعليه cA مغلقة Aبما أن 

cAبما أن  A x A    وهذا تناقض A A x A     
Aولكن  A A A  . 

 مجموعة مغلقة Aبما أن  .  3 AA)(. 
}  بحيث   X مجموعة مغلقة في  F{نضع   . 4 :B F X A F     

B وان X مجموعة مغلقة في A   بما أن  A A F    
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Aويترك للقارئ برهان  B وعليه A B  
  )9.4.1(مثال

},},{},,{},,{},,,{{,},,,{ليكن . 1 dcbaXXcbadacba  ولتكن }{bA  ، { , }B a d .  

}    فان  , },A b c B B .  

)ليكن   .2 , )X  فضاء تبولوجي متماسك ولتكن XA  . فان
,

,

A
A

X A

 



  

.  

)ليكن.  3 , )X  فضاء تبولوجيا مبعثرا ولتكن XA .  فانA A  لانA مجموعة مغلقة في X.  
)ليكن   . 4 , )X  فضاء تبولوجي مكمل المنتهي ولتكن XA . فانAA   عندما A مجموعة منتهية   

XA   وان   عندما Aمجموعة غير منتهية ..  
  )10.4.1(مثال
)(لتكن  , )u ( فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكنA   .  

),(إذا كانت . 1 baA  فان [ , ]A a b 
),[إذا كانت . 2 baA  فان [ , ]A a b  
],(إذا كانت . 3 baA  فان [ , ]A a b  
],[إذا كانت . 4 baA  فان [ , ]A a b  
Aإذا كانت . 5   فان A   حيث تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية .  
Aإذا كانت . 6   فان A   حيث تمثل مجموعة الأعداد الصحيحة .  
Aإذا كانت . 7  فان A   ِحيث موعة الأعداد النسبية تمثل مج  

1إذا كانت . 8
{ : }A n

n
  {0} فانA A   

3إذا كانت . 9 4 5
{2, , , ,...}

2 3 4
A  {1} فانA A   

  )11.4.1(مبرهنة 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي ولتكن XBA , .  

Aإذا كانت .1 B  فان A B .  
2 .( )A B A B    
3 .( )A B A B    

   :  البرهان
xليكن .  1 A  لكل جوار V إلى x فان VA 

A     بما أن   B  لكل جوار V إلى x فان B V   
     x B  وعليه A B. 
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  برهان آخر
A,بما ن  B B B A B     

Bعلى  مجموعة مغلقة وتحتوي A.   
A   اصغر مجموعة مغلقة تحتوي على Aولكن  BA.  

A,بما أن .   2 B B A B A      ,A B B A B A         A B A B           
B,بما أن .   3 A B A A B     ,B A B A A B        ( )A B A B    

A,  بما أن كل من  B مجموعة مغلقة A B مجموعة مغلقة   
A,وكذلك بما أن  B A B B B A A       
A B  مجموعة مغلقة وتحتوي على A B  

)ولكن  )A B A B   أصغر مجموعة مغلقة وتحتوي على A B  
( )A B A B   وعليه ( )A B A B    

  ملاحظـــــة
Aليس من الضروري أن يكون  B A B   والمثال الأتي يوضح ذلك   

) ليكن  , )u(0,1) ولتكن  فضاء تبولوجي اعتيادي, (1, 2)A B   

{1} [0,1], [1,2]A B A B       
Aولكن     B A B     وعليه   A B A B    

  )12.4.1(تعريف 
) ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا وليكن XBA , . يقال عن المجموعةA بأنها كثيفة )Dense (  فيB إذا كان B A . 

إذا كانت ) Every Where Dense( أو تسمى أحيانا Xفي ) Dense( بأنها كثيفة Aوبصورة خاصة يقال عن المجموعة
A X.   

  )13.4.1 (مثال
]ليكن  , , }X a b c,{ ,{ },{ },{ , }, }a b a b X  ولتكن { , }, { , }A a c B a b   

} مغلقة لان Aمن الواضح أن المجموعة  }cA a   وعليه A A  A X   
B بينما X  ليست كثيفة في Aوعليه   X وعليه B مجموعة كثيفة في X   

Aوأخيرا بما أن   B  المجموعة B تكون كثيفة في المجموعة A.  
  )14.4.1( تعريف

)ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا  ولتكن XA  .  يقال عن المجموعةA بأنها   
)int إذا كان Xفي ) Rare set(أو تسمى مجموعة مخلخلة) Nowhere Dense(متناثرة .1 )A  .   
   تساوي اتحاد عائلة قابلة للعد Aإذا كانت ) First Category set(أو مجموعة واهنة ) Meager(نحيلة . 2

  ، بعبارة أخرى X    من المجموعات المتناثرة في
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nإذا كانت 
n

A A حيث { }nAابلة للعد من المجموعات المتناثرة في  عائلة قX.  

  . واهنـــة Aإذا لم تكن ) Second  Category set(أو مجموعة متينة )  Non meager( غير نحيلة . 3
  )15.4.1(مثال

}ليكن . 1 , , }X a b c ، { ,{ },{ },{ , }, }a b a b X  ولتكن { }A a  فان    
     int( ) { } { , }A A a A a c     ليست متناثرة   

)ليكن . 2 , )u  1 فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكن
{ : }A n

n
  فان   

      int( ) {0}A A A A     متناثرة .  

 (16.4.1)تعريف
)يقال عن الفضاء التبولوجي , )X  بأنه قابلا للانفصال (Separable)إذا كان Xيحتوي على مجموعة كثيفة  قابلة للعد .  

 (17.4.1)مثال 
)الفضاء  التبولوجي الاعتيادي , )u يكون قابلا للانفصال لان مجموعة الأعداد النسبية وقابلة للعد في  كثيفة.  

     Derived setالمجموعة المشتقة      
  ) 18.4.1(تعريف

) ليكن  , )X فضاء تبولوجيا ولتكنA X.  يقال عن النقطةXx بأنها نقطة غاية )Limit point ( أو نقطة تراكم
 )Accumulation point (أو نقطة ملاصقة)Cluster point( إلى المجموعة  A إذا كان لكل جوار V إلى x 

)،أي أن xغير Aيحتوي على نقطة أخرى من نقاط  |{ })A V x   .  
  .A ويرمز لها بالرمز Aالمجموعة ) Derived(تسمى بمشتقة Aمجموعة كل نقاط الغاية إلى المجموعة 

}  فان   x  إلى V لكل جوار { : ( |{ })A x X A V x        
x   يقال عن النقطة X بأنها نقطة منعزلة )Isolated Point ( إلى المجموعةA إذا كانت Ax ,Ax  . ويقال

   بأنها Aعن المجموعة  
Aإذا كان ) Set Isolated(مجموعة منعزلة  . 1 A   .  
AAإذا كانت ) Perfect Set(مجموعة تامة . 2  .  
Aإذا كانت ) Dense in Itself(مجموعة  كثيفة بنفسها . 3 A .  

  )19.4.1(مبرهنة 
)    ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا ولتكنA X   

Aإذا كانت . 1   فان A    
Axإذا كانت . 2  فان  ( |{ })x A x   
3 .A A               
4 .A A A    
  .X  تكون مغلقة في A فان المجموعة Aإذا كانت . 5
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A إذا وفقط إذا كانت X تكون مغلقة في Aالمجموعة . 6 A      
  :البرهان 

)بما أن .  1       |{ })V x   لكل x Xولكل جوار V إلى x         
xبما أن  .2       A   لكل جوار V إلى x فان ( |{ })A V x                        

( |{ }) ( |{ }) ( { } ) ( { } ) ( { } ) ( |{ })c c cA x V x A x V x A V x A V x             
( |{ })x A x   

Axلتكن . 3        لكل جوار  V إلى x  فان     xVA |   
       لكل جوار  V إلى x  فان A V     x A                                       

Aبما أن . 4  A A A A A       
A      ولكن    A A ن     لأA A A A A    

     هناك احتمالاتAxنفرض  : الاتجاه الآخر
Aإذا كان ) ا     ( A A x A A x A        
xإذا كانت ) ب     ( A 

x       بما أن  A  لكل جوار V  إلى x فان A V    
) فان x إلى  V لكل جوار Ax       بما أن  |{ })A V x    

 A A A x A A x A          وعليه  A A A    
Aبما أن . 5 A A A A A A        مغلقة   
A مجموعة مغلقة  Aلتكن . 6 A   

AAAA   بما أن     
Aنفرض  :  الاتجاه الأخر A A A A      

Aبما أن  A A A A A     مجموعة مغلقة.  

  )20.4.1(مثال
}ليكن . 1 , , }X a b c ، { ,{ },{ },{ , }, }a b a b X  ولتكن { }, { }A a B c  فان    

    a A    لأن   ({ } | )A a a     ،  b A     لأن  { }A b    
     c A  لأن كل جوار   V إلى c فان  ( |{ })A V c     { }A c   .  

B      وبالمثل نحصل على      
)ليكن . 2 , )X  فضاء تبولوجيا متماسكا ولتكنXAفهنالك عدة حالات   
    إذا كانت A   فان  A   
      إذا كانت  A X  

A تحتوي على عنصر واحد فقط فان Xإذا كانت ) ا       (    
XA تحتوي على أكثر من عنصر فان  Xإذا كانت )ب      (   

   إذا كانت  ,A X A    
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} تحتوي على عنصر واحد فقط  ولتكن Aإذا كانت ) ا      ( }A a فان  |{ }A X a   
A  تحتوي على أكثر من عنصر فان Aإذا كانت )  ب     ( X .  

)ليكن . 3 , )X  فضاء تبولوجيا مبعثرا ولتكن  XA  
  Xx        ليكن 

        بما أن  x في  مفتوحةمجموعة   XxV  جوار إلى النقطة x  
)        وان    |{ })A V x     Ax      

A فان  Xx  لكل   نقطة لا على التعيين  x        بما أن   x A      

  )21.4.1(مثال
)(لتكن  , )u ( فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكنA   .  

),(إذا كانت . 1 baA  فان [ , ]A a b  
),[إذا كانت . 2 baA  فان [ , ]A a b   
],(إذا كانت . 3 baA  فان [ , ]A a b   
],[إذا كانت . 4 baA  فان [ , ]A a b   
Aإذا كانت . 5   فان A   حيث تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية .  
Aإذا كانت . 6   فان A   حيث تمثل مجموعة الأعداد الصحيحة .  
Aإذا كانت . 7  فان A    ِحيث تمثل مجموعة الأعداد النسبية   

1إذا كانت . 8
{ : }A n

n
  {0} فانA    

1إذا كانت . 9
{ : }A n

n
   {0} فانA    

2إذا كانت إذا كانت . 10 1
{ : }

n
A n

n


  {2} فانA     

}2إذا كانت . 11 : 0 , 2}A x X x x x      0] فان, 2]A    

  ) 22.4.1(مبرهنة
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا ولتكن XBA ,  

BA  فان  BAإذا كانت . 1  
2 .( )A B A B     
3 .( )A B A B      
  

    البرهان 
xليكن . 1           A   لكل جوار  V إلى النقطة x فان  ( |{ })A V x    

)  فان x إلى النقطة V  لكل جوار BA            بما أن  |{ })B V x    
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             Bx  وعليه BA   
A,بما أن .  2        B B A B     ( ) , ( )A B B A B A         

         ( )A B A B         
B,بما أن . 3        A B A A B      ( ) , ( )B A B A A B         

 ( )A B A B        
xنفرض  : الاتجاه الأخر A B   ,x B x A     

      21 يوجد جواران , VV إلى x 2 بحيث أن 1( |{ }) , ( |{ })B V x A V x      
1    نضع  2V V V V   جوار إلى النقطة xوان    

( ) ( |{ }) ( ( |{ })) ( ( |{ }))A B V x A V x B V x             
2لأن  1( ) ,x A B V V V V     وعليه ( )A B A B      ( )A B A B        

  ملاحظة
روري أن يكون ليس من الض  BABA  والمثال الآتي يوضح ذلك  

}ليكن  , , , }X a b c d وليكن  ( , )X فضاء تبولوجي متماسك   
}إذا كانت   }, { , }A a B c d  فان  { , , }A b c d  ،B X   { , , }A B b c d     

( ) ( )A B A B A B A B              

  Boundary point of setالنقاط الحدودية لمجموعة    
  )23.4.1(تعريف

)ليكن , )X  فضاء تبولوجيا  ولتكن A X .يقال عن النقطةXx بأنها نقطة حدودية )Boundary point ( أو
 فان  x وتحتوي على X في G إذا كان لكل مجموعة مفتوحة Aإلى المجموعة ) Frontier Point( ةنقطة جبهوي

,cG A G A       
) ويرمز لها بالرمز Aالمجموعة ) Frontier( تسمى جبهة Aمجموعة كل النقاط الحدودية إلى المجموعة  )A أي ،

)  أن ) { : , , }cA x X G x G G A G A              

  )24.4.1(مبرهنة 
)ليكن , )X  فضاء تبولوجيا ولتكنA X  

1 .( ) cA A     وعليه  ( )A    
2  .( ) ( )cA A   
3 .( )A مجموعة مغلقة في X 
4 .int( ) | ( )A A   
5 .( )A   

   البرهان
)نفرض أن . 1       )x A  لكل مجموعة مفتوحة  G في  X وتحتوي على x فان   
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,cG A G A      

                     ( ) ( ) ,c c cA A A x A x A x          

) وبالمثل نبرهن  ) ( )c cA A A A        
  
2   .( ) ( )c c cA A A A           

X   مجموعة مغلقة  في  ،cAبما أن كل من . 3  cA     مجموعة مغلقة في X  

)int  ليكن  .4 )x A .  بما أنint( )x A      
)int    بما أن  )Aفتوحة في  مجموعة مX وتحتوي على x وان int( ) cA A     

    ( )x A   وعليه   int( ) | ( ) | ( )A x A         
)نفرض :   الاتجاه الأخر  ), | ( )y A y y A        

)     بما أن  )y A مفتوحة   توجد مجموعة G في X تحتوي علىx فانه   
G        أما  A    أو  cG    
G,    بما أن  A y G A y G y A         

      int( ) cy A y G G G              

               | ( ) int( )A A      وعليه     |AA  

) بما أن . 5 ) , ( )A A A         
      هنالك احتمالان x       ليكن    

)    فان xإذا كان ) ا( ) ( )A x A    

cإذا كان ) ب( c cx A x A x x        

)    ولكن   ) ( ) ( ) ( ) cA x A x A A A           
)    وعليه    )A    

  )25.4.1(مثال
}ليكن . 1 , , , , }X a b c d e ، { ,{ },{ , },{ , , },{ , , },{ , , , }, }b c d b c d a c d a b c d X   

}    ولتكن  }, { , }, { , , }, { , , }A a B a b C a c d D b c d    ا فان  
( ) { , , , }, ( ) { , }, ( ) { , , , }, ( ) { , }A a c d e B a e C a c d e D a e         

)ليكن. 2 , )X  فضاء تبولوجيا مبعثر ولتكنXA . فان  

  مجموعة مغلقة   بما أن     وكذلك  cA  مغلقة  c cA     

                                                                   ( ) c cA A        
) ليكن. 3 , )فضاء تبولوجي متماسك ولتكن Aمجموعة جزئية فعلية غير خالية من  . فان  
   (int( )) int( )A A      ولكن   (int( )) ( ) ( )A A A         
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  )26.4.1(مثال
)(لتكن  , )u (ادي ولتكن فضاء تبولوجي اعتيA   .  

),(إذا كانت . 1 baA  فان ( ) { , }A a b  
),[إذا كانت . 2 baA  فان ( ) { , }A a b   
],(إذا كانت . 3 baA  فان ( ) { , }A a b   
],[إذا كانت . 4 baA  فان ( ) { , }A a b   
Aإذا كانت . 5   فان ( )A   حيث تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية .  
Aإذا كانت . 6   فان ( )A   حيث ل مجموعة الأعداد الصحيحة تمث.  
Aإذا كانت . 7  فان ( )A   ِحيث تمثل مجموعة الأعداد النسبية   

1إذا كانت . 8
{ : }A n

n
  فان ( ) {0}A A    

  )27.4.1(مبرهنة
)ليكن  , )X ضاء تبولوجي ولتكن  ف  

) تكون مغلقة إذا وفقط إذا كان Aالمجموعة. 1 )A   
2 .( )   
)تكون مفتوحة إذا وفقط إذا كان  المجموعة. 3 )A   
4 .( )A   إذا وفقط إذا كانت المجموعة   مفتوحة ومغلقة  في X 
5.( ( )) ( )A A      
6.( ) ( )cA A   
7.( ) ( )A     

   : البرهان
  مغلقة نفرض المجموعة . 1        

)    بما أن  ) ( )A A        
)نفرض  :  الاتجاه الأخر  ) ( )A A                             

)   ولكن    )A        مغلقة   
)  مجموعة مغلقة بما أن  .  2 )     

)   ولكن  ) ( )         
cA  مفتوحة  Aنفرض المجموعة . 3   مجموعة مغلقة ( )c c      ( )c      

)      ولكن   ) ( ) ( )cA A A       
)نفرض  :  الاتجاه الأخر  ) ( )cA A        

)ولكن    ) ( ) ( )c c cA                         
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c    مجموعة مغلقة في    مجموعة مفتوحة في    
)نفرض  .  4 ) ( )A A A A       مجموعة مغلقة في    

)   وكذلك  )A    ة في    مجموعة مفتوح  
 المجموعة A مفتوحة ومغلقة في   

   مفتوحة ومغلقة في نفرض المجموعة :  الاتجاه الأخر 
غلقة      مبما أن      

c مغلقة  c مفتوحة  بما أن  c     

                                    ( ) c cA A        
)بما أن  . 5 )A مجموعة مغلقة في      ( ( )) ( )A A      

6  .(int( )) int( ) (int( )) int( ) int( ) ( )c c c cA A A A A A A A A             
)int)        لان  )) int( )A A A A         

7 .( ) ( ) (int( ) ( )c c cA A A A A           

)int    لان  ) int( )c c c cA A A A    

  )28.4.1(مبرهنة
)ليكن  , ) فضاء تبولوجيا  ولتكن B,  

1 .( ) ( ) ( )B A B     
2 .( ) ( ) ( )A B      
  

  : البرهان 
  1.  

2 .

( ) ( ) (( ) ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ( )) ( ( ))

(( ) ) (( ) ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( )

c c c

c c c c c c

c c c c c cA B A B

          

            

                

  

( ) ( ) (( ) ) ( ) ( )

( ) (( ) ( )) (( ) ( )) (( ) ( ))

(( ( )) ) ( ( ( ))) ( ( ) ) ( ( )) ( ) ( )

c c c

c c c c

c c A B A B

          

             

               

  

  
  
  
  



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                ) 1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              1(                    محاضرة  رابعمستوى   /أولية دراسات(  
  3:  عدد وحدات 1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 37 

  Exterior point of set      الخارجة لمجموعة  النقاط
  )29.4.1(تعريف

)ليكن , )X فضاء تبولوجي ولتكن . يقال عن النقطةx بأنها نقطة خارجية )Exterior point ( إلى
بحيث أن  . في G،أي إذا وجدت مجموعة مفتوحة c نقطة داخلية إلى المجموعة x إذا كانت المجموعة 

cGx  أو يكافئ x G G     .  
) ويرمز لها بالرمز المجموعة) Exterior( تسمى خارج مجموعة كل النقاط الخارجية إلى المجموعة  )e A ، 

وعليه    ( ) int( )c ce e A A        

  )30.4.1(مبرهنة
)ليكن   , )X  فضاء تبولوجي ولتكن A  .  

1 .( ) ( ) int( )c ce A     
2  .( ) , ( )e X e    

3 .int( ) ( ) ( )c c cA e A A  
4 .int( ) ( ) ( )A e A     
5 .(( ( )) ) ( )ce e A e A  

   : البرهان
)intلتكن. 1       ) ( )c cx A x e A     جوار إلى النقطة x  

)            ولكن  ) ( ) ( )c c ce A x x            
)ليكن :   الاتجاه الآخر  )cy y     يوجد جوار  V إلى y بحيث أن A V   

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) int( )c c c ce A A A e A y e A y A y V A            
  .مباشرة من التعريف . 2
3 .int( ) int(( ) ) ( ) ( )c c c c cA e A A     

4     .int( ) ( ) ( ) ( ) ( ) , (int( ) ( )) ( )c c c c c c cA e A A A A A e A A A A            
)    بما أن  ) ( ( ))cX A A     فان ( ) (int( ) ( )) int( ) ( ) ( )A A e A A A e A         

5 .( ) ( ) , ( ( )) , (( ( )) ) ( ) ( ) ( )c c c c ce A A e A e e A e A         

                  )                                31.4.1(مثال
}ليكن .  1 , , }a b c ،  { ,{ },{ },{ , }, }a b a b   ولتكن { , }, { }a c B b   .  

}, هي         لاحظا أن  المجموعات المغلقة في  , },{ , },{ },b c a c c   
}    بما أن  , }a c  مغلقة  ( ) { } ( ) { }ce A b b          
}    بما أن  }B b  ( ) { } ( ) { } { , }ce A a a b c         

)ليكن . 2 , )X  فضاء  تبولوجي مبعثر ولتكن   .  
)   لأن الفضاء التبولوجيمجموعة مغلقة في     بما أن  , )X  مبعثر    
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         ( ) ( )c c ce A             

  )32.4.1(مثال
)(لتكن  , )u ( فضاء تبولوجي اعتيادي ولتكنA   .  

),(إذا كانت . 1 baA  فان       ,, bae 
),[إذا كانت . 2 baA  فان       ,, bae  
],(إذا كانت . 3 baA  فان       ,, bae  
],[إذا كانت . 4 baA  فان       ,, bae  
Aإذا كانت . 5   فان   ce  حيث ثل مجموعة الأعداد الطبيعية تم.  
Aإذا كانت . 6   فان   ce  حيث تمثل مجموعة الأعداد الصحيحة .  
Aإذا كانت . 7  فان   e ِحيث عداد النسبية تمثل مجموعة الأ  

1إذا كانت . 8
{ : }A n

n
  فان ( ) ({0} )ce A A   

 )33.4.1 (مبرهنة
)ليكن , )X  فضاء تبولوجي ولتكن ,A B    

1 .int( ) ( )A     
Aإذا كانت . 2   فان ( ) ( )e B e A 
3 .( ) ( ) ( )e B e A e B    

  البرهان
)intبما أن  .  1        ) ( ) ( )A e A        ( ) (int( ) ( ))ce A A A    

)         ولكن   ) ( )ce A    int( ) ( ) ( ) (int( ) ( ))c cA A A          
)بما أن .  2 ) ( ) ( ) ( )c ce B e A            
3  .( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c c c ce A B e A e B          
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   )4.1(تمارين
}  لتكن .1 , , }X a b c،{ ,{ },{ },{ , }, }a b a b X  ولتكن { }A b  احسبint( )A ،int( )A  
)  ليكن.2 , )X  فضاء تبولوجي  ولتكن XA  .  برهن على أن  

). ا        ) int( )c cA A  

)int).  ب        ))c cA A  
)  ليكن .3 , )X  فضاء تبولوجي  ولتكن  ,A B X .برهن على أن  

  .BA مجموعة واهنة فان تكون أيضا مجموعة واهنة ,BAإذا كانت كل من. ا       

)int مجموعة مغلقة وكانAإذا كانت. ب        )A فان cAنكون واهنة  .  

Aإذا كانت. ج        B وكانت Bمجموعة واهنة  فان Aكون واهنةن.  
}تمثل مجموعة الإعداد الطبيعية  ولتكن  لتكن  . 4 , 1, 2, }mA m m m   .نعرف  

      { } { : }mA m    فان ( , )فضاء تبولوجي .  
,3,12}أذا كانت Aاحسب . ا       28,35}A   

B بحيث أن من Bهل توجد مجموعة جزئية . ب        .  
   {1}احسب .ج    
)  ليكن.5 , )X  فضاء تبولوجي مكمل المنتهي  ولتكن XA . برهن على أنAمجموعة  مغلقة .  
}  ليكن .6 , , , , }X a b c d e،{ ,{ },{ , },{ , },{ , , , }, }a a b c d a b c d X  احسب A إذا  كانت   

}.  ا , }A a b  
},,{. ب dcbA   
},,{. ج cbaA   
.د dbA ,  

)  ليكن .7 , )X  فضاء تبولوجي ولتكن برهن على أن   
). ا      )A     
). ب      ) | int( )A     
) مجموعة مفتوحة فان  إذا كانت .ج     ) |A     
) ليكن.8 , )X ضاء تبولوجي ولتكن  ف,A B   .بين فيما اذا كانت أي من العبارات التالية  صحيحة أم لا ؟مع البرهان 

 فان إذا كانت  . ا     
 فان إذا كانت . ب       
 فان إذا كانت . ج       
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  Relative Topology and Subspaces الجزئية  الفضاءات التبولوجيا النسبية 5.1
)   ليكن , )X فضاء تبولوجي ولتكن Y مجموعة من X .لوجي الهدف في هذا البند إنشاء تبوYعلىY يسمى  

الثنائي . بواسطة ) Induced Topology(أو التبولوجيا المستحثة ) Relative Topology(بالتبولوجي النسبي 
( , )YY  يسمى فضاء جزئيا )Subspace ( الفضاءمن ( , )X  . المبرهنة التالية تبين كيفية إنشاء التبولوجيY.   

  )1.5.1(مبرهنة 
)ليكن , )X  فضاء تبولوجي ولتكن XY       فأن { : }Y G Y G    يكون تبولوجي على Yيا  ويسمى بالتبولوج

),( وان الثنائيالنسبية أو التبولوجيا المستحثة بواسطة  YY  يسمى بالفضاء الجزئي من الفضاء التبولوجي),( X    
  -:البرهان 
Yبما أن  .  1            Y             

YY             بما أن   X Y Y X        
YiAليكن . 2           1,2  لكل, ,i n   i iA G Y    حيث  iG  

                              
1 1 1

( ) ( )
n n n

i i i i
i i I

A G Y G Y
  

       

      لكلiG            بما أن   
1

1,2, ,
n

i
i

G i n


     


Y

n

i
iA 

1
  

YAلتكن  . 3               لكل    A G Y      حيث   G  لكل     
                                 ( ) ( )A G Y G Y  

    

       

             بما أن    G  لكل  G


 


    


YA 


  

       Y  تبولوجي على  Y .   

  )2.5.1(تعريف
)ي الفضاء التبولوجيف( يقال عن خاصية تبولوجية , )X  ( بأنها خاصية وراثية)Hereditary property(  إذا كان كل

)فضاء جزئي من  , )X يمتلك تلك الخاصية   

  ملاحظة     
ليكن YY , فضاء جزئيا من الفضاء التبولوجي ( , )X .ن تكون مجموعة جزئية منمن الممكن أY مفتوحة   أو مغلقة 

)باعتبارها مجموعة جزئية في الفضاء التبولوجي  , )YY  وليس في الفضاء التبولوجي  ,X. ولكي نتجنب الالتباس
سنميز بين المجموعات المفتوحة في  YY ,ان ندعوها مفتوحة نسبيا ب)Relatively Open (ونقول إنها مفتوحة فيY 

في AبالرمزAإذا رمزنا لانغلاق .وتستخدم مصطلحات متشابهة بالنسبة للمجموعات المغلقة.Yأو تنتمي إلى

 ,Xسوف نرمز لانغلاقAبالرمزYA في  YY , وبصورة مشابهة للمجموعات الأخرى مثل A في

 ,Xتكون
YA في YY ,.  
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  )3.5.1(مثال
 ليكن           5,4,3,2,1,,5,4,3,2,4,3,1,4,3,1,  XX   وليكن   5,4,1Y     احسب  Y  
,  :الحل {1} {1}, {3,4} {4}, {1,3,4} {1,4}, {2,3,4,5} {4,5},Y Y Y Y Y X Y Y             

{ {1},{4},{1,4},{4,5}, }Y Y  .  

  )4.5.1(مثال 
)ليكن , )uناقش التبولوجي النسبي على .  فضاء تبولوجي اعتيادي حيث مجموعة الأعداد الطبيعية .  
  الحل

m   ليكن    

 1 1 1 1
{ } ( , ) { } ( , )

2 2 2 2 um m m m m m              

 مجموعة مفتوحة   وبذلك تكون كل مجموعة جزئية من  تكون مفتوحة فيوعليه كل مجموعة جزئية أحادية من
 وعليه في  ,فضاء تبولوجي مبعثر .  

         )5.5.1(مثال 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي مبعثر وليكن XY  فان ( , )YY عثر إذا وفقط إذا كان يكون فضاء تبولوجي مب( , )YY  

)فضاء جزئي من  , )X   
  :  البرهان 

)(       نفرض أن  , )YY  ( يجب أن نبرهن . فضاء تبولوجي مبعثرY تبولوجي نسبي على Y  
YA      لتكن  X A Y A         
YA تبولوجي مبعثر على       بما أن  A Y A X        

               1 تبولوجي نسبي على   Y   
)نفرض :  الاتجاه الأخر  , )YY يجب أن نبرهن .  فضاء جزئي Y تبولوجي مبعثر على Y  

A                 لتكن  X A Y    
YA  تبولوجي مبعثر       بما أن  A Y A         

    Y  تبولوجي مبعثر على   Y.  

  )6.5.1(مثال
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي متماسك وليكنXY  فان ( , )YY  يكون فضاء تبولوجي متماسك إذا وفقط إذا كان

( , )YY  فضاء جزئي من ( , )X   
   : البرهان 

)  نفرض      , )YY يجب أن نبرهن .   فضاء تبولوجي متماسكY تبولوجي نسبي على Y  
YA        ليكن        إما A   أو  YA  لأن  Y تبولوجي متماسك على Y   

YAوعليه      لأن  Y تبولوجي على  Y وان , YY .  
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)نفرض: الاتجاه الأخر  , )YY  فضاء جزئي من  ( , )X . يجب أن نبرهن Yتبولوجي متماسك  .  
YA     نفرض أن    توجد مجموعة مفتوحة Gفي X بحيث أن  YGA   

G أما    X  ولوجي متماسك على تب     بما أن   أو XG   
          أما    A  أو YA       Y تبولوجي متماسك على Y.•  

  )7.5.1(مثال
) ليكن  , )YY  فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي المكمل المنتهي ( , )X برهن على أن ( , )YY  يكون أيضا فضاء 

  . تبولوجي مكمل المنتهي
  :البرهان 

YAكن      لت  حيث  A . يجب أن نبرهنAYAC
Y |مجموعة منتهية   

YGAبحيث أن X  في G  توجد مجموعة مفتوحة Y  تبولوجي نسبي علىY    بما أن    
( ) | ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

c c c c c
Y Y

c c c c

A G Y Y G Y Y G Y Y G Y

Y G Y Y Y G Y G

         

        
  

cG تبولوجي مكمل المنتهي، بما أن  G  مجموعة منتهية .  

 cGY   مجموعة منتهيةc
YA مجموعة منتهية  . Yمكمل المنتهي  .•  

  )8.5.1(مبرهنة 
)1ليكن , )Y  فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي ( , )X  2 وليكن( , )Z 1 فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي( , )Y  فأن  

2( , )Z فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي ( , )X .  
  : البرهان

Z           بما أن  X Z Y X     
2Aليكن      

)2بما أن  , )Z 1 فضاء جزئي من( , )Y     A V Z  1 حيثV   
)1بما أن  , )Y  فضاء جزئي من  ( , )X  V G Y   حيث   G   

( ) ( )A V Z G Y Z G Y Z         
ZAبما أن  A G Z Y Z Z Z Y          2 Z    
ZB ليكن  G Z B      حيث  G    
بما أن 1,Y فضاء جزئي من  ,X  1G Y     

وكذلك بما أن 2,Z فضاء جزئي من  1,X      2G Y Z      

   2G Y Z       

2ولكن  2 2 2Z Z B G Z Y Z Z                 

 2,Z  فضاء جزئي من ,X.•  
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  )5.19.(مبرهنة
 ليكن YY ,فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي ,X ولتكنYAV ,  

  .Y  فأنها مفتوحة فيXمفتوحة فيAإذا كانت المجموعة. 1
Aبحيث أن   Xفي K إذا وفقط إذا توجد مجموعة مغلقة Yتكون مغلقة فيAالمجموعة . 2 K Y   
  .Y فأنها مغلقة في Xمغلقة في Aإذا كانت المجموعة. 3
V إذا وفقط إذا كان  Y بالنسبة للتبولوجي Yyتكون جوار إلى النقطة Vالمجموعة . 4 U Y    

  . بالنسبة للتبولوجي y  جوار إلى النقطة U   حيث 
  :البرهان 

YAبما أن  .   1             Y A      

YAلكن                   و A Y A A Y       
Y   |cمغلقة في Aنفرض المجموعة )   أ. (2           

YA Y A  مفتوحة في   Y.  
                  c

YA G Y    حيث Gعة مفتوحة في  مجموX.  
YGAY |  

| ( ) ( ) ( ) ( ) ( )c c c c c cA Y G Y Y G Y Y G Y Y G Y Y G Y               
cKنضع  G  بما أن  ،G   مجموعة مفتوحة في  XK  مجموعة مغلقة في   Xوان   

    YKA     
  .                    وبالمثل نبرهن الاتجاه الأخر 

X  A مغلقة في Aبما أن   .   3 Y   مغلقة في  Y.  
YAAYAA     بما أن       مغلقة في   Y.  

  Y  بالنسبة إلى التبولوجي  Yy جوار إلى النقطة Vلتكن  .  4
    توجد مجموعة مفتوحة H   في  Y   بحيث أن  VHy                                                          

YGH بحيث أن  X  في   Gتوجد مجموعة مفتوحة    
   VYGy  

GVU  نضع      
UGyU بما أن    جوار إلى النقطة y بالنسبة للتبولوجي   

                                                           ( ) ( ) ( )U Y V G Y V Y G Y          بما أن  
V Y V V Y             ( )U Y V G Y       

) بما أن   )U Y V V G Y V G Y V            
Vنفرض :    الاتجاه الأخر  U Y  حيث   U جوار إلى النقطة  y بالنسبة للتبولوجي    

  توجد مجموعة مفتوحة G  في X بحيث أنUGy   
  YG   مجموعة مفتوحة في X وان VYUYGy    
   V   جوار إلى النقطة y  بالنسبة للتبولوجي  Y.•  
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  ملاحظة
ليكن YY , فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي  ,X ولتكن YA      

  X فليس من الضروري أن تكون مفتوحة في Yمجموعة مفتوحة في Aإذا كانت . 1
  X فليس من الضروري  أن تكون مغلقة  في Yمجموعة مغلقة في  Aإذا كانت . 2

  )3.5.1(ففي لمثال 
1}إذا كانت . 1 , 4}A  فان A  مفتوحة في Y وليست مفتوحة في X   
1}إذا كانت . 2 , 2,3}A  فان A  مغلقة في Y وليست مغلقة في  X             

  )10.5.1(مبرهنة
ليكن  YY , فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي  ,X ولتكن XA  

1 .
YAA   

2 .YAAY  
  البرهان
xنفرض . 1         A   توجد مجموعة مفتوحة  G في X بحيث أنx G A   

YG    بما أن   Y G      

YG,    بما إن   G Y G G Y G A A Y          

Yx وان   Y مجموعة مفتوحة في G    أصبح  أن  A x G A       YA A   

2                  .} F   مجموعة مغلقة في Yبحيث أن   FAYFAY  :{ 
                      } K مجموعة مغلقة في  X  بحيث أن  KAYK  : {                =   

            Y }) K مجموعة مغلقة في X بحيث أن  KAXK  :{  =(   
                                                                                          YA   

  )           11.5.1(مثال
}ليكن  , , , , }X a b c d e ،{ ,{ },{ , },{ , , },{ , , },{ , , , }, }a a b a b c a c d a b c d X  وليكن { , , }Y a c e    

 ثم جد كل من Yجد  AAAA YY } إذا كانت ,,, , }A a e  
  الحل 

                                     { ,{ },{ , },{ , }, }Y a a c a e Y   
        { , }, { }YA a e A a    

}, هي  Xالمجموعات المغلقة في , , , },{ , , },{ , },{ , },{ },b c d e c d e b e c d e X      XA   
}, هي Yالمجموعات المغلقة في  , , , },{ , , },{ , , },b c d e b d e b c d Y       YAY   

  )12.5.1(مبرهنة
 لتكن  YY ,  فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي  ,X  
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} فان  قاعدة إلى التبولوجيإذا كانت . 1  }Y V Y V    تكون قاعدة  إلى التبولوجي Y  
} فان قاعدة جزئية إلى التبولوجي إذا كانت . 2 : }Y V Y V    تكون قاعدة  جزئية إلى   

   Y     التبولوجي 
إذا كانت . 3 xقاعة محلية عند النقطة Yxبالنسبة للتبولوجي فان ( ) { : ( )}Y x k Y K x      

  .Y بالنسبة للتبولوجي Yxد النقطة      تكون قاعدة محلية عن
  :البرهان 

YA       لتكن     ولتكن     Ax    توجد   G     بحيث أن   YGA   
GVx  بحيث أن   V توجد     قاعدة إلى التبولوجي         بما أن       

x,           بما أن   Y A Y x A       x V Y G Y A       
YYVUوعليه يوجد    بحيث أن  AUxY  قاعدة إلى التبولوجي Y.  

  ) . 3(،)2 ( وبالمثل نبرهن
  ) 5.1(تمارين 

 ليكن  .1 YY , فضاء جزئي من الفضاء التبولوجي  ,Xولتكن  XA . برهن على أن  
.  ا         YAA Y   
YAAY. ب          
. ج          AA Y   
. د      YAeAe Y   
  

  Metric Spaces  الفضاءات المترية 6.1
 المسافة لمفهومتعمم  الفضاءات المترية هي .ي الرياضيات الحديثة  مفهوم الفضاءات المترية  من المفاهيم المهمة ف

 في هذا البند نقدم التعاريف والملاحظات والمبرهنات والأمثلة المتعلقة في الفضاءات  .والتقارب في الأعداد الحقيقة
   .  المترية

    )1.6.1(تعريف 
d: يقال عن الدالة.  تمثل  مجموعة الأعداد الحقيقية مجموعة غير خالية ولتكن Xلتكن    بأنها دالة 

  :  إذا تحققت البديهيات الآتيةXعلى ) Metric Function(مترية 
1. 0),( yxd لكل Xyx ,              
2. 0),( yxdإذا وفقط إذا كان  yx   
3. ),(),( xydyxd  لكل Xyx ,      
4. ),(),(),( yzdzxdyxd  لكلXzyx ,,) المتراجحة المثلثية( 

)هو الثنائي ) Metric Space(الفضاء المتري  , )X dحيث X  ، مجموعة غير خاليةd دالة مترية على   . سوف
),( بدلا من نكتب  d عناصر المجموعة .  في حالة عدم وجود التباسX تسمى بالنقاط ولكل yx, يسمى 
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),(العدد الحقيقي  yxd بالبعد بين النقطتين yx, .  كما تسمىd  2(و) 1(من البديهيتين .  المسافة  دالةالبعد أودالة (
yxنستنتج إذا كانت   0 فان),( yxdا وعليه البعد بين أي نقطتين مختلفتين يكون موجب.  

  ملاحظة 
)تكون بالشكل) 2(متحققة ، ما عدى البديهية ) 1.1.2(إذا كانت جميع البديهيات في التعريف  , ) 0d x x  . في هذه

),(والثنائي) Pseudo Metric(نها شبه مترية  بأdالحالة يقال عن الدالة  dX يسمى فضاء شبه متري )Pseudo 
Metric Space.(  

  )2.6.1(مثال 
ud: الدالة .1     معرفة بالصيغة ال yxyxdu ),(  لكل .x y  فان udة مترية تكون دال  

)، وان على       , )ud يسمى بالفضاء المتري الاعتيادي )Usual Metric Space(.  
d:الدالة . 2     1 المعرفة بالصيغة),(  yxyxd  لكل,x y  . ليست دالة مترية على   

d: الدالة . مجموعة غير خالية Xلتكن. 3    بالصيغة  المعرفة 








yx

yx
yxd

,1

,0
),(  

x,لكل  y X .  فانdدالة مترية على Xعليه ، و( , )X d  مبعثرالمتري الفضاء اليسمى فضاء متري و 
)Discrete Metric Space(  

  : الحل
)  ليكن)  ا. (1    , ) 0 0 ,ud x y x y x y x y         .  

)     )ب(    , ) 0 0 0ud x y x y x y x y         .   

x, ليكن   )ج(    y  ، ( , ) ( , )u ud x y x y y x d y x       

, ليكن  )د(    ,x y z    
        ( ) ( ) ( ) ( )x y x z z y x z z y x y x z z y                

      ( , ) ( , ) ( , )u u ud x y d x z d z y    ud   دالة مترية على    
x, ليكن .2 y  بحيث أن yx   1),( yxdوهذا يعني أن البديهية الثانية ليست متحققة   

        d ليست مترية   
),(0 بما أن ) ا.(3 yxd 1 أو),( yxd لكل  yxyxd x,لكل ),(0, y X  
),(0، من التعريف مباشرة نحصل على أن,yx ليكن  )ب(    yxd   عندما yx  .  

 ,yx  ليكن) ج   (
0, 0,

( , ) ( , )
1, 1

x y y x
d x y d y x

x y y x

  
     

 

zyxليكن  )  د( ,, 
)     i  ( إذا كانyx   0),( yxd  

),(),(0),(0,),(0بما أن    zxdyzdyzdzxd  ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y   
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   )ii  ( إذا كانyxyxd  1),( 
xzيساوي احدهما على الأقل أي أن   لاzوبهذه الحالة يكون           أو yz   

xz  وليكن   مثلا  1),( zxd ،  (1),(0 بما أن,(),(  yzdyzdzxd 
),(),(),(وعليه  yzdzxdyxd     d دالة مترية على X  

  Euclidean Spaces   الإقليديةالفضاءات    )3.6.1(مثال

:الدالة . 1 n nd     معرفة بالصيغة ال 
1

2 2

1

( , ) ( ( ) )
n

i i
i

d x y x y


    

1لكل   1( , , ), ( , , ) n
n nx x x y y y     تكون دالة مترية على n  وعليه ،( , )n dفضاء متري .  

:لة الدا. 2 n nd     معرفة بالصيغةال   



n

i
ii yxyxd

1

||,  

1لكل   1( , , ), ( , , ) n
n nx x x y y y     تكون دالة مترية على n وعليه ،( , )n dفضاء متري .   

:الدالة . 3 n nd     معرفة بالصيغة ال  ( , ) max | |: 1, 2, ,i id x y x y i n     

1لكل  1( , , ), ( , , ) n
n nx x x y y y    تكون دالة مترية على n  وعليه ،( , )n dفضاء متري .  

  : الحل
1 ليكن ) ا(  .1       1( , , ), ( , , ) n

n nx x x y y y           
      i ix y    1  لكل, 2, ,i n   2( ) 0i ix y   1 لكل, 2, ,i n   ( , ) 0d x y    

  )ب(    

1
2 22

1 1

2

( , ) 0 ( ( ) ) 0 ( ) 0

( ) 0 1, 2, , 0 1, 2, ,

1, 2, , .

n n

i i i i
i i

i i i i

i i

d x y x y x y

x y i n x y i n

x y i n x y

 

      

         
     

 
 


  

1ليكن )  ج( 1( , , ), ( , , ) n
n nx x x y y y      

   
1 1

2 22 2

1 1

, ( ( ) ) ( ( ) ) ,
n n

i i i i
i i

d x y x y y x d y x
 

       

1 ليكن  )د( 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ) n
n n nx x x y y y z z z      .   

i, نضع         i i i i ix z z y      
1 1 1 1

2 2 2 22 2 2 2

1 1 1 1

1
1 12

2 2 22 2

1 1 1

( , ) ( ( ) ) ( ) , ( , ) ( ( ) ) ( )

( , ) ( ( ) ) (( ) ( )) ( ( ) )

n n n n

i i i i i i
i i i i

n n n

i i i i i i i i
i i i

d x z x z d z y z y

d x y x y x z z y

 

 

   

  

     

 
        

 

   

  
  

   نحصل على  منكوفسكي ةحباستخدام متراج
1 1 1

2 2 22 2 2

1 1 1

( ( ) ) ( ) ( )
n n n

i i i i
i i i

   
  

      
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)وعليه  , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y   d دالة مترية على  n.    
  واضحة ) ج(، )ب(، )ا (. 2
1ليكن )  د( 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ) n

n n nx x x y y y z z z         
iiiiiنضع      yzzx   ,  

1 1

d( ,z) | | , ( , ) | |
n n

i i
i i

x d z y 
 

     
1

d( , ) | |
n

i i
i

x y  


    

|||||| بما أن   iiii    وعليه   ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d y z    d  دالة مترية علىn .   
  واضحة ) ج(، )ب(، )ا (.3
1ليكن )  د( 1 1( , , ), ( , , ), ( , , ) n

n n nx x x y y y z z z       .  
iiiiiiiii نضع     yzzxyx   ,  

1 2( , ) max{ , , , , }nd x z     , 1 2( , ) max{ ,| , }nd z y     , 

1 1 2 2( , ) max{ , , , }n nd x y           

          1, 2, ,i n  ||||||  لكل   iiii    بما أن  

1 1 2 2 1 2 1 2( , ) max{ , , , , , , } max{ , , , , } max{ ,| , } ( , ) ( , )n n n nd x y d x z d z y                        d  

   .nدالة مترية على 
  )4.6.1(مثال 

1 إذا كان كل من  2( , ) , ( , )X d Y d فضاء متريا فان ً( , )X Y d يكون فضاء  متريا حيث ً  

 1 1 2 2 1 1 2 2 1 2(( , ), ( , )) max ( , ), ( , )d x y x y d x x d y y  

YXyxyx لكل  ),(),,( 2211  
   : الحل

1  ليكن .1    1 2 2 1 2 1 1 2 2( , ) 0, ( , ) 0 ( , ), ( , )d x x d y y x y x y X Y      
         1 1 2 2 1 1 2 2 1 2(( , ), ( , )) 0 max ( , ), ( , ) 0d x y x y d x x d y y     

1 ليكن . 2    1 2 2( , ), ( , )x y x y X Y   
 

),(),(,

0),(,0),(0),(),,(max0)),(),,((

22112121

2122112122112211

yxyxyyxx

yydxxdyydxxdyxyxd




 3.  

1ليكن  1 2 2( , ), ( , )x y x y X Y   

   1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 2 1 1 2 1 2 2 1 1(( , ),( , )) max ( , ), ( , ) max ( , ), ( , ) (( , ), ( , ))d x y x y d x x d y y d x x d y y d x y x y  

1 ليكن .4 1 2 2 3 3( , ), ( , ), ( , )x y x y x y X Y   
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 
 

1 1 2 2 1 1 2 2 1 2

1 1 3 1 3 2 2 1 3 2 3 2

1 1 3 2 1 3 1 3 2 2 3 2

1 1 3 3 3 3 2 2

(( , ), ( , )) max ( , ), ( , )

max ( , ) ( , ), ( , ) ( , )

max{ ( , ), ( , )} max{ ( , ), ( , )}

(( , ), ( , )) (( , ), ( , ))

d x y x y d x x d y y

d x x d x x d y y d y y

d x x d y y d x x d y y

d x y x y d x y x y



  

 

 

     

  )5.6.1(مثال
عرف الدالة .  والقابلة للتكامل على تلك الفترة]1,0[ تمثل مجموعة كل الدوال الحقيقية على الفترة المغلقة X ليكن 

:d X X    لصيغة با   
1

0
( , ) ( ) ( )d f g f x g x dx    لكل Xgf , فان ،d دالة شبه   

  .Xمترية وليست مترية على
  :الحل

  :    خواص التكامل  نبرهن البديهيات الآتيةباستعمال        

Xgfxgxfdxxgxfgfd  ليكن .1   ,0)()(0)()(),(
1

0
    

Xf ليكن .2       
1

0

1

0
00)()(),( dxdxxfxfffd    

Xgf  ليكن .3 ,      
1

0

1

0
),()()()()(),( fgddxxfxgdxxgxfgfd    

Xhgf  ليكن .4 ,,  
1 1

0 0

1 1 1

0 0 0

( , ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ( ) ( ) ( ) ( ) ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( , ) ( , )

d f g f x g x dx f x h x h x g x dx

f x h x h x g x dx f x h x dx h x g x dx d f h d h g

     

         

 

  
 

dدالة شبه مترية، بقي أن نبرهن على أن dدالة ليست مترية  .  
, لالدوانعرف  : [0,1]f g  صورة الآتية   بال:  

1, 0 2, 0 1, 0
( ) ( ) ( ) , ( )

0, 0 1 0, 0 1 0, 0 1

x x x
f x g x f x g x

x x x

    
             

 

 
1

0
0)()(),( dxxgxfgfd ولكن  gf  .  

  )6.6.1(مبرهنة
),(ليكن dعلى~نعرف العلاقة . فضاء شبه متريX كالأتي :  

yx ),(0إذا وفقط إذا كان  ~ yxd  
   X تكون علاقة تكافؤ على~ .1
]}[:{ وكانتx يمثل صف التكافؤ إلى x][ إذا كان .2 XxxA فان الدالة ،   :d A A      

]),[]([),(  المعرفة بالصيغة      yxdyxd   تكون مترية علىA أي إن ،),( dAفضاء متريا    



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                ) 1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              1(                    محاضرة  رابعمستوى   /أولية دراسات(  
  3:  عدد وحدات 1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 50 

  :البرهان
),(0 بما أن.1        xxd لكلXxxx ~ انعكاسية ~ تكون العلاقةوعلية   
yxyxd ليكن  ~0),(    
~),(0),(),(ولكن  xydyxdxydxy  متناظرة~ تكون العلاقةوعلية .  
zyyxzydyxdليكن  ~,~0),(,0),(    

),(0),(),(),(بما أن   zydyxdzxdzxd   
~),(0),(0ولكن   zxdzxdzxمتعدية~ تكون العلاقة وعلية .   

  X علاقة تكافؤ على~وهذا يعني أن 
],[][إذا كان  .2 ybxa  فان ybxabydaxd ~,~0),(,0),(    

),(),(0),(),(),(),(     بما أن  bydaxdbadyxdbadyxd    

),(),(0 سالبة فان  غيربما أن القيمة المطلقة   badyxd  

 0),(),(),(),( badyxdbadyxd وعلية dمعرفة تعريفا حسنا .  
),(0   بما أن   yxdلكل Xyxyxd  Ayx  لكل ]),[]([0, ][],[  

Xyx   ليكن  ,     ][][~0),(0])[],([ yxyxyxdyxd   
Xyxيكن ل ,   ([ ],[ ]) ( , ) ( , ) ([ ],[ ])d x y d x y d y x d y x     

Xzyxليكن  ,,  ])[],([])[],([),(),(),(])[],([ yzdzxdyzdzxdyxdyxd    

),(وعلية dAي فضاء متر.   

  ) 7.6.1(مبرهنة 
)ليكن  , )X dمتريا   فضاء   

1. ( , ) ( , ) ( , )d x z d z y d x y  لكل  zyx ,,  

2. ),(),(),(),( wydzxdwzdyxd  لكل  wzyx ,,, 

  :  البرهان
( , ) ( , ) ( , ) (1) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d x z d z y d x y d x z d x y d y z d x y d z y       

),(),(),(),(),(وكذلك yxdzxdyxdxzdyzd     ),(),(),( yxdzxdyzd   
( ( , ) ( , ) ( , )d x z d z y d x y        )2(),(),().( yxdyzdzxd   

)   نحصل على) 2(،)1(متراجحتينمن ال , ) ( , ) ( , ) ( , )d x y d x z d z y d x y     
 ),(),(),( yxdyzdzxd  

)2(  ),(),(),(),(),(),(),(),(),( wydwzdzxdywdwzdzxdyzdzxdyxd  
)3(),(),(),(),( wydzxdwzdyxd   

),(),(),(),(),(),(),(),(),( wydyxdzxdwydyxdxzdwxdxzdwzd   
),(),(),(),( wydzxdyxdwzd   
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( , ) ( , ) ( ( , ) ( , )) (4)d x y d z w d x z d y w      
)    نحصل على) 4( ،)3(متراجحتينمن ال ( , ) ( , )) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d x z d y w d x y d z w d x z d y w      
),(),(),(),( هوعلي wydzxdwzdyxd  

  )8.6.1(مبرهنة 
d: مجموعة غير خالية فان الدالة X لتكن X X  ا تحقق الشرطين الآتيين  تكون دالة مترية إذا وفقط إذ:-  

1. 0),( yxd إذا وفقط إذا كان yx        
2. ),(),(),( zydzxdyxd  لكل zyx ,,  

  :البرهان
   دالة متريةdنفرض         
من ) 2(, ) 4(يتحقق من البديهيات ) 2(الة المترية وكذلك الشرط من بديهيات الد) 2(متحقق لأنه بديهية ) 1(الشرط

  بديهيات الدالة المترية
  .متحققين) 2(, ) 1(الاتجاه المعاكس ، نفرض الشرطين 

),(),(),(2),( نحصل على ) 2(باستخدام الشرط  . ,yxليكن )  1( yxdyxdyxdxxd  
),(0  ولكن  xxd1( الشرط  حسب (( , ) 0d x y    

  )1(نفس الشرط )   2(
  ) 2(باستخدام الشرط . ,yxليكن )  3(

),(),(0),(),(),(

),(),(0),(),(),(

xydxydxydxxdyxd

yxdyxdyxdyydxyd




 

 ),(),(),,(),(),(),( xydyxdyxdxydxydyxd   
zyxليكن )   4( ,,    ),(),(),(),(),( yzdzxdzydzxdyxd   

d دالة مترية على  X .  
  )9.6.1(تعريف 

)ليكن  , )X dفضاء متري ولتكن ,A B X  ،p X .   
) يرمز له بالرمزAقطر المجموعة. 1 )A  ويعرف بالصيغة ( ) sup{ ( , ) : , }A d x y x y A   
)من الواضح ان     ) 0A  لكل A X  .  وإذا كانت أو فان   تحتوي على عنصر واحد فقط( ) 0A  .   
) يرمز له بالرمز  عن المجموعة pطةالنق) المسافة( بعد. 2 , )d p A ويعرف بالصيغة   

( , ) inf{ ( , ) : }d p A d p x x A   
),(0     ومن الواضح ان pdلكل  A Xولكل  p   .إذا كانت وp A فان ( , ) 0d p A    

إذا كانت  و    أ  فان ( , )d p    .   
A,بين ) المسافة (البعد . 3 B يرمز له بالرمز ( , )d A B ويعرف بالصيغة   

( , ) inf{ ( , ) : , }d d x y x A y B     
)ان الواضح    ومن  , ) 0d A B  لكل ,A B X .إذا كانت وA  فان( , )d B    
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  ) 10.6.1(مثال
)في الفضاء المتري الاعتيادي   , )ud  

A[3,7]إذا كانت .1  فان لكل ,x y A  0 يكون ( , ) (3,7) 7 3 4d x y d      
( ) sup{ ( , ) : , } sup{ : [0, 4]} 4A d x y x y A t t       

A(1,2]إذا كانت . 2  فان لكل ,x y A  0 يكون ( , ) (1, 2) 2 1 1d x y d      
( ) sup{ ( , ) : , } sup{ : [0,1]} 1A d x y x y A t t       

,2)إذا كانت . 3 4]A  فان لكل ,x y A  0 يكون ( , ) (2,4) 4 2 2d x y d      
( ) sup{ ( , ) : , } sup{ : [0, 2]} 2A d x y x y A t t       

,[1,2]إذا كانت . 4 2A p   فان  ( 2,1) 2 1 3, ( 2, 2) 2 2 4d d            

x   وعليه لكل  A 3 فان ( 2, ) 4d x      
( 2, ) inf{ ( 2, ) : } inf{ : [3,4]} 3d A d x x A t t        

,[1,2]انت إذا ك. 5 2A p  (2,1)  فان 2 1 1, (2,2) 2 2 0d d        

x   وعليه لكل  A 0 فان (2, ) 1d x     
(2, ) inf{ (2, ) : } inf{ : [0,1]} 0d A d x x A t t      

,[1,2]إذا كانت . 6 3A p  (3,1)  فان 3 1 2, (3,2) 3 2 1d d        

x   وعليه لكل  A 1 فان (3, ) 2d x     
(3, ) inf{ (3, ) : } inf{ : [1, 2]} 1d A d x x A t t      

A(1,2]إذا كانت  . 7   5فان
( , ) 0
4

d A   

,2)إذا كانت  . 8 4]A  3فان 1 9
( , ) , ( , ) 0, (5, ) 1
2 2 4

d B d B d B    

  
]إذا كانت . 9 1, 2], [3, 4]A B    فان A B    وعليه لكل,x A y B  فان   

1 ( , ) (4, 1) 4 ( 1) 4 1 5d x y d          
( , ) inf{ ( , ) : , } inf{ : [1,5]} 1d d x y x A y B t t         

]إذا كانت . 10 1,2], [1,3]A B   1]  فان, 2]A B   وعليه لكل,x A y B  فان   
0 ( , ) (3, 1) 3 ( 1) 3 1 4d x y d          

( , ) inf{ ( , ) : , } inf{ : [0, 4]} 0d d x y x A y B t t          
,(1,2]إذا كانت . 11 (2, 4]A B  فان   A B    وان  

( , ) inf{ ( , ) : , } inf{ : [0, 2]} 0d d x y x A y B t t         

  )11.6.1(مبرهنة
)ليكن , )X d فضاء متري ولتكن كل من ,A Bوعة جزئية غير خالية في مجمX                    
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) منتهية فان Aإذا كانت . 1 )A    
A إذا كانت .2 B   فان( , ) 0d A B                             
3. ( , ) ( , ) ( , )p A d q A d p q  لكل ,p q X  

A إذا كانت .4 Bفان ( , ) ( , )d p A d p B لكل  p  
  :البرهان 

  من التعريف مباشرةنحصل عليها  . 1
A  بما أن .2 B    0وليكن  يوجد على الأقل عنصر ينتمي إلى التقاطعxمثلا ،     

0x أي أن        A B   0x A 0 وx B  
( , ) inf{ ( , ) : , } ( , ) ,d A B d x y x A y B d x y x A y B         

        0 0( , ) ( , ) 0d A B d x x   ولكن   ( , ) 0 ( , ) 0d A B d A B    
)بما أن   .4 , ) ( , ) ( , ) ( , )d p A d q A d p q d q p    

( , ) ( , ) 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (1)

( , ) inf{ ( , ) : } ( , )

d p A d q A

d p A d q A d p A d q A

d p A d p x x A d p x x A

 

  

    

  

) بما أن  , ) inf{ ( , ) : } ( , )d p A d p x x A d p x         
)  x لكل  , ) ( , ) ( , ) ( , )d p A d q A d p x d q A    لكل x A    

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (2)d p A d q A d p x d q A     

) بما أن  , ) inf{ ( , ) : }d q A d q y y A   
 0 لكل يوجد y بحيث ان ( , ) ( , )d q A d q y     

( , ) ( , )d q A d q y       
( , ) ( , ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) (3)

d p y d q A d p y d q y

d p A d q A d p y d q y




   

    
  

)بما أن  , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d p A d q A d p q d p y d q y d p q d p y d p q d y q          

)   0 لكل  , ) ( , ) ( , )d p A d q A d p q               

pلتكن ) 4( X  
}     بما أن  ( , ) : } { ( , ) : }d p x x A d p x x B A B     

  inf{ ( , ) : } inf{ ( , ) : }d p x x A d p x x B    
( , ) ( , )d p A d p B   

  ملاحظة 
)إذا كان . 1 , ) 0d p A  فليس من الضروري أن يكون p A  
)إذا كان . 2 , ) 0d A B  فليس من الضروري أن يكون A B   يوضح ذلكالأتي  والمثال  
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  )12.6.1(مثال 
)ليكن  , )udا اعتياديافضاء متري   

)إذا كانت  .1 , )A a b فان ( , ) 0d b A  وان b A  
,(0,1]إذا كانت .2 (1,2]A B  فان( , ) 0d A B ن  واA B   

  :الحل
)نفرض   . 1        , ) 0d b A   

)          بما أن   , ) 0 ( , ) 0d p A d b A      

1 بحيث  nيوجد عدد صحيح موجب  , أرخميدس حسب خاصية   
( , )d p A

n
  

)بما أن  , ) inf{ ( , ) : }d p A d p x x A     ( , ) ( , )d p A d b x لكل  x A  

   ),(
1

xbd
n
 لكل   x  

xbxbdولكن     ),(  لان  ( , )ud فضاء متري اعتيادي    

    xb
n


x  لكل  1 A     

n
bx

1
 لكل  x A   

     1
b A

n
     لان  b

n
bx 

1       
nn

bb
n

1
)

1
(

1
وهذا تناقض   .  

  .)2(وبالمثل نبرهن 
  Boundednes ة ـديـيـالق

)ليكن , )X dولتكن . ا فضاء متريA X. قطر المجموعةA) يعرف بالصيغة) 9.6.2كما في التعريف 
( ) sup{ ( , ) : , }A d x y x y A  .موعة نلاحظ أن المج{ ( , ) : , }B d x y x y A  0 مقيدة من الأسفل لان),( yxd  لكل 

Xyx , . لكي تكون المجموعةB  يجب أن تكون مقيدة من الأعلى مقيدة.  

  )13.6.1(تعريف
)ليكن  , )X d فضاء متريا ولتكن A X  يقال عن المجموعةA بأنها مقيدة (Bounded)في X إذا كانت)(A .

}),(:,{  بعبارة أخرى إذا كانت المجموعة  AyxyxdB مقيدة في  . وبصورة خاصة يقال عنX بأنه  فضاء مقيد 
(Bounded Space) إذا كانت )(X.  

  )14.6.1(مبرهنة
),(ليكن dX فضاء متريا ولتكن XA . فان المجموعةAتكون مقيدة في X لكل  إذا وفقط إذا كان Ax 0 يوجد 

k  ) 0لا يعتمد علىx ( بحيث أنkxxd ),(   .Ax لكل 0
 :البرهان 

)مقيدة Aالمجموعة أن نفرض    )A    المجموعة { ( , ) : , }B d x y x y A  مقيدة في   يوجد 
k  بحيث أن k لكل B   kyxd Ayx  لكل ),( ,  



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                ) 1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              1(                    محاضرة  رابعمستوى   /أولية دراسات(  
  3:  عدد وحدات 1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 55 

),(0بما أن  yxd لكل Xyx ,  kyxd Ayx لكل ),( ,  وبصورة خاصة لكلkxxd ),(  لكل 0

0x A  
Ax لكل أننفرض :لاتجاه الأخرا 0  يوجد  k  بحيث أن kxxd ),( x لكل 0 A.  

x,ليكن  y A 0 0( , ) , ( , )d y x k d x x k      
kkkxydxxdyxd 2),(),(),( 00   

   المجموعة},:),({ AyxyxdB  مقيدة في   المجموعة A مقيدة  

 )15.6.1(نتيجة
),( ليكن  dX فضاء متريا ولتكن XA   فانA تكون مقيدة فيXإذا وفقط إذا يوجدk بحيث أن kyxd ),( لكل 

Ayx ,.  

  )16.6.1(مثال
)  في الفضاء المتري الاعتيادي  , )d.  

),,(),,[],,(],[كل من الفترات .1 4321 baAbaAbaAbaA  تكون مقيدة   
abAiلان     )( 4,3,2,1 لكلi  
) مقيد لان رغي الفضاء .2 )  .  

 )17.6.1(مثال
),(بعثر     في الفضاء المتري الم dX  

1. X 1 مجموعة مقيدة لان)( X  

Xx إذا كانت .2 0  0 وكانت

1
{ : ( , ) }

2
A x X d x x   فان ( ) 0A     

         قطر  المجموعةA ساوي صفر ي  

ونصف قطرها  0x عبارة عن كرة مركزهاAنلاحظ أن المجموعة 
2

يساوي ضعف نصف   وهذا يعني أن قطر الكرة لا1

  .قطرها
  )18.6.1(تعريف 

)ليكن  , )X dفضاء متريا وليكن ( , )udيقال عن الدالة .  َ فضاء متريا اعتياديا :f X  أنها مقيدة  ب)Bounded ( إذا

) بحيث أن  Mوجد عدد حقيقي موجب  )f x M لكل Xx . بعبارة أخرى إذا كان مستقر الدالةfوعه مقيدة في  مجم

أي أن المجموعة ، ( ) { ( ) : }f X f x x X  مجموعه مقيدة في.  
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  Metric Topology  مترية  تبولوجيا
  . سوف نبين أن كل فضاء متري يكون فضاء تبولوجيا ولكن العكس غير صحيح دائماا البند في هذ   

  )19.6.1(تعريف 
)ليكن , )X d ،فضاء متريا ً ً0x Xوليكن rالكرة المفتوحة . ا موجبا حقيقياعدد)Open Ball (فيX 0 التي مركزها النقطةx 

)0 ، يرمز لها بالرمز rونصف قطرها  )r x وتعرف بالصيغة ،  

 0 0( ) : ( , )r x x d x x r     

)0 يرمز لها بالرمز rونصف قطرها  0xالتي مركزها النقطة X في)Closed Ball(والكرة المغلقة  )r x                      وتعرف بالصيغة 

 0 0( ) : ( , )r x x d x x r     

  ملاحظة
)0 كل من  )r x  ،0( )r x 0 مجموعة غير خالية لان كلا منها تحتوي على المركزx   0، أي أن 0( )rx x وكذلك 

0 0( )rx x.  

  )20.6.1(مثال
)دي  في الفضاء المتري الاعتيا , )ud  

   كل كرة مفتوحة فيه تكون فترة مفتوحة وبالعكس    .1
   كل كرة مغلقة فيه تكون فترة مغلقة وبالعكس .2

  :الحل
)  بما ان  , )ud  فضاء متري اعتيادي ( , )d x y x y    لكل  ,x y   

0x لتكن  .1  0 وr    

     
 

0 0 0 0

0 0 0 0

( ) : ( , ) :| | :

: ( , )

r x x d x x r x x x r x r x x r

x x r x x r x r x r

             

        

  


   

)  فترة مفتوحة فيAلتكن.  الآن نأخذ العكس , )A a b .  

00نضع  ,
2 2

b a a b
r r x

 
     

  0 0,
2 2 2 2

a b b a a b b a
x r a x r b

   
        0 0 0( , ) ( , ) ( )ra b x r x r x        

  )  2(وبالمثل نبرهن 
  )21.6.1(مثال
ليكن  0,1X  ولتكن الدالة :d X X   معرفة بالصيغة ( , ) | |d x y x y   لكلyx, . ناقش

1 1

4

1
(0) ( )

2
،   
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 1

1 1 1 1 3
( ) { : ( , ) 1} { :| | 1} { : } : 0 1
2 2 2 2 2

x d x x x x x x x                  

1

4

1 1 1 1 1
(0) { : ( ,0) } { :| 0 | } { : } [0, )

4 4 4 4 4
x d x x x x x              

  )22.6.1( مثال
ناقش الكرات المفتوحة التي مركزها النقطة  0,0 2 لكل من الدوال المترية التالية والمعرفة على 1ونصف قطرها  

1. 2 2
1 1 1 2 2( , ) ( ) ( )d x y x y x y             2لكل

1 2 1 2( , ), ( , )x x x y y y  . 

2. 2 1 1 2 2( , )d x y x y x y                   2 لكل
1 2 1 2( , ), ( , )x x x y y y   .  

3.  3 1 1 2 2( , ) max ,d x y x y x y      2    لكل
1 2 1 2( , ), ( , )x x x y y y   .                   

1,)0,0(    :الحل  0  xr 
1  .2 2 2

0 0 1, 2 1 2( ) { : ( , ) } {( ) : 1}r x x d x x r x x x x          

2. 2
0 0 1, 2 1 2( ) { : ( , ) } {( ) : 1}r x x d x x r x x x x         

3 .2
0 0 2 1 2( ) { : ( , ) } {( , ) : max{ , } 1}r x x d x x r x x x x        

1111وهذه المنطقة تكون محدودة بالمستقيمات   1122  x،x،x،x  

  )23.6.1(مثال
)ليكن , )X d0ليكن  فضاء متري مبعثر وx X وان r عدد حقيقي موجب  

)0  فان 1r إذا كان .1 )r x X           
0 فان 1r إذا كان .2 0( ) { }r x x   

  :الحل

xليكن .1    X     0،  بما أن
0 0

0

0,
( , ) ( , )

1,

x x
d x x r d x x

x x


    

  

        0 0( ) ( )r rX x x x     0  ولكن( )r x X   0( )r x   .   
0 بحيث xليكن ) ب( 0 0( , ) ( , ) 1d x x r d x x x x     0( )rx x  0لكلxx   

0بما أن        0( )rx x) 0   )لأنها مركز الكرة 0( ) { }r x x  .  

  )24.6.1(تعريف 
) لѧيكن , )X d تكنѧا ولѧضاء متريѧف XA  . نѧال عѧيقA ةѧة مفتوحѧا مجموعѧبأنه )Open Set ( يѧفX   لѧان لكѧإذا  ك

Ax دѧѧ0 يوجr ث أنѧѧبحي  ( )r x   . ةѧѧرى المجوعѧѧارة أخѧѧبعبA لѧѧان لكѧѧة  إذا  كѧѧون مفتوحѧѧتك x دѧѧيوج 
0r أذا كان  :     يحقق الشرط الآتيXy وكان ryxd ),( انѧف Ay .    الѧنويقѧع  A  ةѧة مغلقѧا مجموعѧبأنه
)Closed Set ( فيX إذا  كانت cA مجموعة مفتوحة  في X.  
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  بسهولة إثبات 
1. int( ) { : 0, ( ) }rA x A r x A      
2 .{ : 0, ( , ) }A x X r y A d x y r          
3 .}),(,,0:{ ryxdxyAyrXxA   
4 .( ) { : 0, , ( , ) , ( , ) }cA x X r y A z A d x y r d x z r            
) بحيث أن x تحتوي على G توجد مجموعة مفتوحة {. 5 ) { :e A x G      

  ) 25.6.1(مبرهنة 
    في أي فضاء متري 

      . كل كرة مفتوحة تكون مجموعة مفتوحة.1
  . كل كرة مغلقة تكون مجموعة مغلقة.2

  البرهان 
)  ليكن , )X d0فضاء متري وليكنx  ، 0r    

)0يجب أن نبرهن . 1   )r xمجموعة مفتوحة    
0لتكن    0 0( , ) 0 ( , ) ( )rr d x x d x x r x x       

1نضع  1 00 ( , )r r r d x x      . يجب أن نبرهن
1 0( ) ( )r rx x   

ليكن 
10 1( , ) ( , ) ( , ) ( )rd y x r d x x d y x r y x        0( , ) ( , )d y x d x x r    

0بما أن  0 0 0( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )ry x d y x r d y x d y x d x x        
)0وعليه  )r x مجموعة مفتوحة   

)0 يجب أن نبرهن .2 )r x0لتكن  .  مجموعة مغلقة( ( ))c
r x   

0بما أن        0( ) { : ( , ) }r x x d x x r    0{ : ( , ) }x d x x r      
)0ليكن  , )d x x r x   .  2نضع 2 00 ( , )r r d x x r     

يجب أن نبرهن  
2
( )r x  .  

 ليكن 
20 2( , ) ( , ) ( , ) ( )rd y x d x x r d y x r y x        0( , ) ( , )d x x d y x r    

0بما أن  0 0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )d x x d y x d y x d x x d x y d y x      

2 0( ) ( , )r x y d y x r         مجموعة مفتوحة   

)0 وعليه  )c
r x   مجموعة مغلقة .  

  )26.6.1(نتيجة 
)      في الفضاء المتري الاعتيادي  , )ud   

         . كل فترة مفتوحة تكون مجموعة .1
 . كل فترة مغلقة تكون مجموعة مغلقة .2



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                ) 1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              1(                    محاضرة  رابعمستوى   /أولية دراسات(  
  3:  عدد وحدات 1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 59 

  )27.6.1(مبرهنة
)ليكن , )X d فضاء متريا ولتكن  فان المجموعةكون مفتوحة إذا وفقط إذا كانت  ت تساوي اتحاد كرات مفتوحة.  

   : البرهان
           إذا كانت    أما إذا كانت .  ينتهي البرهان  

) بحيث أن  0xr  يوجد x لكل X   مجموعة مفتوحة في نفرض  )
xr

x    

  ( ) ( )
x xr r

x x

x x
 

           تساوي اتحاد كرات مفتوحة   

   تساوي اتحاد كرات مفتوحة نفرض أن : الاتجاه المعاكس
  . مجموعة مفتوحة  تساوي اتحاد مجموعات مفتوحة وعليه  تكون مجموعة مفتوحة بما أن كل كرة مفتوحة

  )28.6.1(مثال
  .  برهن على أن كل مجموعة جزئية في فضاء متري مبعثر تكون مفتوحة ومغلقة 

   :الحل
)     ليكن  , )X dولتكن ا مبعثرا فضاء متري XA   

إذا كانت    أما إذا كانت .  ينتهي البرهان  . نفرضAx .  نأخذ
2

1
r   

        AxxyXyxydXyxydXyxr  }{}:{}0),(:{}
2

1
),(:{  

Aوعليه كل مجموعة جزئية من  مجموعة مفتوحة  X تكون مجموعة مفتوحة.  
cبما أن   cA A X A X   في  مجموعة مفتوحة X   A  في  مجموعة مغلقة X.  

  ملاحظة 
م على دراسة خواص تلك المجموعات بعد أن  قدمنا مفهوم المجموعات المفتوحة في الفضاء المتري ، سوف نركز الاهتما

)فإذا فرضنا المتري .  , )X d وكانت  هي عائلة كل المجموعات المفتوحة الناتجة عن دالة المسافة d فإننا نحصل على 
  .المبرهنة التالية 

  )29.6.1(مبرهنة 
)   ليكن , )X d فضاء متريا ً  

X, كل من .1  مجموعة مفتوحة في X     

nAAA إذا كانت .2 ,,, 21  مجوعات مفتوحة فيX فإن i

n

i
A

1
تكون مجموعة  مفتوحة X. 

 فان X مجموعة مفتوحة  في ،لكل A  إذا كانت.3


A

  تكون   مجموعة مفتوحة في X .  

  : البرهان
x يوجد  مجموعة غير مفتوحة  نفرض أن  .1  بحيث ( )r x 0  لكلr .  

تحتوي على عناصر  لا  وهذا غير ممكن لان         مجموعة مفتوحة  . 
Xxr   بما أن   )(  لكلXxrX    .  مجموعة مفتوحة0,
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1ل من   لتكن ك.2 2, , , n   مجموعة مفتوحة في X .   

وليكن       
n

i
ix

1

   ix  1 لكل, 2, ,i n    

,1 لكل  X مجموعة مفتوحة في iبما أن  2, ,i n   
 0 يوجدir 1 لكل, 2, ,i n  بحيث أن ( )

ir ix    1 لكل, 2, ,i n .  

1نضع  2( ) ( ) min{ , , , }
ir r nx x r r r r      1  لكل, 2, ,i n .  

1 1

( ) ( )
n n

i r i r i
i i

x x A 
 

       مجموعة مفتوحة في  X  

 وليكن  لكل X مجموعة مفتوحة في   لتكن .3





x  

 x  لبعض قيم    .  
) بحيث أن  0r يوجد  X مجموعة مفتوحة في بما أن  )r x     

( )r x 
 


 

      مجموعة مفتوحة في  X.  

  ملاحظة 
  في أي فضاء متري ليس من الضروري أن يكون تقاطع أي عدد غير منتهي من المجموعات المفتوحة مجموعة 

  .  يوضح ذلكالأتي والمثال . مفتوحة
  )30.6.1(مثال

) ليكن , )udري اعتيادي  ولتكن فضاء مت)
1

,
1

(
nn

An  لكل n  نلاحظ أن nA مجموعة مفتوحة لكل 

n  وان 





1

}0{
n

nAمجموعة غير مفتوحة.   

  )31.6.1(مبرهنة 
) ليكن , )X dفضاء متريا  ً  

X, كل من .1  مجموعة مغلقة  في X     

nAAA إذا كانت .2 ,,, 21  مجوعات مغلقة فيXفإن 
1

n

i
i

A

تكون مجموعة  مغلقة X. 

 فان X مجموعة مغلقة  في،لكلA إذا كانت.3


A


 . Xتكون  مجموعة مغلقة في

  :  البرهان
c بما أن .1  X وان ، X مجموعة مفتوحة في X  cمجموعة مفتوحة في  X  

          مجموعة مغلقة  في X  
cX  بما أن   وان ،  مجموعة مفتوحة في X cX مجموعة مفتوحة في X  X مجموعة مغلقة  في X  
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1  لتكن كل من  .2 2, , , n   مجموعة مغلقة  في X c
i مجموعة مفتوحة في X  

,1لكل        2, ,i n      

     



n

i

c
i

1

X     مجموعة مفتوحة في 



n

i
n

c
n

i

c
i A

11

  X  مجموعة مغلقة  في )(

     لكل X  مجموعة مغلقة  في  لتكن . 3
     c

  مجموعة مفتوحة في X  لكل  قيم    





cA مجموعة مفتوحة في  X  

    







 AA cc   .X  مجموعة مغلقة  في )(

  ملاحظة 
 الأتي والمثال . مجموعة مغلقةأن يكون اتحاد أي عدد غير منته من المجموعات المغلقة ضروريا  في أي فضاء متري ليس 

  . يوضح ذلك
  )32.6.1(مثال

) ليكن , )ud1 ولتكنا اعتياديا فضاء متري
[ ,1]nA
n

 لكل n  نلاحظ أن nA مجموعة مغلقة لكل n  وان 

]1,0(
1






n

nAمجموعة غير مغلقة.   

  )33.6.1(برهنة م
) في أي فضاء متري  , )X d تكون كل مجموعة أحادية مغلقة وعليه كل مجموعة منتهية تكون مغلقة .  

   :البرهان
نفرض .  مجموعة أحادية          لتكن  a . يجب أن نبرهن مغلقة.  

cAxaxxadليكن          0),(نضع  .    ),(0 xadrr   
) بما أن  ) ( ) ( ) ( , )c c

r r rA x A x A a x d a x r            مجموعة مفتوحة A 
 .مجموعة مغلقة 

ينتهي البرهان ، أما إذا  B  إذا كانتXمجموعة جزئية منتهية من  Bلتكن . الآن نبرهن كل مجموعة منتهية تكون مغلقة 

Bكانت   1، نفرض{ , , }nB b b  بما أن  ib 1مغلقة لكل, 2, ,i n  
1

{ }
n

i
i

B b


  مجموعة مغلقة في X. 

  )34.4.1(نة مبره
  ليكن  ,X d فضاء متريا ،Xx 0 ولتكن XA   

1. Ax 0  إذا وفقط إذا تحقق الشرط الأتي:-  
  A تحتوي على عدد غير منته من نقاط 0xكل كرة مفتوحة مركزها 

2. 0),( 0 Axd إذا وفقط إذا كانت Ax 0 أو Ax 0.  
3 .  0),(:  AxdXxA.  
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  :البرهان 
    A تحتوي على عدد غير منتهي من نقاط xBr)( فان 0r لكل  الشرط متحقق  أن  نفرض.1

x A  ) حسب التعريف (  
 تحتوي على عدد منتهي من نقاط xBr)( بحيث أن 0rنفرض يوجد . سنبرهن بطريقة التناقض  : الأخرالاتجاه 

A والتي تختلف عن x1اط هي  ولتكن هذه النق,..., xxn أي أن  
 nxx ,...,1)(xBrA 

نضع  1 10 min ( , ) : 1, 2, ,ir r d x x i n     لأنه العنصر الأصغر لمجموعة منتهية من الأعداد الموجبة 

)(
1

xBrتحتوي أي نقطة من نقاط  لاAتختلف عن  x   

 x A   وهذا تناقض  
),(0أن  نفرض .2 0 Axd ولتكن Ax 0 . يجب أن نبرهن على انAx 0 :  0ليكنr  
 بما أن      0:),(inf),( 00  AxxxdAxd حسب تعريف (inf) يوجد Ay ،  بحيث أن  

rryxd  0),( 0  
Axبما أن   0  0xy   و عليه  Axo      

0xنفرض إن :   الاتجاه المعاكس  A أو Axo  إذا كانت AxAxd  00 0),(   
Axأما إذا كانت  0 0وx A   0 لكلr  يوجد Ay بحيث أن xy  و  ryxd ),( 0   

ryxd بحيث أن  Ay يوجد 0rوعليه لكل   ),(0 0          
   0:),(inf0),( 00 AxxxdAxd  

AAAAx بما أن .3  0 إذا وفقط إذا كان),( Axd     
       { : ( , ) 0}A x X d x A     

  )35.6.1(تعريف
)يقال للفضاء التبولوجي  , )X  بأنه قابل للتمتير )Metrizable (رية إذا وجدت دالة متd على X بحيث أن ( )d  .

  . X على d مولدا بواسطة الدالة المترية وهذا يعني 
  )36.6.1(مثال

)لوجي مبعثركل فضاء تبو. 1 , )DX يكون قابل للتمتير لان الدالة المترية  :d    المعرفة   

 بالصيغة       








yx

yx
yxd

,1

,0
x,لكل  ),( y X. مبعثرتولد التبولوجي ال D علىX .   

)الفضاء التبولوجي الاعتيادي . 2 , )uيكون قابل للتمتير لان الدالة المترية  :d     المعرفة   
) بالصيغة        , )d x y x y   لكل,x y X.  تولد التبولوجي الاعتياديuعلى     .   
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  )6.1(تمارين

),(ليكن  .1 dXبرهن على ان الدالة  . ً فضاء متريا:d X X    المعرفة بالصيغة 
),(1

),(
),(

yxd

yxd
yxd


  لكل

Xyx ,مترية وان    تكون دالة ),( dXاء متريا مقيدا فض  
),(ليكن  .2 dXبرهن على ان الدالة . ً فضاء متريا :d X X    بالصيغة معرفةال ( , ) min{1, ( , )}d x y d x y    

x,لكل      y X.  تكون دالة مترية علىX.  
),(ليكن  .3 dXهل ان الدالة. ً فضاء متريا:d X X   (2),( المعرفة بالصيغة,( yxdyxd   

Xyxلكل       , تكون دالة مترية وان ),( dX فضاء متريا .   
d:  برهن على ان الدالة .4     يغةبالص معرفةال ( , ) min{2, }d x y x y    لكل,x y    

  .  دالة مترية على تكون   
),(ليكن  .5 dXهل ان الدالة . ً فضاء متريا:D     معرفة بالصيغة  

   ( , ) inf{ ( , ) : , }D A B d x y x A x B     
A,لكل   B  حيث تمثل عائلة جميع المجموعات الجزئية من X  .تمثل دالة مترية على .  

d:  الدالةهل  ان   . ]1,0[على الفترة المغلقة المستمرة  تمثل مجموعة كل الدوال الحقيقية Xليكن    .6  X X    المعرفة  
)لصيغة با      , ) sup{ ( ) ( ) : [0,1]}d f g f x g x x    لكل Xgf ,  تكون دالة مترية على X ؟  ولماذا.  

)ليكن  .7 , )i iX d 1لكل ً فضاء متريا, 2, ,i n .  فان برهن على ان
1

( , )
n

i
i

X d

 حيث  ً يكون فضاء متريا  

     1 2 1 2(( , , , ), ( , , , )) max ( , ) : 1,2, ,n n i i id x x x y y y d x y i n    لكل     

 1 2 1 2
1

( , , , ), ( , , , )
n

n n i
i

x x x y y y X


 .  

) ليكن.8 , )i iX d 1لكل ً فضاء متريا, 2, ,i n .  برهن على ان
1

( , )
n

i
i

X d

ًء متريا  يكون فضا   

1حيث 2 1 2
1

(( , , , ),( , , , )) ( , )
n

n n i i i
i

d x x x y y y d x y


 1  لكل 2 1 2
1

( , , , ),( , , , )
n

n n i
i

x x x y y y X


 .  

}المتتابعات الحقيقة الموجبة  تمثل مجموعة كل X لتكن .9 }nx .  برهن على ان الدالة:d X X     

 المعرفة بالصيغة 
1

({ },{ })
2 (1 )

n n
n n n

n n n

x y
d x y

x y








  لكل { },{ }n nx y Xتكون دالة مترية .  

}المتتابعات الحقيقة المقيدة  تمثل مجموعة كل Xلتكن .10 }nx .  برهن على ان الدالة:d X X     
}) المعرفة بالصيغة    },{ }) sup{ : }n n n nd x y x y n  لكل  { },{ }n nx y Xتكون دالة مترية .  

}المتتابعات الحقيقة المتقاربة تمثل مجموعة كل Xلتكن .11 }nx . برهن على ان الدالة:d X X     
}) المعرفة بالصيغة    },{ }) sup{ : }n n n nd x y x y n   لكل { },{ }n nx y Xتكون دالة مترية .  
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}المتتابعات الحقيقة تمثل مجموعة كل Xلتكن .12 }nx بحيث ان
1

p

i
i

x




  ،1 p   .أن الدالةبرهن على   

   :d X X    صيغةالمعرفة بال 
1

1

({ },{ }) ( )
p p

n n i i
i

d x y x y




  لكل { },{ }n nx y Xتكون دالة مترية .  

}المتتابعات الحقيقة تمثل مجموعة كل Xلتكن .13 }nx بحيث ان
1

p

i
i

x




  ،0 1p  .ان الدالة برهن على    

     :d X X    المعرفة بالصيغة 
1

({ },{ })
p

n n i i
i

d x y x y




  لكل { },{ }n nx y X تكون دالة مترية .  

) ليكن .14 , )X d فضاء متريا ولتكن ,A B X .  برهن على ان  
Aإذا كانت . ا    B فان ( ) ( )A B    
). ب    ) ( ) ( ) ( , )A B A B d A B       
Aإذا كانت . ج    B   فان ( ) ( ) ( )A B A B      

Aبرهن على ان  .  مجموعة غير قابلة للعد في A لتكن .15  تحتوي على الأقل عنصر واحد   
) برهن على ان كل مجموعة معزولة في الفضاء المتري الاعتيادي.16 , )dتكون قابلة للعد .  
)اء المتري الاعتيادي مجموعة غير خالية في الفضA لتكن .17 , )d بحيث ان A A  .   

  . مجموعة غير قابلة للعدA        برهن  على أن 
) برهن على مجموعة الأعداد النسبية في الفضاء المتري الاعتيادي .18 , )dعة واهنة مجمو.  
) في الفضاء المتري A المجموعة المغلقةأن برهن على .19 , )X d كانت تكون متناثرة إذا وفقط إذاcA مجموعة كثيفة في X.  
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  Continuityالاستمرارية  . 2
أن مفهوم . الاستمرارية تلعب دورا مهما  في معظم فروع الرياضيات ومنها التحليل الرياضي والتبولوجيا 

التعريف في هذا الفصل سنحاول إعطاء . الاستمرارية في الفضاءات الاقليدية يعتمد على مفهوم الدوال المترية 
الأساسي لمفهوم الدالة المستمرة من فضاء تبولوجي إلى فضاء تبولوجي أخر مع دراسة المفاهيم الأخرى المرتبطة 

  .بالاستمرارية 
    Continuity in Topological Spaces الاستمرارية في الفضاءات التبولوجية  1.2

لة المستمرة من فضاء تبولوجي إلى فضاء تبولوجي أخر   في هذا البند سنحاول إعطاء التعريف الأساسي لمفهوم الدا
  .مع دراسة المفاهيم الأخرى المرتبطة بالاستمرارية 

   )1.1.2(تعريف 
)1 ليكن كل من , )X ،2( , )Y يقال عن الدالة . لتبولوجيا فضاء:f X Y بأنها مستمرة)Continuous ( عند

0xالنقطة  Xإذا كان لكل جوار U 0 إلى النقطة( )f xفي Yيوجد جوار Vإلى النقطة 
0
x فيx بحيث أن 

( )f V U . يقال عن الدالةf بأنها مستمرة على المجموعة A X إذا كانت f  مستمرة عند كل نقطة من نقاط 
A . وبصورة عامة يقال عن الدالةf بأنها مستمرة إذا كانتf مستمرة عند كل نقطة من نقاطX .  

  ) 2.1.2(مبرهنة 
)1ليكن كل من  , )X ،2( , )Y   فأن الدالة تبولوجيا فضاء :f X Y تكون مستمرة عند النقطة 

0
x X    إذا

  :وفقط إذا تحقق الشرط الأتي 
)0 تحتويYفي Hلكل مجموعة مفتوحة )f x ، توجد مجموعةGفي X 0 تحتوي علىx  وان( )f G H.  

  :ن البرها
Xxمستمرة عند النقطة fنفرض     0  

)0 وتحتوي على Yمجموعة مفتوحة في Hلتكن )f xH  0جوار إلى النقطة( )f x  فيY  
0x مستمرة عند النقطة fبما أن  X  يوجد جوارV 0 إلى النقطةx فيX بحيث أن( )f V H  
0xبحيث أن Xفي  Gتوجد مجموعة مفتوحة  X في0xجوار إلى النقطة  Vبما إن G V   

   f G f V H   G مفتوحة في   مجموعةX 0 تحتوي علىx وان ( )f G H  

  0x عند النقطة مستمرة f متحقق ونبرهن المبرهنة نفرض الشرط في : خر الأا لاتجاه 
)0نقطة جوار إلى ال Uليكن  )f x في Y  
  توجد مجموعة مفتوحة H في Y 0 بحيث أن( )f x H U   
 توجد مجموعة مفتوحة G في X 0 تحتوي علىx وان ( )f G H  
 f G U وعليه  f0مستمرة عند النقطةx.  

  )3.1.2( مثال
2 ليكن 1{ ,{3}},{1,2}, }, { ,{ },{ , }, }, {1, 2,3}, { , , }Y a b c X Y X a b c         

YXfة لتكن الدالو : معرفة بالصيغة ( ) 3, ( ) 2, ( ) 1f c f b f a  .   
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  X عند كل نقطة من نقاط f ناقش استمرارية الدالة
  a عند النقطة  f  استمرارية الدالة.1

 والتي تحتوي على Y في   المجموعات المفتوحة  1af 1}, هي, 2}Y  
,1} كانت إذا 2}H  نأخذ { }G a    

G  عة مفتوحة في وجمX تحتوي على النقطة a وأن ( ) {1}f G H   
YH كانت إذا  نأخذ XG    f G Y H     f مستمرة عند النقطة a  

  bعند النقطة  f استمرارية الدالة .2
 والتي تحتوي على Y     المجموعات المفتوحة في   2bf 1}, هي, 2}Y  

 كانت إذا 2,1H عة مفتوحة وجم توجد  لاV فيX تحتوي على النقطة b وأن ( )f V H  
 f  مستمرة عند النقطةغيرb.  

  غير مستمرة fعليه الدالة  وc غير مستمرة عند النقطة fوبالمثل نبرهن  

  ) 4.1.2(مبرهنة 
ليكن كل من    12 ,,,  XY ولتكن َتبولوجيا فضاء YXf : دالة فأن العبارات الآتية متكافئة   

   مستمرة f الدالة  .1
0x إذا كان .2 Xكان  وU0 جوار إلى النقطة( )f x في Y 1 فأن( )f U0 جوار إلى النقطةx في X  
 فأن المجموعة Y مجموعة مفتوحة في G  إذا كانت .3 Gf 1في  تكون مفتوحة X  
 فأن المجموعة Y مجموعة مغلقة في H إذا كانت .4 Hf 1تكون مغلقه في  X  
5.    AfAf  لكل XA   

6. 1 1( )) ( )f B f B  لكل  YB   
7. 1 1( ) int( ( ))f B f B  لكل YB   
1 فأن 2قاعدة إلى التبولوجي 2 إذا كانت .8

1( )f V  2ل  لكV  

 فأن 2 قاعدة جزئية إلى التبولوجي 2 إذا كانت .9  1
1  Vf 2لكلV  

  البرهان 
         (2) (1)  
)0 جوار إلى النقطة Uبما أن  )f x فيY  

 توجد مجموعة مفتوحة H في Y 0 بحيث أن( )f x H U      1 1
0x f H f U     

يجب أن نبرهن  Hf `1  مجموعة مفتوحة في X  
)1ليكن  ) ( )f x H x f H    

  xمستمرة عند النقطة fمستمرة fبما إن 
) وتحتوي على Yمجموعة مفتوحة في Hبما أن  )f x  
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 توجد مجموعة مفتوحة G في X على  تحتوي x وان ( )f G H  
1 1 1 1int(( ( ))) ( ) ( ( )) ( )x f H x G f H G f f G f H            

1 1 1( ) ( ) int( ( ))f H f H f H    مجموعة مفتوحة في X  
1( )f U 0 جوار إلى النقطةxفي X.  

(3) (2)  

إذا كانت . Y مجموعة مفتوحة فيG لتكن   Gf أما إذا كانت . هي البرهانت ين1   Gf ليكن .  1
   GfxGxf 1  

G جوار إلى النقطة  xf في Y لان G مجموعة مفتوحة في Y   
 1f G  جوار إلى النقطة xفيX . وعليه Gf 1 تكون جوار إلى كل نقطة من نقاطها  1f G  

  .Xمجموعة مفتوحة في
(4) (3)  

cH| المجموعة Y مجموعة مغلقة في H  لتكن  Y H مفتوحة في Y باستخدام  3   1 تكون( )cf H 
  .X مفتوحة في مجموعة 
1     ولكن  1 1( ) ( | ) | ( )cf H f Y H X f H     

1| ( )X f H   1مفتوحة في  مجموعة( )f H X   مجموعة  مغلقة فيX  
(5) (4)     

    لتكن   XAYAf  المجموعة Af مغلقة في Y  
باستخدام   4  1  تكون( ( ))f f A مغلقة في  مجموعة X  

1بما أن  1( ( )) ( ( )) ( ) ( )A f f A f f A f A f A      
)1 وتحتوي على X اصغر مجموعة مغلقة في Aبما إن  ( ))A f f A A   

( ) ( )f A f A   
(6) (5)   

)1 لتكن  )f B X B Y     
  

1 1( ( )) ( ( ))f f B f f B B    
1 1( ) ( )f B f B   

(1)برهان  (9) (8) (7) (6)   يترك للقارئ    

  )5.1.2(مبرهنة 
1ليكن كل من  2 3( , ), ( , ), ( , )X Y Z   َلوجيا ولتكن كل من تبوَ فضاء:f X Y  ،:g Y Z  دالة مستمرة

g:فأن الدالة  f X Z تكون مستمرة   
  :البرهان 



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                 )1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              2(                    محاضرة  رابعمستوى   / وليةأدراسات(  
  3:  عدد وحدات 1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 68 

  . Z مجموعة مفتوحة فيGلتكن     
g:بما إن الدالة      Y Z 1 مستمرة( )g G مفتوحة في وعة  مجم Y  
f: الدالة أنبما  X Y1    مستمرة 1( ( ))f g G    مفتوحة في  مجموعةX.  

1لكن  1 1 1 1( ( )) ( )( ) ( ) ( )f g G f g G g f G        
1( ) ( )g f G   مفتوحة في   مجموعةX ,g f مستمرة    

  )6.1.2(مثال 
),(ليكن كل  1X , 2,Y ولوجي  ولتكن تب فضاءYXf :أن برهن على . دالة   

    مستمرة فأنها ثابتة fإذا كانت الدالة  .1
)1ولوجيتب كانت الفضاء ال إذا.2 , )X فان بعثر  م f مستمرة  
)2ولوجي تب كانت الفضاء ال إذا.3 , )Y  متماسك فأن f مستمرة  

  الحل 
bيوجد  ثابتة f الدالة أنبما  .1     Y  أنبحيث ( )f x b لكل  x X  

  Y مجموعة مفتوحة  في Gنفرض       
1 ,
( )

,

b G
f G

X b G

 
  

  

X, كل من أنبما     مجموعة مفتوحة  في X  
1( )f G  مجموعة مفتوحة  في f Xمستمرة   

  
)Y 1 مجموعة مفتوحة  في Gلتكن   .2 )f G X    

)1 أنبما  , )X  مبعثر  Gf    مستمرةX f مجموعة مفتوحة  في1
  Y مجموعة مفتوحة  في Gلتكن  .3

)2 أنبما  , )Y متماسك   أماG  أو  G Y  
)1أما  )f G   1 أو( )f G X   
X, كل من أنبما  مجموعة مفتوحة  في X  

1( )f G مجموعة مفتوحة  في X  fمستمرة   

  )7.1.2(مثال 
)ليكن , )u  ليكن ،وولوجي اعتياديتبفضاء( , )X  ولوجي حيث تب فضاء{ , }X a b { ,{ },{ }, }a b X  

f:ولتكن الدالة  X معرفة بالصيغة   
, 0

( )
, 0

a x
f x

b x


  

 

   مستمرة ؟ ولماذا f الدالة أنهل 
  : الحل 
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}      نأخذ }G G a مجموعة مفتوحة  في X  
)1ولكن المجموعة  ) [0, )f G   ليست مفتوحة في   f غير مستمرة  

 )8.1.2(مثال 
)لتكن , )u  ولوجي اعتيادي ولتكن تبفضاء:f   كانت إذا دالة بين فيما f لا لكل حالة من أم مستمرة 

  الحالات التالية 
1. ( ) [ ]f x x لكل x  

2.  
2, 0

( )
2, 0

x
f x

x


  

  

3. ( ) 2f x x لكل x   
4. ( )f x x لكل x  

  : الحل 
G(1,3)لتكن .1 G  مجموعة مفتوحة في مفتوحة لأنها فترة   

(1, 2) {2} (2,3)G     
1 1 1 1( ) ((1,2)) ({2}) ((2,3)) [2,3) [2,3)f G f f f             

 أنبما  3,2 مجموعة غير مفتوحة في f  غير مستمرة  
G(1,5)لتكن  . 2 G  مجموعة مفتوحة في   

1 أنبما  1( ) ((1,5)) [0, ) 2f G f G       
1( )f G   ليست مفتوحة في مجموعةf  رة غير مستم .  

رات المفتوحة في تعائلة جميع الفلتكن  .3   ولوجي تب الإلى قاعدة u ،  أن  أي  
{( , ) : , }a b a b    

)لتكن  , )V a b V    حيث , ,a b a b   
1 1 1
( ) (( , )) ( , ) ( , )

2 2 2 u

a b
f V f a b a b       

1( ) uf f V   مستمرة    
   مجموعة مفتوحة في Vلتكن . 4

                           1

, 0

( ) ( , ), 0

( , ) ( , ), 0

a b

f V b b a b

b a a b a b




 
   
     

  

1( ) uf f V    مستمرة  .  
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  )9.1.2(مبرهنة 
)ليكن  , )u  ي فأن الدالة ولوجي اعتيادتبفضاء:f   0 تكون مستمرة عند النقطةx في  كان  إذا وفقط إذا 

0لكل   0 توجد  كل أن بحيث x    

0x x   0 يؤدي إلى( ) ( )f x f x    

  : البرهان 
   0x مستمرة عند النقطةfالدالة نفرض              
0 نضع . 0ليكن  0( ( ) , ( ) )U f x f x    0 النقطةإلى جوار( )f x في   
)    بحيث  في 0x إلى V يوجد  جوار   في 0x مستمرة عند النقطة f أنبما  )f V U  
0 يوجد    في 0x  النقطة إلى جوار V أن بما   أن بحيث   

0 0( , )x x V     
 0 لكل 0 يوجدأن  بحيث   

0 0 0 0(( , )) ( ) ( ( ) , ( ) )f x x f V U f x f x           

0 0 0( , ) { : }x x x x x         

 0 0 0( ( ) , ( ) ) { : }f x f x y y f x         

  ألان 
xليكن    0 بحيث 0 0( , )x x x x x        0 0( ) (( , ))f x f x x      

0     ولكن  0 0 0(( , )) ( ( ) , ( ) )f x x f x f x         

0 0 0( ) ( ) ( ) ( ( ) , ( ) )f x f x f x f x f x          

   .خرالأوبسهولة يمكن برهان الاتجاه 
  )10.1.2(مثال 
)ليكن  , )u الدالة أنولوجي اعتيادي برهن على تبفضاء :f   المعرفة بالصيغة   2xxf لكل  x  
   . مستمرةتكون
  :الحل 
0xليكن         0 وليكن  

 2
0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )f x f x x x x x x x x x x x          

00   أنبما  xxxx   

        1...000 xxxxxfxf   

0 أنبما  0 0 0( ) ( )x x x x x x x x          00 xxxx   

00 xxxx   

10 كان إذا   xx 10  فان  xx  
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 2...1 0xx   

من    1,2 نحصل على      0 0 0( ) ( ) 1 2 ... 3f x f x x x x     

نختار 
0

min{1, }
1 2 x

 


x ليكن الآن .   أن بحيث  0xx  





0

0 21 x
xx


10 و   xx   )21( 00 xxx   

)0   نحصل على) 3(من  ) ( )f x f x     

  الدالةf 0 مستمرة عند النقطةxوعلية الدالة  fمستمرة .  

  )11.1.2(مثال 

)ليكن  , )u  الدالة أنولوجي اعتيادي برهن على تبفضاء :f   المعرفة بالصيغة  
x

xf
1

 لكل  x  

   .2 عند النقطة  مستمرةتكون
  :الحل 
   0ليكن        

0x                      (1 لان (
22

( ) (2) 2
2 2x

xx
f x f

x x


      

1212131إذا كان   xxx    

1
1 1x

x
         

2 1
2

2 2

x
x

x


   

,min{1نختار  2 }  . ليكن الآن x  أن بحيث   2x  

 22x 12 و x   1
2

2
x     

  1
( ) (2) 2

2
f x f x      

 الدالة f 2 مستمرة عند النقطة. 

  )12.1.2(مبرهنة 
)1ليكن كل من  , )X ،2( , )Y  ولوجيا ولتكن تبَ فضاء:f X Y كان أذا. دالة مستمرة ( , )ZZ   َفضاء جزئيا من

)1يولوجي تالفضاء ال , )X  فأن Zf مقصور الدالة f على Z تكون مستمرة   
    : البرهان

Zf: الدالة أنبما         Z Y هي مقصور الدالة fعلى  Z   
( ) ( )Zf x f x  لكل x Z  
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   Y مجموعة مفتوحة  في Gلتكن 
)1 مستمرة  f أن الدالة بما  )f G حة في  مجموعة مفتوX 

1( )Z f G  مجموعة مفتوحة فيZ 1 أن أي( ) ZZ f G    
1 أنبما  1( ) ( )Zf G Z f G   حسب تعريف Zf  

 1( )Zf G  مفتوحة في  مجموعةZf Zستمرة م.  
  

    Real-Valued  Functionsالدوال ذات القيم الحقيقية    
سѧوف نرمѧز . الدوال التي مستقرها مجموعه جزئية من مجموعѧة الإعѧداد الحقيقيѧة تѧسمى بالѧدوال ذات القѧيم الحقيقيѧة

) بالرمزXللدوال ذات القيم الحقيقية والمعرفة على المجموعة  )X أي أن ،  
}fدالة   ( ) { : ,X f X   

)تبولوجي الدوال المستمرة والمعرفة من الفضاء الإلى في هذا البند سوف نتطرق   , )X تبولوجي  إلى الفضاء ال
)الاعتيادي  , )uونرمز لمجموعة هذه الدوال بالرمز  ( )C X.  

  )13.1.2(مبرهنة 
)ليكن  , )X  ولوجيا وتبَ فضاء( , )u ولوجيا اعتياديا فأن الدالة  تب فضاء:f X   تكون مستمرة عند النقطة 

0x X 0 كان لكل إذا وفقط إذاr يوجد جوار V 0 النقطة إلىx في X 0 بحيث( ) ( )f x f x r  لكل 

Vx  
  : البرهان 
0x مستمرة عند النقطة fنفرض الدالة             X   

0rليكن   . 0 نضع 0( ( ) , ( ) )U U f x r f x r    0 النقطة إلى جوار( )f x في .   
Xx مستمرة عند النقطة f أنبما  0 يوجد جوار V 0 النقطةإلىx X أن بحيث ( )f V U  

0 0( ) ( ( ) , ( ) )f V f x r f x r    
)ليكن  ) ( ( ) , ( ) ) ( ) ( )f x f x r f x r f x f V x V         

0 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x r r f x f x r f x r f x f x r            الأخرالاتجاه  : 

0rنفرض لكل  يوجد جوار V 0 النقطة إلىx في X 0 بحيث( ) ( )f x f x r   لكل x V ونبرهن f 

0xمستمرة عند النقطة  X   
)0 النقطةإلى جوار Uليكن )f x في  0 يوجد  0  أن بحيث 0( ( ) , ( ) )f x f x U     
0 أنبما    يوجد جوار V 0 النقطة إلىx في X 0  أن بحيث( ) ( )f x f x    

xلكل  V 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x f x f x f x f x              

0 0( ) ( ( ) , ( ) )f x f x f x     لكل x V   ( )f x U  لكل x V   
( )f V U   الدالة f 0 مستمرة عند النقطةx X  
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  )14.1.2(تعريف

,ليكن  ( )f g X  ، نعرفgfffg
g

f
f ,,,,    على النحو الاتي  

1 . )()())(( xgxfxgf   لكلXx  
2  .( )( ) ( )f x f x     لكلXx  
3  .( )( ) ( ) ( )fg x f x g x  لكلXx  
4  . ( ) ( )f x f x  لكلXx  

5  .( )
( )( ) , ( ) 0,

( )

f f x
x g x

g g x
    لكلXx  

  )15.1.2(مبرهنة
,إذا كانت   ( )f g C X  ، فان   

1. ( )f g C X     
2. ( )f C X      
3. ( )f g C X  

4. ( )
f

C X
g
 عندما ( ) 0g x  لكل Xx       

5. ( )f C X  

  : البرهان
0x لتكن  X 0  وليكن   
,بما أن  ( )f g C X   كل من:f X  ,:g X   دالة مستمرة   كل من fg, 0 مستمرة عند النقطةx   

f:بما أن الدالة  X   0 مستمرة عند النقطةx    1يوجد جوارV 0 النقطة إلىx في X أن بحيث 

0( ) ( )
2

r
f x f x   1لكلVx  

g:وكذلك الدالة  X   0 مستمرة عند النقطةx  2 يوجد جوارV 0 الى النقطةx في X أن بحيث 

0( ) ( )
2

r
g x g x  2 لكلVx  

1نضع  2V V V  V 0 النقطة إلى جوارx   
  Vxليكن 
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0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ( ) ( ))f g x f g x f x g x f x g x f x f x g x g x          

0 0 0 0 0( )( ) ( )( ) ( ( ) ( )) ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

r r
f g x f g x f x f x g x g x f x f x g x g x r              

f g   0مستمرة عند النقطة دالةxمرة في جميع نقاط  وعليه مستX  
  ( )f g C X    

وبالمثل نبرهن        2,3,4,5.  
  ملاحظه 

   حيث P حدود متعددة كل دالة أن نستنتج على أعلاهمن المبرهنة 
  n

n xaxaxaaxp  
2

2,  
  مرةتكون دالة مست

  
  )1.2(تمارين 

)ليكن  .1 , )X   [0,1]،ولوجيتبفضاءY وان ( , )YY  الاعتيادي  ولوجي تب ال فضاء جزئي من الفضاء( , )u .  

f:عرف الدالة     X Y 1 أن بحيث 1((0, )), (( ,1))f b f a مفتوحة في  مجموعات X  1 لكل, 0b a   .  
 .  مستمرةf أن الدالةبرهن على     
)1ليكن كل من   .2 , )X ,2( , )Y ليكن ،َولوجيا تب   فضاء x Xي شرط تكون الدالة  تحت أ:f X Y غير مستمرة   

  .xعند النقطة     
)ليكن   .3 , )u َلوجيا اعتياديا ولتكن الدالة تبوَ فضاء َ:f   معرفة بالصيغة   

, 1
( )

1, 1

x x
f x

x x


   

  

  غير مستمرة fالدالة  أنبرهن على         
2ليكن  . 4 1{ ,{1},{2},{1,2}, }, { ,{3}, }, {1, 2,3, 4}X X X       1ولتكن الدالة 2: ( , ) ( , )f X X   معرفة   

)بالصيغة       )f x x لكل x X. أن برهن على  f غير مستمرة    دالة  
)ليكن  .5 , )YY ولوجي تبَ فضاء جزئيا من الفضاء ال( , )X  ولتكن الدالة:f X Y بالصيغة   معرفة( )f x xلكل   
    x Y. الدالةأن برهن على   f مستمرة   
)ليكن   .6 , )u  ولتكن كل من ا اعتيادياولوجيتبفضاء :f   و :g   أنبرهن على  . دالة مستمرة   

} المجموعة      : ( ) ( )}A x f x g x    مغلقة في  
)1ليكن كل من  .7 , )X ,2( , )Y  َولوجيا ولتكن تبَ فضاء:f X Y كانت إذا دالة مستمرة  x A  حيث A X   

)فأن        ) ( )f x f A  
)1ليكن كل من   .8 , )X ,2( , )Y  َولوجيا ولتكنتبَ فضاءx X أن بحيث { }x . الدالةأنعلى   برهن   
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   Open and Closed Functions الدوال المفتوحة والمغلقة  2.2
ها في مجال) مغلقة(من مجالها إلى مجموعات مفتوحة  ) المغلقة(الدالة المستمرة لا  تضمن نقل المجموعات المفتوحة  

يتضمن هذا البند تقديم نوعا من الدوال يضمن الحفاظ على صفة كون المجموعة مفتوحة أو مغلقة من مجال .المقابل 
  . الدالة إلى مجالها المقابل 

  )1.2.2(تعريف 
)1ليكن كل من  , )X ، 2( , )Y  يقال عن الدالة .ولوجياتب فضاء YXf : بأنها   

 بعبارة أخرى  ، Y تكون مجموعة مفتوحة فيX كانت صورة كل مجموعة مفتوحة في إذا  )Open( مفتوحة. 1
   2( )f G  1 لكلG.  

  بعبارة أخرى  ،Y تكون مجموعة مغلقة في  Xغلقة في  كانت صورة كل مجموعة مإذا )Closed(مغلقة  . 2
     Ff تكون مغلقة في Y لكل F مغلقة في X.  

  )2.2.2(مثال 
}ليكن  , , }, {1,2,3}X a b c Y ، 1 وليكن 2{ ,{ },{ , }, }, { ,{3},{1, 2}, }c a b X Y     .  بين أي من الدوال

  مغلقة ؟ , مفتوحة ,  مستمرة التالية 
1. :f X Y  بحيث إن       1,2,1  afbfcf  
2. :g X Y   بحيث إن      3,3,3  agbgcg  
3 .:h X Y بحيث إن       2,1,3  ahbhch  
4. :r X Y بحيث إن       1,2,3  arbrcr  

  :الحل 
,1}, هي Yالمجموعات المفتوحة في .1 2},{3},Y  وأن    

1 1 1 1( ) , ({3}) , ({1, 2}) { , , } , ( )f f f a b c X f Y X           
 الدالة f مستمرة   

} أنبما  }c مجموعة مفتوحة في X وأن المجموعة ({ }) {1}f c  ليست مفتوحة فيY  
 الدالة f ليست مفتوحة   

} أنبما  , }a b مجموعة مفتوحة في X  المجموعة { , } { }ca b c مغلقة فيX وان المجموعة ({ }) {1}f c  
  Yليست مغلقة في 

    الدالةf ليست مغلقة  
  أنالمثل نبرهن على وب
  .مغلقة , مفتوحة ,  مستمرة g الدالة .2
  مغلقة, مفتوحة ,  مستمرة h الدالة .3
  مغلقة, مفتوحة ,  مستمرة r الدالة .4
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  )3.2.2(مثال 
)ليكن   , )u ادي وليكن ولوجي اعتيتب فضاءb  نعرف الدالة :f   بالصيغة   bxf  لكل x ,    
  مغلقة وليست مفتوحة f الدالة أنبرهن على .  ) دالة ثابتةfأي أن (

  :البرهان 
)المجموعة  x مجموعة مغلقة في Aليكن      ) { }f A b مغلقة في   لان{ }bمجموعة منتهية   
    الدالةf مغلقة   

) المجموعة X  مجموعة مفتوحة في Gلتكن  ) { }f G b ليست مفتوحة في    
  الدالة fليست مفتوحة .   

  )4.2.2(مثال 
)ليكن  , )u عرف الدالة ن .ولوجي اعتياديتب فضاء:f   بالصيغة    

2

, 1

( ) 1, 1 2

, 2
4

x x

f x x

x
x


 


  

 


  

   مستمرة وليست مغلقة fبرهن على إن الدالة 
  : البرهان 

)}لتكن                , ) : , }a b a b    ولوجي تب الإلى قاعدةu 
)كن لي , )V a b V    حيث , ,a b a b   

1

( , ), 1

( ) ( , 2 ), 1

(2 , 2 ), 1

a b a b

f V a b a b

a b a b



 


  
  

  

1( ) uf V    الدالة f مستمرة   

3خذ  7
( , )
2 4

G G  مجموعة مفتوحة في   ولكن المجموعة( ) {1}f G   

 . ليست مفتوحةf الدالة   مفتوحة في ليست

  )5.2.2(مبرهنة 
)1ليكن كل من   , )X ، 2( , )Y  َولوجيا ولتكن تبَ فضاء:f X Y دالة   
)int) كان إذا وفقط إذا تكون مفتوحة f الدالة .1 )) int( ( ))f A f A لكل A X  
) كان إذا وفقط إذا تكون مغلقة f الدالة .2 ) ( )f A f A لكل A X 

  :البرهان 
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Aولتكن ,  مفتوحة fنفرض الدالة   .1            X  

)intبما إن  )A مجموعة مفتوحة في X (int( ))f A   مفتوحة في  مجموعة Y  
)int أنبما  (int( ))) int( ( )) (int( )) ( ) int( )f A f A f A f A A A      
)int) أنبما  ))f A في وعة مفتوحة مجمY int( (int( ))) (int( ))f A f A   

(int( )) int( ( ))f A f A  
)int)نفرض :  الاتجاه الآخر )) int( ( ))f A f A لكل A X.   

)int مجموعة مفتوحة  في Gلتكن  )G G X      
)int) أنبما  )) int( ( ))f G f Gرض ف حسب ال( ) int( ( ))f G f G   

)ولكن  ) int( ( )) ( ) int( ( )) ( )f G f G f G f G f G    مجموعة  مفتوحة في Y    f    دالة
  .مفتوحة

A ولتكن، مغلقةfنفرض الدالة  .2 X  

) أنبما  ) ( ) ( ) ( )f A f A f A f A A A      

) X مجموعة مغلقة في A أنبما  )f A   مجموعة  مغلقة فيY  

( ) ( ) ( ) ( )f A f A f A f A     
)نفرض :   الاتجاه الآخر  ) ( )f A f A لكل XA  

M مجموعة مغلقة في Mلتكن  M X   
) أنبما  ) ( )f M f Mرض ف حسب ال( ) ( )f M F M   

)ولكن  ) ( ) ( ) ( ) ( )f M f M f M f M f M    مجموعة  مغلقة في Y  
f دالة مغلقة  .   

  )6.2.2(مبرهنة 
ليكن كل من   1,X ، 2,Y َولوجيا ولتكن تبَ فضاءYXf : دالة تقابلية   

XYf كانت الدالة إذا وفقط إذا تكون مفتوحة fالدالة  .1     مستمرة 1:

XYf كانت الدالة إذا وفقط إذاتكون مغلقة fالدالة  .2     مستمرة 1:
   : البرهان

   X مجموعة مفتوحة فيG ولتكن ،  مفتوحةfنفرض الدالة  .1
        ( )f G وعة  مفتوحة في  مجمY  

1 تقابلية f الدالة أنبما  1( ) ( ) ( )f G f G     
 1 1( ) ( )f G    مفتوحة في  مجموعة Y  1f    مستمرة دالة  

  مستمرة1fنفرض الدالة  : الاتجاه الآخر
1 مجموعة مفتوحة في Mلتكن  1( ) ( )f M X   مجموعة  مفتوحة في Y  
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1 تقابلية  f الدالة أنبما  1( ) ( ) ( )f M f M   =   Mf
11   

 ( )f M   مفتوحة في مجموعة Y وعليه الدالة f تكون مفتوحة .  
  ).2(وبالمثل نبرهن 

  )7.2.2(نتيجة 
)1ليكن كل من , )X  ،2( , )Y  َولوجيا ولتكنتبَ فضاء:f X Yفأن الدالة  تقابلية   دالةf وفقط إذا تكون مفتوحة 

     كانت مغلقةإذا
  )8.2.2(مثال

)1ليكن كل من  , )X  ،2( , )Y  َولوجيا ولتكن تبَ فضاء:f X Yدالة .    
)2 كان أذا. 1 , )Y  مبعثرا  فأن الدالة َf تكون مفتوحة ومغلقة .  
)1 كان إذا. 2 , )X  وكانت  متماسك f فأن الدالة  شاملةf تكون مغلقة ومفتوحة   
  :برهان ال

) مجموعة مفتوحة  في Gلتكن  .1     )f G Y G X X     
)2بما إن          , )Y  ولوجي مبعثر تب فضاء( )f G  مجموعة مفتوحة في Y   

          f  الدالة أنوبالمثل نبرهن على    . دالة مفتوحة fمغلقة   

   X مجموعة مفتوحة  في Gلتكن  . 2   
)1 آنبما       , )X  لوجي متماسك تبو فضاءأما G  أو G X  
) فان  شاملة f الدالة أنبما       )f X Y أما وعليه ( )f G  أو ( )f G Y  
    f  الدالة أنوبالمثل نبرهن على .  دالة مفتوحة f مغلقة   

  )9.2.2(مبرهنة 
)1ليكن كل من  , )X  ،2( , )Y  َولوجيا ولتكنبتَ فضاء:f X Yكانت إذا . دالة  1ولوجي تب الإلى قاعدة 

)2بحيث أن  )f V  لكل V  فأن الدالة fتكون مفتوحة   
  : البرهان 
   X مجموعة مفتوحة  في Gلتكن           

1  iلوجي تبو الإلى قاعدة  أنبما 
i

G V بحيث iV  لكل i  

( ) ( ) ( )i i
i i

f G f V f V    

 أنبما  2 2 2( ) ( )i i i
i

f G f V f V V           

f  دالة مفتوحة .  
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    Bicontinuous  Functionsلدوال ثنائية الاستمرارية ا
  )10.2.2(تعريف 

)1 ليكن كل من , )X ، 2( , )Y  يقال عن الدالةَ ولوجياتبَ فضاء:f X Y بأنها ثنائية الاستمرارية) Bicontinuous( 
   مفتوحة ومستمرة f كانت الدالة إذا

  )11.2.2(مثال 
1 ليكن 2{ , , }, {1,2,3}, { ,{ },{ , }, }, { ,{3},{1, 2}, }X a b c Y c a b X Y          

YXfعرف الدالة ن : أن بحيث       3,3,3  cfbfaf . برهن على ان الدالةf ثنائية الاستمرارية   
  :الحل 

}, هي Xالمجموعات المفتوحة في      },{ , },c a b X وأن   

2( ) , ({ }) {3}, ({ , }) {3}, ( ) {3}, {3}f f c f a b f X        
  f   دالة  مفتوحة  

,1},{3}, هي yالمجموعات المفتوحة في  2},Yوان      
1 1 1 1( ) , ({3}) , ({1, 2}) , ( )f f X f f Y X          

f   مستمرة  وعليه الدالة  دالة fية ثنائية الاستمرار.  

  )12.2.2(مثال 
)ليكن   , )u  ولوجي ولتكن الدالة تبفضاء:f   2 معرفة بالصيغة( )f x xلكل x .  الدالة أنهل f 

   .؟ يةثنائية الاستمرار
  : الحل 

)ولكنها ليست مفتوحة لأن لو أخذنا )) 10.1.2(انظر المثال ( مستمرة fالدالة      2,2)G G   مجموعة 
) ولكن مفتوحة في  ) [0, 4)f G  ليست مجموعة مفتوحة في  وعليه الدالة fية ليست ثنائية الاستمرار.   

  
  )2.2(تمارين 

}ليكن  .1 , }, {1,2}X a b Y ، 1 وليكن 2{ ,{ }, }, { ,{1}, }a X Y     .  برهن أن   
f:الدالة  .1 X Y   إن المعرفة بالصيغة     1f a f b  مفتوحة وليست مغلقة    

g:الدالة  .2 X Y  المعرفة بالصيغة     2, 1g a g b  ليسن مفتوحة ولا مغلقة .  

}ليكن  . 2 , , , }, {1, 2,3,4}X a b c d Y ، 1 وليكن { ,{ , },{ , , },{ , , }, }b c a b c b c d X  ،  
        2 { ,{1},{2,3},{1, 2,3}, }Y   . عرف دالة:f X Y بحيث   
  مستمرة ومفتوحة  .ا

  مستمرة ومغلقة  . ب
  مفتوحة ومغلقة  .ج
  .معلقة وغير مفتوحة . د
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)ليكن  .3 , )u  لوجي اعتيادي ولتكن تبوفضاء:f  1لة معرفة بالصيغة دا( ) tanf x x    
xلكل            . الدالة أنبرهن على fليست مفتوحة .   

,0)ليكن   .4 ), [ 1,1]X Y    وليكن كل من ( , )XX  ،( , )YY  لوجي تبوالضاء الف َ فضاء جزئيا من  
)الاعتيادي     , )u .  
)1ليكن كل من  .5 , )X ، 2( , )Y ، 3( , )Z  مع البرهان  بين أي من العبارات التالية صحيحة أم لا ؟ َ.ولوجياتبَ فضاء   

f:إذا كانت كل من. ا X Y،:g Y Z دالة مفتوحة فان g f دالة مفتوحة .  
f:إذا كانت كل من. ب X Y،:g Y Z دالة مغلقة مفتوحة  فان g f دالة مفتوحة  .   

    Homeomorphismالتشاكل التبولوجي  3.2
بعد أن تطرقنا فѧي النѧدين الأول والثѧاني مѧن هѧذا الفѧصل إلѧى نوعѧا خاصѧا مѧن التطبيقѧات مѧن بينيѧة تبولوجيѧة إلѧى    

وقѧد لاحظنѧا أن . أخرى وهي كل من الدوال المستمرة والدوال المفتوحة والѧدوال المغلقѧة  ودرسѧنا بعѧض خواصѧهما 
مѧѧن المجѧѧال إلѧѧى مجموعѧѧات مفتوحѧѧة ) المغلقѧѧة(وعѧѧات المفتوحѧѧة الѧѧدوال المѧѧستمرة لا تحѧѧافظ علѧѧى نقѧѧل صѧѧورة المجم

وفѧѧѧي هѧѧѧذا البنѧѧѧد سѧѧѧنتطرق إلѧѧѧى دوال مѧѧѧستمرة تجعѧѧѧل صѧѧѧور المجموعѧѧѧات المفتوحѧѧѧة . فѧѧѧي المجѧѧѧال المقابѧѧѧل) مغلقѧѧѧة(
  .وهذه الدوال يجب أن تكون تقابلية بالإضافة إلى كونها مستمرة ومفتوحة )  مغلقة(هي مجموعات مفتوحة )المغلقة(
  

هذه التطبيقات دورا غاية في الأهمية ، ذلك أنها تعتبر وسيط لدراسة الخواص للرئيسية للتبولوجيا  ولا وتلعب 
تقتصر على الحفاظ صفات المجموعات من حيث كونها مفتوحة أو معلقة بل تتعدى ذلك للعديد من الخواص الأخرى 

   . التي تحفظ تحت تأثير مثل هذه الدوال وهذه تسمى الخواص التبولوجية
  )1.3.2(تعريف 

)1ليكن كل من  , )X ،2( , )Y  يقال عن الدالة. ولوجياتبَ فضاء:f X Y لوجي تبو بأنها تشاكل
)Homeomorphism(لدالةا  إذا كانتfوكل من   تقابلية ff ,1نالفضائييويقال عن  .ستمرة دالة م YX  بأنهما ,

YXإذا وجد تشاكلا تبولوجيا بينهما ويكتب) Homeomorphic(متشاكلين  تبولوجيا  .    
  )2.3.2(مثال 
1ليكن 2{ , , }, {1,2,3}, { ,{ }, }, { ,{1}, }X a b c Y a X Y       .عرف الدالة:f X Y بحيث إن 

( ) 1, ( ) 2, ( ) 3f a f b f c   برهن على إن f ولوجيتب تشاكل.   
  : برهان ال

   وان Y,{1}, هي Yالمجموعات المفتوحة في .  تقابلية f الدالة أنمن الواضح        
1 1 1( ) , ({1}) { }, ( )f f a f Y X       

f   1 الدالة أنوبالمثل نبرهن على . دالة  مستمرةf مستمرة  f ولوجيتب تشاكل.   

  )3.3.2(مثال 
}1ليكن , , }, {1,2,3}, { ,{ },{ , }, }X a b c Y c a b X   ، 2 على ولوجي مبعثرتبY إن هلYX ؟ ولماذا    

  :  لـالح
YXنفرض            ولوجي تبيوجد تشاكل:f X Y f  مستمرة   
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 أنولكن الصورة العكسية لها ليس بالضرورة  Yهي مجموعة مفتوحة في  Y كل مجموعة جزئية أحادية من إنبما 
 التي صورتها العكسية Y مثلا المجموعة الأحادية في Xتكون مجموعة مفتوحة في  b ليس مفتوحة في X وهذا 

YXولوجي وعليه تب ليست تشاكل f مستمرة  f أنيناقض  .   

  )4.3.2(مثال 
)ليكن  , )u الدالةولوجي اعتيادي ولتكنتب فضاء  :f   معرفة بالصيغة ( ) 2 1f x x    لكلx   .

  ولوجي تب تشاكل f أنبرهن على 
   :لـالح

x,نفرض        y  2 أن بحيث 1 2 1 ( ) ( )x y y x f x f y         
f   دالة متباينة.  

1نفرض      
( 1)

2
x y y      1 وان

( ) 2 ( 1) 1
2

f x y y     

f    دالة  شاملة وعليه الدالةfتقابلية .    
)}لتكن  , ) : , }a b a b    ولوجي تب الإلى قاعدةu  

)ولتكن  , )V a b V    حيث , ,a b a b  .   
1 1 1 1
( ) (( , )) ( , )

2 2 u

a b
f V f a b    

      f  دالة  مستمرة   

1وبالمثل نبرهن الدالة  :f    1 المعرفة بالصيغة 1
( ) ( 1)

2
f y y   مستمرة   

  .ولوجي تب تشاكل fوعلية الدالة 

  )5.3.2(مبرهنة 
)1ليكن كل من  , )X  ، 2( , )Y  ولوجيا ولتكنتبَ فضاء:f X Y متكافئة الآتية دالة تقابلية فأن العبارات .  

  ولوجي تب تشاكل fالدالة  .1
   مستمرة ومفتوحةfالدالة  .2
   مستمرة ومغلقة f الدالة .3

  ن البرها
  )6.2.2(مباشرة من المبرهنة        

  )6.3.2(مبرهنة 
)1ليكن كل من , )X  ، 2( , )Y  3 و( , )Z   ولوجيا ولتكن كل منتبَفضاء:f X Y، :g Y Z  

g:ولوجيا فأن الدالة  تبتشاكلا  f X Z ولوجياتب تكون تشاكلا.   
  : البرهان 

gدالة تقابلية  ,fg كل من إنبما         f  دالة تقابلية   
gدالة مستمرة  ,fg كل من إنبما         f  دالة مستمرة    
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11كل من  أنبما       ,  fg 1 دالة مستمرة 1f g  دالة مستمرة    
1ولكن  1 1 1( ) ( )g f g f f g       دالة مستمرة   

g f  ولوجي تب تشاكل.  

  )7.3.2(مبرهنة 
   .ةولوجيتب التالفضاءاجميع  المكونة من ةائلالعولوجي هو علاقة تكافؤ على تبالتشاكل ال
  : البرهان 

    علاقة على R ولتكن ولوجية تب الالفضاءات العائلة المكونة من جميع لتكن       
)}أي أن  , ) : }R x y X Y      

  ولوجي علاقة انعكاسية تب التشاكل الإن نبرهن على أن يجب .1
ليكن        ,X    . نعرف الدالة:f X X بالصيغة( )f x x لكل x X  

Xولوجي تب تشاكل f أن نبرهن على أنمن السهولة  ) دالة ذاتية f أنأي (   X   
  ولوجي علاقة متناظرة تب التشاكل الأن نبرهن على أن يجب .2

1ليكن  2( , ), ( , )X Y   أن بحيث ( , )X Y R.   
YXأنبما    ولوجي تب يوجد تشاكل:f X Y   

f   تقابلية وان كل من  دالةf، 1f وعليه مستمرة  دالةXYf   وان  تقابلية ومستمرة دالة  1:
1 1( )f f   تكون مستمرة 1f  تشاكل تبولوجي ( , )Y X R .   

  .  علاقة متعدية  R أن نبرهن  على أنيجب  .3
1ليكن   2 3( , ), ( , ), ( , )X Y Z    أن بحيث ( , ), ( , )X Y Y Z R.   
YXأنبما     ولوجي تب يوجد تشاكل:f X Y   
Yوكذلك   Z ولوجي تب يوجد تشاكل:g Y Z    
 :g f X Z  وعلية  ولوجي تب تشاكلZX  ( , )X Z R .  

  )8.3.2(مبرهنة 
ليكن كل من     12 ,,,  XY ولوجيا ولتكن تبَ فضاءYXf : ولوجيا فأن تب تشاكل     AfAf  

XAلكل   .  
  : البرهان 

) أنبما          ) ( )cA A A  ( ( )) ( ( ))cf A f A A     

)   متباينةf الدالةأنبما  ( )) ( ) (( ))c cf A A f A f A      

( ( )) ( ) (( ))cf A f A f A     
)   مستمرةf الدالة إنبما  ) ( )f A f A   
) مغلقة f الدالة أنبما  ) ( )f A f A       ( ) ( )f A f A   

))  وبالمثل نبرهن )) ( )c cf A f A   ( ( )) ( ) ( )cf A f A f A     
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) تقابلية f الدالة إنبما  ) ( ( ))c cf A f A   

( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ( ))cf A f A f A f A f A         

   )9.3.2(مبرهنة
)1 ليكن كل من , )X  ،  2( , )Y  ولوجيا ولتكن تبَ فضاء:f X Y دالة تقابلية فأن fإذا وفقط إذاتقابلي   تشاكل 

)كان  ) ( )f A f A لكل A X.  
  : البرهان 

XAولتكن .  تشاكل تقابلي fنفرض          
) مستمرة f الدالة أنبما  ) ( )f A f A  

) مغلقة f الدالة أنوكذلك بما  ) ( )f A f A     ( ) ( )f A f A   
   .الأخروبالمثل نبرهن الاتجاه 

  )10.3.2(تعريف 
)يقال أن خاصية الفضاء التبولوجي  , )X  هي صفة تبولوجية )Topological Property(  كل تشاكل  إذا كان

يقال عن الصفة التي تنتقل بفعل بعبارة أخرى .  تلك الخاصية X لديه تلك الخاصية كلما كان لدى Xتبولوجي من 
  بأنها صفة تبولوجيةولوجية تبالتشاكلات ال

  ملاحظة 
)1ليكن كل من  , )X ،2( , )Y  الخاصية . ولوجياتبَ فضاء P تكون صفة تبولوجية اذا كانت محافظة على نفسها 

بولوجية إذا  فإنها تكون خاصية تP يتمتع بالخاصية Xوهذا يعني إذا كان الفضاء . بالنسبة لأي تشاكل تبولوجي 
f:وجد تشاكل تبولوجي اختياري X Y بحيث أن الفضاء  Y يتمتع بنفس الخاصة P.   

  )11.3.2(مثال
  خاصية الفضاء المبعثر صفة تبولوجية 

  :البرهان 
)1       ليكن كل من  , )X   ،2( , )Y   َفضاء تبولوجيا بحيث أنYX    

   مبعثر   فضاء Y إذا وفقط إذا كان  مبعثر  فضاءXيجب أن نبرهن       
Xبما إن  Y   يوجد تشاكل تبولوجي  YXf :  
   مبعثر   فضاء Xنفرض 

Bلتكن  Y 2 يجب أن نبرهنB   
1بما أن  1

1( ) ( )f B f B X    1  لان تبولوجي مبعثر على X   
1 دالة مفتوحة fبما أن 

2( ( ))f f B     
1 شاملة fبما أن الدالة 

2 ( ( ))B f f B B        Y   فضاء مبعثر   
   . الاتجاه الآخروبالمثل نبرهن 

  )12.3.2(مثال
  ت ليست صفة تبولوجية خاصية طول الفترا
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  :البرهان 
)1       ليكن كل من  , )X   ،2( , )Y   [0,1] بحيث أن  ااعتياديَفضاء تبولوجيا, [ , ]X Y a b     

YXfولتكن الدالة  : معرفة بالصيغة ( ) ( )f x b a x a   لكل x X  
x,ليكن . 1 y X بحيث ان ( ) ( )f x f y   

( ) ( )f x y b a x a b a y a         دالة متباينة   

]ليكن . 2 , ]y a b نأخذ ، y a
x X x

b a


  


) وان ) ( )

y a
f x b a a y a a y

b a


      


  

   f   دالة شاملة   
1f تقابلية وبالتالي الدالة العكسية fوعليه الدالة   موجودة .  

   هنالك ثلاث حالات Y مجموعة مفتوحة في Aلتكن . 3

   ( , )A   حيث a b    1 فان 1( ) (( , )) ( , ) [0,1]
a a

f A f X
b a b a

     
   

 
   

    1( )f A  مجموعة مفتوحة في  X   
  A  1  فان 1( ) ( )f A f      1( )f A  مجموعة مفتوحة في  X   
  A Y 1  فان 1( ) ( )f A f Y X    1( )f A  مجموعة مفتوحة في  X  

f  دالة مستمرة   
   هنالك ثلاث حالات X مجموعة مفتوحة في Bلتكن . 4
   ( , )B x y 0 حيث 1x y   فان ( ) (( , )) (( ) , ( ) )f B f x y b a x a b a y a        

)لو فرضنا   )c b a x a   ،   
0بما أن  1x  ( ) ( ) ( ) ( )b a x b b a a b b a x b a            c b    
cكما أن  a لأنه إذا كانت c a 0 ( ) 0 ( )b c b a x b a x a c a            

( ) (( , )) (( ) , ( ) ) ( , ) [ , ]f B f x y b a x a b a y a c d a b Y           
( )f B  مجموعة مفتوحة في Y    

  B  فان  ( ) ( )f B f     
  B X فان  ( ) ( )f B f X Y   

    f  1 دالة مفتوحةf   دالة مستمرة   
f,1 تقابلية وان كل من f    نلاحظ أن الدالة  f   دالة مستمرة وعليه   YX   

([0,1])بما أن  [ , ] ( )f a b f X Y      
1 هو [0,1]طول الفترة  0 1  ([0,1]) وطول الفترةf هو b a   
,0ولو فرضنا  5a b  ([0,1]) فان طول الفترةf 5 هو 0 5b     

  .وهذا يعني  الطول ليست صفة تبولوجية 
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  )13.3.2(مثال
  خاصية  القيدية ليست صفة تبولوجية  

  :البرهان 
)ليكن   1,1)X  1ليكن كل من  و( , )X   ،( , )u  ولتكن الدالة  . ااعتياديَفضاء تبولوجياYXf : معرفة 

)1بالصيغة  ) tan
2

f x x
 لكل x Xفمن الواضح أن f 1 تقابلية وان كل من,f f   دالة مستمرة وعليه   

X  .   
) مجموعة مقيدة بينما Xولكن  )f X   مجموعة غير مقيدة  .  

  .فان القيدية ليست صفة تبولوجية 
  )14.3.2(مثال

  خاصية انعزال مجموعة صفة تبولوجية 
  :البرهان 

)1       ليكن كل من  , )X   ،2( , )Y  ن َفضاء تبولوجيا بحيث أYX    
) إذا وفقط إذا كانX مجموعة منعزلة فيA إذا كانتيجب أن نبرهن )f A مجموعة منعزلة فيY .   

Xبما إن  Y   يوجد تشاكل تبولوجي  YXf :  
X . A مجموعة منعزلة فيAنفرض  A      

)ليكن  )y f A   يوجد x A بحيث أن ( )y f x  
Aبما أن  A     x A     

 مجموعة مفتوحة  G في X تحتوي x بحيث أن ( |{ })G x A     
( ) ( )y f x f G    

)  مفتوحة فان fبما أن الدالة )f Gمجموعة مفتوحة في Y   
)بما ان  |{ })G x A    (( |{ })) ( ) (( |{ }) ) ( )f G x f A f G x A f          

( ( ) |{ })) ( ) ( ( ) |{ ( )})) ( )f G y f A f G f x f A        
( ) ( ( )) ( ( ))f A f A y f A     وبالتالي ( )f A مجموعة منعزلة فيY  

   . الاتجاه الآخروبالمثل نبرهن 
  

  )3.2 (تمارين
  ،  ولوجي مكمل المنتهى على تب 1ولتكن .  الطبيعية الأعدادمجموعة لتكن  .1

         2 { , } { : }mA m     1} حيث, 2, , }mA m  1 أنبرهن على 2( , ) ( , )    
)لتكن  .2 1,1)X   وليكن ( , )XX ولوجي الاعتياديتبفضاء جزئيا من الفضاء ال( , )u. الدالة أن برهن على   

   :f X   1 المعرفة بالصيغة
( ) tan

2
f x x لكل Xx ولوجياتب  تشاكلا  تكون.َ  
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) ليكن كل من  .3 , )XX ، ( , )YY  لوجي الاعتياديالتبوالفضاء  من  َ فضاء جزئيا( , )u  .  أنبرهن على   
    YX   عندما  

,(0,1). ا ( , )X Y a b   
,[0,1] .ب [ , ]X Y a b   
,(0,1] .ج [ , )X Y a b   
,1) .د ), ( , )X Y a     

,(0,1) .هـ (0,1)X Y   
1ليكن   .4 2{ , , , }, { ,{ },{ },{ , }, }, { ,{ },{ },{ , }, }X a b c d a b a b X b c a b X        لة الداأنبرهن على   

    1 2: ( , ) ( , )f X X   بالصيغة( ) , ( ) , ( ) , ( )f d d f c a f b b f a c       ولوجيا تبتكون تشاكل.  
)1 ليكن كل من  .5 , )X  ،2( , )Y  ،3( , )Z  ولوجيا  ولتكنتبَفضاء:f X Y   تمرة ومس  دالة شاملة  

     :g Y Z دالة متباينة ومستمرة ,:g f X Z  كل من أن َولوجيا برهن على تب تشاكل ,f gتشاكلا     
   .اولوجيتب    

  
  Continuity in Metric  Spaces الاستمرارية في الفضاءات المترية  4.2

)1ليكن كل من   , )X d،2( , )Y d يقال عن الدالة. فضاء مترياYXf :بأنها مستمرة )Continuous( عند النقطة 
Xx 0 إذا كان لكل مجموعة مفتوحة Uفي Y تحتوي على النقطة )( 0xfتوجد مجموعة مفتوحة ،V في X 

تحتوي على النقطة
0
x بحيث أن ( )f V U .يقال عن الدالةf بأنها مستمرة على المجموعة XA إذا كانت f 

مستمرة عند كل نقطة fبأنها مستمرة إذا كانت fوبصورة عامة يقال عن الدالة . Aمستمرة عند كل نقطة من نقاط 
YXf يقال عن الدالة .Xمن نقاط  : بأنها تشاكل تبولوجي )Homeomorphism (الدالة إذا كانت f تقابلية 

ffوكل من   ,1نالفضائييويقال عن   دالة مستمرة YX إذا )  Homeomorphic( بأنهما متشاكلين  تبولوجيا ,
YXوجد تشاكلا تبولوجيا بينهما ويكتب   .  

  )1.4.2(رهنةمب
)1ليكن كل من , )X d ،2( , )Y d فأن الدالة .  فضاء مترياYXf : تكون مستمرة عند النقطة Xx 

0
 إذا وفقط إذا 

  :تحقق الشرط الأتي 
)0 لكل كرة  مفتوحة ( ))f xفيY توجد كرة مفتوحة ،)( 0xفيXبحيث أن  ))(())(( 00 xfxf      

  فان Xx بحيث أن لكل 0، يوجد 0لكل :   وهذا يكافئ الشرط الأتي
  ),())(),(( 0102 xxdxfxfd  

   : البرهان
   0x مستمرة عند النقطةf الدالة  أن      نفرض

)0نضع .  0ليكن  ( ))U U f x كرة مفتوحة في Y   
U  مجموعة مفتوحة  فيYلى النقطة  تحتوي ع)( 0xf.  
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 تحتوي على النقطة X في V توجد مجموعة مفتوحةX  في 0x مستمرة عند النقطة fبما أن 
0
x بحيث أن 

( )f V U.   
 تحتوي على النقطة X مجموعة مفتوحة  في V بما أن 

0
x   0 يوجد بحيث أن Vx )( 0    

 ))(()())(( 00 xfUVfxf    
  الاتجاه المعاكس 

  0x مستمرة عند النقطة f    نفرض الشرط في المبرهنة متحقق ونبرهن 
)( تحتوي على النقطة Yمجموعة مفتوحة في Uليكن  0xf   
0وجد  يبحيث أن Uxf  ))(( 0 توجد كرة مفتوحة  )( 0x في X بحيث أن   

))(())(( 00 xfxf     
)(نضع  0xVV  مجموعة مفتوحة  في  X تحتوي على النقطة 

0
x بحيث أن 

UxfxfVf  ))(())(()( 00   وعليه f0مستمرة عند النقطةx.  

  )2.4.2(مثال
)ليكن  , )d الدالة ين أن ب. فضاء متريا اعتياديا:f   المعرفة بالصيغة   2xxf  لكل x  تكون مستمرة  .  
  : الحل

0x      ليكن   0 وليكن  
2 2

0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( )( )f x f x x x x x x x x x x x          

00بما أن    xxxx     0   فان 0 0( ) ( ) ( ) (1)f x f x x x x x      

0     بما أن 0( )x x x x    
 0 0 0 0 0 0( )x x x x x x x x x x x x            10 كان  إذا  xx  فان 

10  xx 01  وعليه (2)x x   ،  (2)من,    نحصل على (1)

0 0 0( ) ( ) (1 2 ) (3)f x f x x x x      

نختار 















021
,1min

x

 . الآن  ليكنx  بحيث أن  0xx  





0

0 21 x
xx

 10 و  xx  0 0(1 2 )x x x       

  نحصل على) 3(من  )()( 0xfxf   

  الدالة f 0 مستمرة عند النقطةxوعلية الدالة fمستمرة .  
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  )3.4.2(مثال

)ليكن , )dبرهن على أن الدالة .  فضاء متريا اعتياديا:f   المعرفة بالصيغة  
x

xf
1

لكل x  كون ت

  . 2مستمرة عند النقطة 
    :الحل

   0      ليكن  

                )      0x لان (
21 1 2

( ) (2)
2 2 2

xx
f x f

x x x


      

1212131إذا كان   xxx    11
1

x
x

    x
x

x



2

2

1

2

2
  

نختار   2,1min .  

xالآن  ليكن     بحيث أن  2x  22x 12 و x    2
2

1
x ومنها نحصل على ، 

  ان       xfxf 2
2

1
2  

 الدالة f 2 مستمرة عند النقطة.  

  )4.4.2(مثال
)ليكن  , )dبرهن على أن الدالة.  فضاء متريا اعتياديا :f   المعرفة بالصيغة   

  













0,1

0,0

0,1

x

x

x

xf    

  . 0 ماعدا النقطة  مستمرة عند جميع نقاط 
  :الحل
0x ليكن. 0xسنبرهن أولا في حالة         01 بحيث)( 00  xxf  

rحسب كثافة الأعداد النسبية يوجد  . 0       ليكن    00 بحيث أن xr   .   
rxنضع   0   

)2,(),()( 0000 rxrxxx    
   0rبما أن 

}1{))(( 0 xf   
)1,1())(,)(())(( 000   xfxfxf  

))())((1)1,1(بما أن  00    xfxf  
0xrتلميح نضع(، 0xفي حالة وبالمثل نبرهن   .(   
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  فان  0 بحيث أن لكل 0 ، نبرهن على أنة يوجد 0وأخيرا نبرهن الدالة غير مستمرة عند النقطة 
))0(())0(( ff     

نأخذ 
2

1
   1 1

( (0)) ( (0) , (0) ) ( , )
2 2

f f f         

0   (0)ليكن ( , )      
}1,0,1{)),0((})0({))0,(()),(())0((   fffff  

))0(())0((1))0((بما أن   fff       f0  غير مستمرة عند النقطة.  

 )5.4.2(مبرهنة
)1ليكن كل من    , )X d ،2( , )Y dولتكن  فضاء متريا YXf : كانإذا. دالة مستمرة  ( , )ZZ d  َفضاء جزئيا من

)1الفضاء المتري  , )X d فأن Zf مقصور الدالة fعلى Z  تكون مستمرة.  
   :  البرهان

YZf  بما أن الدالة  Z : هي مقصور الدالة fعلى Z ( ) ( )Zf x f x  لكل Zx.  
   Y مجموعة مفتوحة  في Gن لتك

)1 مستمرة  fبما أن الدالة   )f G  مجموعة مفتوحة في X  
1( )Z f G  مجموعة مفتوحة فيZ  

1بما أن  1( ) ( )Zf G Z f G   حسب تعريف Zf  
 1 المجموعة( )Zf G  مفتوحة فيZf Z مستمرة .  

  
  )4.2(تمارين

),(ليكن .1 dX فضاء متريا وليكن ًXx 0 .برهن على ان الدالة:f X   معرفة بالصيغة ),()( 0xxdxf   
  .مستمرة تكون Xx لكل         

) مجوعة مغلقة في الفضاء المتري الاعتيادي A  لتكن  .2 , )d .  هل توجد دالة:f  بحيث تكون   
   .A وغير مستمرة على المجموعة cA         مستمرة على المجموعة 

  
   Uniform Continuity    الاستمرارية المنتظمة 5.2

)1ليكن كل من  , )X  ،2( , )Y يقال عن الدالة .  فضاء تبولوجيYXf : بأنها مستمرة بانتظام  علىX إذا كان 
) تحتوي النقاط Y فيUلكل مجموعة مفتوحة ), ( )f x f y توجد مجموعة مفتوحة V في Xتحتوي نقاط ,x y 

)بحيث أن )f V U .  من الواضح أن كل دالة مستمرة بانتظام تكون مستمرة والعكس غبر صحيح دائما.  

 )1.5.2(تعريف
)1 ليكن كل من  , )X d ،2( , )Y dيقال عن الدالة .  فضاء مترياYXf : بأنها مستمرة بانتظام  علىX إذا تحقق 
Xyx بحيث أن لكل 0، يوجد 0لكل :  الشرط الأتي  ,فان   
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  ),())(),(( 12 yxdyfxfd  
YXfيقال عن الدالة و : منتظم  بأنها تشاكل )Uniform Isomorphism (الدالة إذا كانت f  تقابلية وكل من 
ff ,1بانتظام  دالة مستمرة .  

  )2.5.2(مثال
)ليكن  , )dدالة  فضاء متريا اعتياديا ولتكن ال:f   المعرفة بالصيغة   3f x xلكل x فأنها  

  .مستمرة بانتظام
   )3.5.2(مبرهنة

  .       كل دالة مستمرة بانتظام تكون مستمرة والعكس غير صحيح دائما  
  :البرهان

)1    ليكن كل من  , )X d ،2( , )Y d فضاء متريا ، ولتكن الدالة YXf : ليكن.  مستمرة بانتظامXx 0 ،  
   0x تكون مستمرة عند النقطة fيجب أن نبرهن على أن الدالة

   0    ليكن 
Xyx بحيث أن لكل 0 يوجد  مستمرة بانتظام fلة     بما أن الدا ,فان   

  ),())(),(( 12 yxdyfxfd  
Xx بما أن   ),( فان Xx لكل 0 01 xxd يؤدي إلى ))(),(( 02 xfxfd  

   الدالة f 0 مستمرة عند النقطةxالدالة ه  وعلي f0 مستمرة لان النقطةxعلى التعين في  لاX  
  

  ير صحيح دائمايوضح العكس غس الأتي والمثال 
  )4.5.2(مثال
)ليكن  , )d فضاء متريا اعتياديا ولتكن الدالة :f   المعرفة بالصيغة   2xxf لكل x  فأنها مستمرة 

  :تي  الأموضح فيولكنها ليست مستمرة بانتظام كما )) 3.4.2(راجع المثال (
x, يوجد 0 بحيث لكل 0 سوف نبرهن يوجد   y   وان   

 yx يودي إلى  )()( yfxf  

k يوجد ارخميدس، باستخدام خاصية 0ليكن  بحيث أن 
k

1   

نضع 
k

kykx
k

yx
1

,
1

 2 ولكن
1

2)()(
2


k
yfxf   

 الدالة fبانتظام  غير مستمرة  . 

  )5.2(مارينت
) مجوعة مقيدة في الفضاء المتري الاعتيادي Aلتكن. 1 , )dلتكن ،و:f A   مستمرة بصورة منتظمة  .  

   . مقيدة f        برهن  على ان الدالة 
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  Separation and Countability  Axiomsبديهيات الفصل والعد    .3
عمل في هذا المجال عالم الرياضيات  .تبولوجيةفي تعريف الفضاءات ال لبديهية الفص تدخل

  .أندريه تيخونوف الروسي
0  فضاءات من نوع 1.3 1 2, ,       -Spaces  0 1 2, ,     

  )1.1.3(تعريف
)يقال عن الفضاء التبولوجي  , )X  بأنه يحقق   

x,إذا كانت) Kolmogorov(بديهية كولوموكروف . 1 y نقطتين مختلفتين في X فأنه توجد مجموعة ،  
  . تحوي احدهما ولا تحوي  الأخرX    مفتوحة في 

  ، فأنه توجد مجموعتان مفتوحتان X  نقطتين مختلفتين في ,yx إذا كانت Fréchet)(بديهيه فريشيه . 2
  . x ولا تحوي علىy والثانية تحوي على yولا تحوي على  x الأولى تحوي علىX    في

x,يوجد      بعبارة أخرى  yG G  بحيث أن ( , ) ( , )x x y yx G y G y G x G      

   فأنه توجد مجموعتان X  نقطتين مختلفتين في ,yxإذا كانت )  Hausdorff(بديهية هاوزدورف . 3
   . yخرى تحوي على  والأx   مفتوحتان متنافيتان احدهما تحوي على 

x,  بعبارة أخرى توجد   yG G  بحيث  أن x yG G   وان  ,x yx G y G .  

  )2.1.3(تعريف
)يقال عن الفضاء التبولوجي  , )X   بأنه   

  إذا حقق بديهيه كولوموكروف) 0) -Space0 -فضاء . 1
  .إذا حقق بديهيه فريشيه ) 1) -Space1 - فضاء. 2
  . إذا حقق بديهية هاوزدورف) Hausdorff  Space(أو فضاء هاوزدورفي   )2T  Spaces) -2Tفضاء . 3

  )3.1.3(مثال 
}ليكن. 1 , }, { ,{ }, }X a b a X   .نلاحظ أنX 0  فضاءلأنة a bوان { }G a مجموعه   

  .b  ولا تحوي على a  تحوي على X    مفتوحة في
}ليكن . 2 , , }, { ,{ }, }X a b b b X   . فأنX 0 ليس فضاء لأن ca  ولكن لا توجد مجموعة   

  .  تحوي على احدهما ولا تحوي على الأخرX في G    مفتوحة 
  )4.1.3(مثال 

  0كل فضاء تبولوجي متماسك يحوي على أكثر من نقطة فانه  ليس فضاء  . 1
   0كل فضاء تبولوجي مبعثر يكون فضاء. 2
  .0 فضاء تبولوجي المكل المنتهي يكون فضاءكل. 3

  : لحل
)ليكن . 1    , )X  فضاء تبولوجي متماسك { , }X      

x,     لتكن y X بحيث x y  لا توجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث تحوي على احدهما   
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  .     ولا تحوي على الآخر
)ليكن. 2  , )X ولتكن.  فضاء تبولوجي مبعثر,a b X بحيث a b  نضع { }G G a  مجموعة مفتوحة في 

X تحتوي على a ولا تحتوي على b . ( , )X   0 فضاء .  

  )5.1.3(مبرهنة 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي فان العبارات التالية متكافئة   

1 .( , )X  0 - فضاء   
  . َانغلاقا كل نقطتين مختلفتين يكون مجموعتين مختلفتين . 2

a,   بعبارة أخرى إذا كانت b Xبحيث  a b فأن    ba  .  
xلكل . 3 X فان { }x  هي  اتحاد مجموعات مغلقة   

  : البرهان 
      (2) (1)  

x,ليكن .  y Xبحيث  x y   
)بما أن   , )X  0 - فضاء    توجد مجموعة مفتوحة G في X تحتوي على احدهما ولا تحتوي على الأخرى  .  

y,أي أن  , y ولا تحتوي على x تحتوي على Gولتكن  G x G   

 cG  مجموعة مغلقة في X بحيث أن ,c cx G y G    
}بما أن  } { } { }y y y y    
}بما أن  }y تساوي تقاطع جميع المجموعات المغلقة في X والتي تحتوي على { }y وكذلك{ } cx y x G   
}ولكن  } { } { }x y a x    

(2) (3)  
x  ليكن  X . يحب أن نبرهن { }x  هي  اتحاد مجموعات مغلقة   
} ليكن  }y x     
}بما أن  }y x x x       
}بما أن  } { }x y وعليه { }x y    
}بما أن  }y y، { }z x و { } { } { }x x x    { }y x   وعليه  { } { }y x  
}بما أن  } { }y y x     

}وعليه فان    } {{ }: { } }x y y x     أي أن { }x هي  اتحاد مجموعات مغلقة    
(1) (3)  

x,   ليكن y X بحيث أن x y .  هنالك احتمالان أما{ }y x  أو  { }y x    
}إذا كانت . 1 }y x    

}    بما أن  }x  ، فانه توجد مجموعة مغلقة هي  اتحاد مجموعات مغلقةAبحيث أن{ }y A x    
cG      نضع  G A  مجموعة مفتوحة تحتوي على x ولا تحتوي على y   
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}إذا كانت . . 2 }y x  فانه  { }y x   
})      نضع  })cG G x  مجموعة مفتوحة تحتوي على y ولا تحتوي على x   

)      في كلتا الحالتين  , )X  0 - فضاء.  

  )6.1.3(مثال 
}لتكن . 1 , , }, { ,{ },{ },{ },{ , },{ , },{ , }, }X a b c a b c a b a c b c X    

Xba لأنة1  فضاء X    نلاحظ أن , وان  ba  .  نأخذ{ }, { }a bG a G b ,a bG G     
)    وان  , ) ( , )a a b ba G b G a G b G      

} ليكن. 2 , , }, { ,{ },{ , },{ , }, }X a b c a a b a c X   نلاحظ أن ،   
  X 1 ليس فضاءT  لأن Xba , وان  ba  . 2ولا يمكن إيجادbG  بحيث bb GbGa  ,   

  )7.1.3(مثال 
) برهن على أن الفضاء التبولوجي الاعتيادي  , )u1 - يكون فضاء  

  : الحل 
x,      ليكن  y بحيث yx  . نفرضyxxyk  0  

 كل من ( , ), ( , )
4 4 4 4x y

k k k k
G x x G y y      مجموعة مفتوحة في    وأن   

),(),( yyxx GyGxGyGx       ( , )u  1 فضاءT   

  )8.1.3(مثال 
)الفضاء التبولوجي المكمل المنتهي  , )1 - يكون فضاءT حيث  تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية   

  : الحل
a,     ليكن  b  بحيث ba   . نضع|{ }, |{ }a bG b G a    

 ),(),( bbaa GbGaGbGa  
بما أن كل من     ba     مجموعة منتهية في ,

 كل من ba GG )     مجموعة مفتوحة في , , )1 -  فضاءT    

  )9.1.3(مبرهنة 
)ليكن  , )X رات التالية متكافئة  فضاء تبولوجي فان العبا  

1 .( , )X  1 - فضاءT   
xلكل . 2 X فان { }xمجموعة مغلقة   
xلكل . 3 X فان { }x     

  : البرهان 
             (2) (1)   

}يجب أن نبرهن على أن  . Xxلتكن      }x مجموعة مغلقة   
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}ليكن  }cy x y x   
) بما أن   , )X 1 - فضاءT   توجد مجموعة مفتوحة yG في X بحيث آن yy GxGy  ,  

{ } int({ } ) { }c c c
yx y x y G x      مجموعة مفتوحة في X    

{ }x  مجموعة مغلقة في  X  
 (3) (2)  

}يجب أن نبرهن على أن  . Xx لتكن  }x    
}نحصل على ) 2(من  }x  مجموعة مغلقة { } { }x x    

}بما أن  } { } { } { } { } { }x x x x x x        
}بما أن  } { }x x x     

(1) (3)  
x,ليكن  y X بحيث أن x y   
}نحصل على ) 3(من  }x   وهذا يؤدي إلى { }y x  أي يوجد مجموعة مفتوحة ،  yG في X تحتوى على y 

}بحيث أن  }yG x    yx G    

}وبالمثل  }y   وهذا يؤدي إلى { }x y  أي يوجد مجموعة مفتوحة ،  xG في X تحتوى على x بحيث أن 
{ }xG y    xy G  .   وبالتالي فان( , )X  1 فضاءT.  

  )10.1.3(نتيجة 
)الفضاء التبولوجي  , )X  1 يكون فضاءT إذا وفقط إذا كانت كل مجموعة جزئية منتهية فيه مغلقة   

  )11.1.3( مثال
   ومنتهي يكون مبعثر 1T كل فضاء   

  : الحل 
),( مجموعة منتهية وليكن X    ليكن  X 1 فضاءT . يجب ان نبرهن على أن),( Xمبعثر  .  

XAXAAلتكن  cc  مجموعة منتهية  لأن X مجموعة منتهية   
),(بما أن   X1 - فضاءT  cAجموعة مغلقة في  مX   

 A مجموعة مفتوحة في X  A وعليه ),( X فضاء تبولوجي مبعثر   

  ) 12.1.3(مثال 
),(الفضاء التبولوجي  برهن على أن  X 1 يكون فضاءT إذا وفقط إذا كان   يحتوي على التبولوجي المكمل

   X على المنتهي 
  : الحل 

),(     نفرض  X1 - فضاءT ولتكن  A   cA مجموعة منتهية في X   
),(بما أن  X 1 فضاءT  cAمغلقة في  مجموعة X  A مجموعة مفتوحة فيX   

 A     
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نفرض .  الاتجاه الآخر  لتكن  ، A مجموعة منتهية في X    cc AA   
),(X  مغلقة في  مجموعة X  A مجموعة مفتوحة في cAوعليه  X1 - فضاءT   

  )13.1.3(مبرهنة 
) ليكن  , )X  1 فضاءT ولتكن XA  

1 .Ax  إذا كان لكل مجموعة مفتوحة  إذا وفقطGفي X حاوية على x تحتوي على عدد  غير   
  A     منتهي من نقاط 

A منتهية فأن Aإذا كانت . 2    
   :  البرهان 

Axنفرض .  1    لتكن  ،G مجموعة مفتوحة في X بحيث ان Gx  
AGيجب أن نبرهن على ان  غير منتهي من النقاط     يحتوي على عدد  

AGنفرض . سنبرهن بطريقة التناقض   يحتوي على عدد منتهي من النقاط   
1لتكن  2( |{ }) { , , , }nG A x x x x   بما أن ، ( , )X  1 فضاءT , 1المجموعة 2{ , , , }nx x x منتهية    
 1 2{ , , , }nx x xمجموعة مغلقة في X  1 2{ , , , }cnH x x x  مجموعة مفتوحة في X  
 H مجموعة مفتوحة في X، Hx ، ( |{ })H G x    

x A   وهذا  تناقض وعليه G A يحتوي على عدد غير منتهي من النقاط   
  ) مباشرة Aينسخ من تعريف (واضح  .  الاتجاه الآخر

1نفرض .  مجموعة منتهية Aبما أن . 2 2{ , , , }nA a a a   
),(   بما أن  X 1 فضاءT A مجموعة مغلقة في X  AA   

2وكذلك المجموعة  3{ , , , }nB a a a  أيضا منتهية وعليه B مجموعة مغلقة    
 cB مجموعة مفتوحة في X  ،cBa 1 1 ، بما أن 1( |{ })ca A B A a      

A   A لا تنتمي إلى Aوبالمثل نبرهن  أي نقطة أخرى من نقاط     

  )14.1.3(مثال 
),( ليكن  X 1 فضاءT ولتكن  x قاعدة محلية عند النقطةx وليكن Xy بحيث أن xy  على  فأن يوجد
الأقل   xV  بحيث أن Vy  

  : البرهان 
),(     بما أن   X 1 فضاءT بحيث yx    

  توجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث ان GyGx  ,  
حسب تعريف القاعدة المحلية ، يوجد  xV   بحيث أن x V G   ،   

yبما أن  V y G  .  

  )15.1.3(مثال 
   2Tكل فضاء تبولوجي مبعثر يكون فضاء 
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  : الحل 
),(كن       لي X فضاء تبولوجي مبعثر .  
Xba لتكن  , بحيث آن ba    
نضع    bGaGGG baba  , وان ba GG ,، ba GbGa  ,  
 ),( X 2 فضاءT    

  )16.1.3(مثال 
)  برهن على أن الفضاء التبولوجي الاعتيادي  , )u 2 يكون فضاءT   

  : الحل 
x,       ليكن  y  بحيث أن yxyxyx  00  

yxنضع  
3

1 . لتكن     xyGxxG yx ,,,  

 yx GyGx , ،uyx GG , و yx GG   

 ( , )u 2 فضاءT   

  )17.1.3(مثال 
),(ليكن  X فضاء تبولوجي مكمل المنتهى حيث X 2برهن على انه يكون فضاء .  تحتوي على الأقل  عنصرينT إذا 

   مجموعة منتهية Xوفقط إذا كانت
  :  الحل 

),(    نفرض   X 2 فضاءT   
Xbaليكن  , بحيث أن ba     

),(بما أن  X 2 فضاءT   يوجد ba GG a بحيث أن , bG G    
aبما أن  bG G    ( )c c c c

a b a bG G X G G      

a,بما أن  bG G   كل من c
a

c
b GG    مجموعة منتهية X مجموعة منتهية وعليه ,

   مجموعة منتهية Xنفرض . الاتجاه الآخر
),(بما أن  X فضاء تبولوجي  مكمل المنتهى   

 ),( X فضاء تبولوجي مبعثر   
 ),( X 2 فضاءT  

  )18.1.3(مثال 
   ومنتهي يكون مبعثر 2T كل فضاء 

  : الحل 
),(     ليكن X 2 فضاءT بحيث X مجموعة منتهية   

),(يجب أن نبرهن على  X مبعثر   
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),(بما أن   X 2 فضاءT  ),( X1   فضاءT وعليه ),( X فضاء مبعثر   

  )19.1.3(مثال 
ليكن كل من  2,Y, 1,X ولتكن كل من .  فضاء تبولوجيYXfYXg    .  دالة مستمرة:,:

إذا كان 2,Y2 فضاءT  فان المجموع  )}()(:{ xgxfXxA  تكون مغلقة  
  : الحل 

)      ليكن  ) ( ) cf x g x x A x A     
)بما أن  ), ( )f x g x Y , 2,Y 2 فضاءT   

 2 توجد, HG بحيث آن     HxgGxf  G وان , H    
gfبما أن كل من  1 دالة مستمرة , 1

1( ), ( )f G g H    1 وان 1( ), ( )x f H x g H    
       HgGfx 11   

نضع    HgGfB 11  .  يجب أن نبرهن على انcAB  أي نبرهن ،AB .  
Bنفرض  A    يوجد على الأقل عنصر واحد ينتمي إلى B A وليكن a مثلا   

 1 1( ), ( ), ,a g H a f G a A a B a A        
 ( ) , ( ) ,g a H f a G a A    
 ( ) ( ) ( ) , ( ) , ( ) ( )f a g a G H g a H f a G f a g a        
 G H   وهذا تناقض  c cA x B A   مجموعة مفتوحة   

   مجموعة مغلقة Aوعليه  
  )20.1.3(مبرهنة 

   2Tكل فضاء متري يكون فضاء 
  : رهان الب

)            ليكن  , )X d فضاء متريا   
x,ليكن y Xبحيث أن x y  ( , ) 0d x y r   

2 2

( ), ( )r rx y  مجموعتان مفتوحتان في X             

بحيث أن
2 2

( ), ( )r rx x y y   و  
2 2

( ) ( )r rx y    فان  ( , )X d 2 فضاءT  

  )21.1.3(مبرهنة 
1iTكل فضاء   يكون iT 0,1   لكلi  والعكس غير صحيح .  

  : البرهان 
0iعندما . 1  .   1يجب أن نبرهن كل فضاءT 0 يكونT والعكس غير صحيح  .   

),(         نفرض  X 1 فضاءT . ليكنXba , بحيث ba    
 توجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث ان GbGa  ,     ),( X0 - فضاء   

  َ والمثال التالي  يوضح العكس غير صحيح دائما
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}   ليكن  , }, { ,{ }, }X a b a X    فان ),( X 0 فضاء 1  ولكن ليس فضاءT  
Xba  لان  , ، ba  ولكن لا توجد مجموعة مفتوحة G في X بحيث أن  GbGa  ,  

1iعندما . 2  .   2يجب أن نبرهن كل فضاءT 1 يكونT والعكس غير صحيح  .    
),(        نفرض   X 2 فضاءT   

Xba  ليكن  , بحيث أن ba    
 توجد ba GG , بحيث أن , ,a b b aG G b G a G    
 ( , ), ( , ), ,b b a a a ba G b G b G a G G G       
  ),( X 1 فضاءT   

  والمثال التالي يوضح العكس غير صحيح دائما 
) تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية فان الفضاء التبولوجي المكمل المنتهي  إذا  كانت  , )   1يكون فضاءT وليس  

   مجموعة غير منتهية  لان 2Tفضاء 

  )22.1.3(مبرهنة 
0,1,2i  لكل iT   صفة كل من   صفة وراثية  .  

  : البرهان 
0i عندما .1    

)   ليكن  , )YY  فضاء جزئيا من الفضاء التبولوجي ( , )X حيث ( , )X 0 - فضاءT     .  

)   يجب أن نبرهن  , )YY 0 -  فضاءT .  
a, ليكن  b Y بحيث أن ba    

a,بما أن   b X Y X    
ن بما أ ,X0 - فضاءT    توجد مجموعة مفتوحة G في X تحتوي على احدهما ولا تحتوي على الأخرى  .

GaGbنفرض مثلا   ,  
)بما أن  , )YY  فضاء جزئيا من َ َ( , )X   H G Y  مجموعة مفتوحة في Y  
a,بما أن  H a Y a G    وكذلك بما أن ،b H b G    

 Hتوحة في  مجموعة مفY تحتوي على a ولا تحتوي على b   ( , )YY 0 - فضاءT   
1iعندما . 2    

),(ليكن  X 1فضاءTو ليكن ( , )YY  فضاء جزئي من ),( X.  
يجب أن نبرهن  YY , 1 فضاءT . ليكنYa   

XYXaبما أن   وكذلك بما أن ),( X  1فضاءT   a مجموعة مغلقة في X   
   Ya  مجموعة مغلقة في Y  

}ولكن  } { }a Y a  لان { }a a Y مجموعة مغلقة في Y  ( , )YY 1 - فضاءT    
2iعندما . 3    
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),(   ليكن  X 2فضاءT و ليكن  YY ,ضاء جزئي من  ف),( X. يجب أن نبرهن YY , 2 فضاءT .  
Ybaليكن  , بحيث أن ba    

XYXbaبما أن  ,  
),(بما أن  X 2 فضاءT  توجد ba GG abba بحيث أن , GaGbGG  ,,  
YGHYGHنضع  bbaa  ,  
 ba HH ba  وان , HbHa   و, ba HH   
 YY , 2 فضاءT    

  )23.1.3(مبرهنة 
0,1,2i  لكل iT  صفة كل من  صفة تبولوجية  .  

  : البرهان 
0iعندما . 1   

ليكن كل من  1 2, , ( , )X Y  فضاء تبولوجيا بحيث أن YX  .  يجب ان نبرهن على ان 1,Xيكون فضاء  - 

0T إذا وفقط إذا كان  2,Y0 - فضاءT.  
YXبما ان    توجد تشاكل تبولوجي YXf :  
نفرض  1,X0 - فضاءT .لتكنYyy 21 21  بحيث ان , yy   

Xxx يوجد  شاملة fبما أن الدالة  21  بحيث ان ,    1122 , yxfyxf   
21بما أن  yy      21 xfxf  21 وعليه xx )  حسب تعريف الدالة(  
بما أن  1,X 0 فضاءT  توجد مجموعة مفتوحة G  فيX بحيث تحتوي على احدهما ولا تحتوي على الأخرى  .
1نفرض  2,x G x G   

  مفتوحة fبما أن الدالة  Gf مجموعة مفتوحة في Y   
بما أن      1 1 1y f G f x f G x G      

Gxبما أن  2 , الدالةf متباينة      2 2y f G f x f G     

  Gf مجموعة مفتوحة في Y 1 تحتوي علىy 2 ولا تحتوي علىy    2,Y0 - فضاءT .  
نفرض  :  الاتجاه الأخر  2,Y 0- فضاءT   

Xxxلتكن  21 21 بحيث أن , xx    
  متباينة fبما أن الدالة    21 xfxf    

)2بما ان   , )Y  0- فضاءT  توجد مجموعة مفتوحة G في Yوي على الأخرى  بحيث تحتوي على احدهما ولا تحت .
1نفرض  2( ) , ( )f x G f x G   
بما أن  1 1 1

1 1 1( ( )) ( ) ( )x f G f f x f G f x G       )   لانf متباينة (  

بما أن  1 1 1
2 2 2( ( )) ( ) ( )x f G f f x f G f x G        
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Y   مجموعة مفتوحة في G مستمرة ،  fبما أن الدالة  Gf 1 مجموعة مفتوحة في X   
  Gf 1 مجموعة مفتوحة في X 1 تحتوي علىx 2 ولا تحتوي علىx   
   1,X0 - فضاءT.  
1iعندما . 2   

ليكن كل من  1,X  ،2( , )Y  فضاء تبولوجيا بحيث أن YX  .  يجب أن نبرهن على أن 1,Xيكون فضاء - 

1T إذا وفقط إذا كان  2,Y1 - فضاءT.  
YX بما أن    يوجد تشاكل تبولوجي YXf :  
)1نفرض  , )X 1ء  فضاT .  لتكنYy بما أن الدالة  ، f شاملة   

 يوجد Xx بحيث أن   yxf   
)1بما أن , )X  1 فضاءT   x مجموعة مغلقة في X ،   

  مغلقة fبما أن الدالة   xf مجموعة مغلقة في Y   
}ولكن  } ({ }) { }y f x y قة في  مجموعة مغلY    2( , )Y 1 - فضاءT   

)2نفرض . الاتجاه الأخر , )Y 1 - فضاءT ليكن  ،   XxYxfy   
)2بما أن , )Y  1 - فضاءT    y مجموعة مغلقة في Y   

}) 1 مستمرة fبما أن الدالة  })f y مجموعة مغلقة في X 1 ،  ولكن({ }) { }f y x  لأن الدالة f متباينة   
  x مجموعة مغلقة في X   ),( X 1 فضاءT   
2iعندما . 3   

  ليكن كل من  1,X  ، 2( , )Y ، فضاء تبولوجيا بحيث أن  YX    

 أن  يجب أن نبرهن على  1,X2 يكون فضاءTإذا وفقط إذا كان ),( 2Y 2 فضاءT.  
YXبما أن    يوجد تشاكل تبولوجي YXf :  
نفرض  1,X 2 فضاءT .  لتكنYyy 21 21  بحيث أن , yy   

Xxx يوجد  شاملة fبما أن الدالة  21  بحيث أن ,  2211 )(, yxfyxf   
2121بما أن  )()( yyxfxf  .  

متباينة fبما أن الدالة  21 xx   
بما أن 1,X 2 فضاءT  121 توجد

, xx GG بحيث أن   

1 2 1 21 2, ,x x x xG G x G x G     

),()( 2 مفتوحة  fبما أن الدالة 
21

xx GfGf  
 )(),(

21 21 xx GfyGfy     

نضع 
1 1 1 1 1 12, ( ), ( )y y y x y xH H H f G H f G     

 211
, yy HH وان  

21 21 , yy HyHy      
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 وكذلك  )()()(
212121 xxxxyy GGfGfGfHH   

   2,Y 2فضاءT  
  .وبالمثل نبرهن الاتجاه الأخر

  )1.3(تمارين 
} ليكن .1 , , }, { ,{ },{ , }, }X a b c a a b X   هل أن  ( , )X  0 فضاءT ؟ مع البرهان   
} ليكن . 2 , , }, { ,{ },{ , }, }X a b c a b c X   هل أن  ( , )X  0 فضاءT؟ مع البرهان   
   . 0Tفضاء تبولوجي مكمل منتهي يكون  فضاء  برهن على كل . 3
1بحيث أنX تبولوجي على المجموعة غير الخالية ,21 ليكن كل من.4 2  . برهن على أن  

 إذا كان.ا 1,X 0 فضاءT فان  2,X 0 فضاءT.  
إذا كان. ب 1,X 1 فضاءT فان  2,X 1 فضاءT.  
إذا كان. ج 1,X 2 فضاءTفان   2,X 2 فضاءT.  

} مجموعة غير خالية وليكن X لتكن.5 } { : }p A X p A      برهن على أن  ( , )pX  0 فضاءT.   

} ليكن . 6 , } {( , ) : }a a         برهن على أن( , ) 0 فضاءT .   
),( بحيث أن Xعلى يوجد اصغر تبولوجي وحيدXرهن على أن كل مجموعة ب. 7 X 1فضاءT .  
  . 1T يكون تبولوجي X على أي مجموعة 1Tبرهن على أن كل تبولوجي انعم من تبولوجي  . 8
) الفضاء التبولوجي . 9 , )X  2 يكون فضاءTإذا وفقط إذا كان لكل   x X فان   

       { } { : }xx A A N  حيث xN تمثل عائلة جميع الجوارات للنقطة x  

) الفضاء التبولوجي . 10 , )X  2 يكون فضاءTقط إذا كان لكل   إذا وف,x y X حيث x y توجد   

          A  بحيث أن x A ، y A.   



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                 )1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              3(                    محاضرة  رابعمستوى   / أوليةدراسات(  
  3:  عدد وحدات 1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 102 

3 فضاءات من نوع 2.3 4,  - Spaces  3 4,   
  )1.2.2(تعريف

)يقال عن الفضاء التبولوجي  , )X  فضاء منتظم  بأنه)Regular (إذا حقق بديهية فياتورس)Vietoris( الاتية  :  
توجد مجموعتان مفتوحتان متنافيتان  ،فأنه Aلا تنتمي  إلى Xة في  نقطxوكانت X مجموعة مغلقة في Aإذا كانت 

   . x والأخرى تحوي على Aاحدهما تحتوي على 
A,بعبارة أخرى توجد   xG G  بحيث  أن A xG G    وان   ,x Ax G A G .  

),(ويقال عن  X3  بأنه فضاءT Spaces) -3T  (  إذا كان),( X 1 و  منتظمT.  
  ) 2.2.3(مثال 
ليكن     cbaXXcba ,,,},{,,   .هن على أن بر),( X 3  منتظم وليسT.  
  الحل

,},,{},{هي   X          المجموعات المغلقة في  acbX  
},{إذا كانت .1 baA  و ax   

,},{},{نضع       cbGaGGG AaAa وان   Aa GG وكذلك Aa GAGa  ,   
aA}{إذا كانت  .2   

bx) ا(   
,},,{}{نضع  aGcbGGG AbAb  وان  Ab GG وكذلك Ab GAGb  ,   

cx) ب(   
,},,{}{نضع  aGcbGGG AcAc  وان  Ac GG وكذلك Ac GAGc  ,   
  ,Xفضاء  منتظم.  

XX ليست مغلقة في b}{ بما أن  ),( 1 ليس فضاءTوعلية ),( X   3ليس فضاءT.  

  ملاحظة
  .  أن المثال أعلاه بين الفضاء المنتظم ليس بالضرورة أن يكون فضاء هاوزدورفي

  )3.2.3(مثال 
      برهن على أن الفضاء التبولوجي الاعتيادي  , u 3 يكون فضاءT   

  :الحل 
AAAx  بما أن  Ax بحيث أن x وليكن  مجموعة مغلقة  في A       ليكن   

 بحيث أن 0يوجد    Axx ),(.  

(:{ نضع 
4

,
4

{(),,
4

( AyyyGxxG Ax 
  

 Ax GAGx , ،  
بما أن  , uفضاء تبولوجي اعتيادي  uAx GG ,   
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Ax بقي أن نبرهن على أن   GG   
xنفرض. سنبرهن بطريقة التناقض AG G يوجد  x Az G G      Ax GzGz  

)
4

,
4

()
4

,
4

( 00


 yyzxxz لبعض Ay 0  


44 0


yzxz  




44
)()( 000 yzzxyzzxyx  

 ),(0  xxy وهذا تناقض لان Ay 0 وعلية  , u ، فضاء منتظم    

 أنوبما  , u 1 فضاءT    , u 3 فضاءT  

  )4.2.3(مثال 
   3Tكل فضاء تبولوجي مبعثر يكون فضاء 

  :الحل 
),(      ليكن  X فضاء تبولوجي مبعثر .  

   Ax بحيث أن Xx وليكن X  مجموعة مغلقة فيA لتكن
نضع   AGxGGG AxAx  ,   

),(بما أن  X  مبعثر  Ax GG ,  
 ),( X وبما  أن  .   منتظم),( X  1فضاءT   ),( X 3 فضاءT  

  )5.2.3(مثال 
} تمثل مجموعة الأعداد الطبيعية وليكن  لتكن  } { : }mA m         2,1,{ ب حيث.{  mmmAm 

),(هل أن .  )15.1.1راجع المثال  (mلكل  Nفضاء منتظم ؟.   
  : الحل 

6 ولتكن A}2,1,0{       ليكن  xAx  
 },5,4,3{ CA   مجموعة مفتوحة في A   مجموعة مغلقة في  وان Ax   

0A   هي المجموعة المفتوحة الوحيدة في  وتحتوي على A  
   6  وتحتوي على6,5,4,3,2,1,0m حيث mAوبما ان 
yxتوجد مجموعتين مفتوحتين منفصلتين    لا6,5,4,3,2,1,0m لكل mAولذلك   GG ,  

Axبحيث ان  GAGx  ,  ( , ) فضاء غير منتظم .  
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  )6.2.3(مبرهنة 
),(الفضاء التبولوجي  Xكان لكل إذا وفقط إذاكون منتظم  ي Xx ولكل جوار V إلى x يوجد جوار u إلى x 

Vu إنبحيث   .  أخرىبعبارة ),( Xكانت عائلة الجوارات المغلقة الى النقطة إذا وفقط إذاتظم  يكون من x .
  .xتشكل قاعدة محلية عند النقطة 

   : البرهان
),(نفرض      X فضاء منتظم   
VAx بحيث ان X في A توجد مجموعة مفتوحة x   النقطة إلى جوار Vليكن       
  باستخدام تعريف الفضاء المنتظم ، CAx وان X مغلقة في CA أنبما   

Axجد يو   GG CAx أن بحيث , GG  ، CA

C
x GAGx  ,    

    C

C
x A

G G      C

A

C

Ax CC GGG  )(  

CC  وكذلك  A

CC

A
GAVAG  

Cنضع 

ACGuVu  

),(نفرض الشرط في المبرهنة متحقق ونبرهن  : الأخرالاتجاه  Xفضاء منتظم .  
BxBx بحيث ان Xx ولتكن X مجموعة مغلقة في Bلتكن  C   
CBu بحيث ان x الى u توجد مجموعة جوار x وتحتوي على X مجموعة مفتوحة في CB أنبما   

uGx بحيث ان X في Gتوجد مجموعة مفتوحة     
 uGBGGBC CC)( وعليه CG)( مجموعة مفتوحة في X تحتوي على B .  

CGGكذلك   إلى يؤدي CGG )( ),( Xفضاء منتظم .  

  ملاحظة
   - :الأتي بالشكل أعلاهيمكن صياغة المبرهنة 

),( X إلى كان  كل جوار مفتوح إذا وفقط إذا يكون منتظم Xx إلى أخر يحتوي على انغلاق جوار مفتوح x.  

  )7.2.3(مبرهنة 
  ً. والعكس غير صحيح دائما2T يكون فضاء 3T    كل فضاء 

   :البرهان
),(     ليكن  X 3 فضاء),( TX 1   فضاء منتظم و فضاءT.  

),(يجب أن نبرهن على  X  2 فضاءT  
Xyxليكن  , أن بحيث yx .  
),( أنبما  X 1 فضاء}{ TyA  مجموعة مغلقة في X.  
yxAx أنبما    
),( أنبما  X منتظم  يوجد Ax GG  أن بحيث , AxAx GGGAGx ,,  
Ax GG  وان , AxAx GGGyGx ,, ),( X 2 فضاءT.  
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   يوضح العكس غير صحيح دائماالأتيوالمثال 
 كانت أذا وفقط إذا A لأتيكا  معرفا على  الحقيقية الأعداد تمثل مجموعة لتكن  }:)({ NnpuA n  

,)(}:{حيث  NkknppuN n  الطبيعية ان الأعداد تمثل مجموعة ),(  2 فضاءTولكن غير منتظم . 

  )8.2.3(مبرهنة 
  .صفة الانتظام صفة وراثية  
   :البرهان
),( ليكن   yY  فضاء جزئيا من الفضاء التبولوجي المنتظم ً),( X.  

),( نبرهن أنيجب    yY فضاء منتظم .  

  By بحيث Yy وليكن Y مجموعة مغلقة في Bلتكن 
 YAB  حيث A مجموعة مغلقة في X  
ByYAy أنبما     
YyAy أنبما  .  
),(  إنبما  Xفضاء منتظم    يوجد Ay GG  بحيث ان , Axyy GGGAGy ,,  

YGHYGHنضع  AByy   ,  

 YBy HH , وان  By HBHy  ,  
  YYGGYGYGHH AyAyBy  )()()(  

),( YY فضاء منتظم ..  

  )9.2.3(نتيجة 
   صفة  ورائية 3Tصفة   

  )10.2.3(مبرهنة 
  .فة الانتظام صفة تبولوجية  ص  
   : البرهان
ليكن كل من    2,X, 1,X   فضاء تبولوجيا بحيث أن YX  بحيث أن نبرهن على أن ),( 1X فضاء 

منتظم إذا وفقط إذا كان  2,Yفضاء منتظم .  
YXبما أن   يوجد تشكل تبولوجي YXf :.  
نفرض  1,X لتكن .  فضاء منتظمB مجموعة مغلقة في Y وليكن Yy بحيث أن By.  
 مستمرة  fلدالة بما أن ا )(1 Bf مجموعة مغلقة في X  

yxf بحيث Xx يوجد  شامل fبما أن الدالة  )(.  
ByBfyfxبما أن    )()( 11  
بما أن  1,X فضاء منتظم  1 يوجد)(, Bfx GG بحيث أن   
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 


)()(

1
11 ,)(,
BfxBfx GGGBfGx  

(2 مفتوحة fبما ان الدالة 
)(),( 1  Bfx GfGf  

xxبما ان  GxGfxfy  )()(  
بما ان 

)(

1

)(

1
11 )()()((
BfBf

GBfGfBffB   )  لان الدالةfشاملة (  

)())( متباينة                                    fبما أن الدالة 
)()( 11 BfxBfx GGfGfGf     

                                                              )(()(
)(1 fGfGf

Bfx     

 2,Yوبالمثل نبرهن الاتجاه الأخر.  فضاء منتظم.  
  

    4T         -Spaces4T-  فضاءات 3.3
  )1.3.3(تعريف 

),(يقال عن الفضاء التبولوجي  X بأنه فضاء سوي )Normal (ذا حقق بديهية يوزيزون  إ)Urysohn( الآتية  : 
، فأنة توجد مجموعتان مفتوحتان متنافيتان  تحتويان على X فيتين مغلقتين متنافيتين مجموع,BAإذا كانت 

BA,  على التوالي،  بعبارة أخرى توجدBA GG  بحيث  أن , BA GG  وان   BA GBGA  ,.  
),(ويقال عن  X 4 بأنه فضاءT Spaces) -4T  ( إذا كان),( X 1 سويا وفضاءT. 

  ) 2.3.3(مثال 
ليكن          cbaXXcba ,,,},{,,   . برهن على أن),( X 3  سوي وليسT.  
  :  الحل

,},,{},{هي   X          المجموعات المغلقة في  acbX  
},{},{ إذا كانت  cbBaA    

BGAGGGنضع  BABA  ,,  وان  BA GG وكذلك BA GBGA  ,   
  ,Xفضاء  سوي.  

XX ليست مغلقة في b}{ بما أن  ),( 1 ليس فضاءTوعلية ),( X 4  ليس فضاءT.  

  ملاحظة
  .  أن المثال أعلاه بين الفضاء السوي ليس بالضرورة أن يكون فضاء هاوزدورفي

  )3.3.3(مثال 
      برهن على أن الفضاء التبولوجي الاعتيادي  uR , 4 يكون فضاءT   

    :الحل
 بحيث أنR مجموعة مغلقة  في ,BAن        ليكن كل م BA.  

Ax  وليكن  BxBx c    
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cBxx بحيث أن 0 يوجد  R مجموعة مفتوحة في cBبما أن   ),(   
  Bxx ),(.  

(:{ نضع 
2

,
2

{( AxxxGGA AA 
  

   بحيث أن0 فانه يوجد Byإذا كان: وبالمثل نبرهن على أن 

(:{نضع 
2

,
2

{( ByyyGGB BB 
  

بما  أن   uR ,جي اعتيادي فضاء تبولو uBA GG ,   
BA بقي أن نبرهن على أن   GG   
BAنفرض. سنبرهن بطريقة التناقض GG يوجد   BA GGz     BA GzGz  

 )
2

,
2

(


xxz لبعض Ax  وكذلك  )
2

,
2

(


yyz لبعض By  


22


zyzx  

22
)()(


 zyzxyzzxyx  

إذا كان   فان   yx وعلية ),(   yyx وهذا تناقض وبالمثل نحصل على تناقض عندما   

BAوعلية  GG     uR , فضاء سوي ، وبما أن   uR , 1 فضاءT    uR , 4 فضاءT  

  )4.3.3(مثال  
   4T كل فضاء تبولوجي مبعثر يكون فضاء 

  :الحل 
),(      ليكن  X فضاء تبولوجي مبعثر .  

 بحيث أن X مجموعة مغلقة في ,BA لتكن كل من  BA   
BGAGGGنضع  BAAx  ,   

),(بما أن  X  مبعثر  Ax GG ,  
 ),( X وبما  أن  .   سوي),( X  1فضاءT   ),( X 4 فضاءT  

  )5.3.3(مثال 
},,,{},},{},{},,{{لتكن  XbabacbaX   . برهن على ان الفضاء التبولوجي),( Xسويا ولكنة ليس منتظما.  
   :الحل

,},,{},,{},{ هي فقط Xالمجموعات المغلقة في  ccacbX  
),(بسهولة يمكن إثبات  Xانه ),( Xسويا .  

},{لو أخذنا caAA  مغلقة في X  
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Aaنلاحظ لايوجد GG  بحيث أن بحيث أن , AaAa GGGAGa ,,   
 ),( Xليس منتظما .  

  )6.3.3(مبرهنة 
),(الفضاء التبولوجي  Xلقة   يكون سويا  إذا وفقط إذا كان لكل مجموعة مغA ومجموعة مغلقة B تحتوي علىA 

BVVA بحيث أن X في Vفأنة توجد مجموعة مفتوحة    ,.  
  :البرهان 

),(نفرض  Xوليكن .  ا  فضاء سويAمجموعة مغلقة في X،B مجموعة مفتوحة في  X بحيث أن BA  .  
cB مجموعة مغلقة  في X  وان  cBA  

),(بما أن    X فضاء سويا   يوجد  BA GG CBA بحيث أن , GG  ، CB

C
A GBGA  ,  

 c

BA CGG   c

B

c

BA CC GGG  c  لان )(

BcGقة   وكذلك مجموعة مغلCC B

cc

B
GBBG  . 

AGVVAنضع   وكذلك BGGV c

BA c  

),(نفرض الشرط الوجود في المبرهنة متحقق ونبرهن . الاتجاه الأخر Xفضاء سويا .  
   DC بحيث أن X مجموعة مغلقة في ,DCلتكن كل من    

 cDCC  مجموعة مغلقة محتواة في مجموعة مفتوحة cD  
 يوجد V بحيث أن VCDVVD cc   وكذلك )(, cVV )(  

c نضع 
DCDC VGVGGG )(,,  وان  DCDC GGGDGC ,,  

),( Xفضاء سويا .  

  ملاحظة
),(  الفضاء التبولوجي -:يمكن صياغة المبرهنة أعلاه بالشكل الأتي  X يكون سويا إذا وفقط إذا كان  كل جوار 

  .F إلى المجموعة Vيحتوي على انغلاق جوار مفتوح أخرF لمجموعة مغلقة Gمفتوح إلى 
  )7.3.3(مبرهنة 

  ً. والعكس غير صحيح دائما3 يكون فضاء 4        كل فضاء 
  :البرهان 
),(     ليكن  X 4 فضاء( , )X   1   فضاء سويا و فضاءT.  

),(يجب أن نبرهن على  Xفضاء  منتظم   
  .Axبحيث أن  Xx وليكن X مجموعة مغلقة في Aليكن 

),(بما أن  X 1 فضاء}{ TxB  مجموعة مغلقة في X.  
Aبما أن  B x A     
),(بما أن  X سويا  يوجد BA GG  بحيث أن , BABA GGGBGA ,,  
xBGx}{بما أن  B    
),( Xفضاء منتظم  وعليه ),( X 3 فضاء.  
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  والمثال الأتي يوضح العكس غير صحيح دائما
)}2 تمثل مجموعة الأعداد الحقيقية  وليكن لتكن  , ) : 0}X x y y   . نعرف  التبولوجي على  X 

Xqpلكل : كالأتي  ),( نعرف  
2 2 2

2 2 2

{( , ) : ( ) ( ) }, 0
( , )

{( , ) : ( ) ( ) } {( ,0)}, 0

x y x p y q q
N p q

x y x p y q p q






       
      




  

  وليكن 
{ ( , ) : }, 0

( , )
{ ( ,0) : 0}, 0

N p q q q
N p q

N p q






 

   
  

),(ولتكن  qp تمثل عائلة ),( qpN .هولة أن نبرهن على وجود تبولوجي من الس بحيث),( qp تكون قاعدة محلية 
),(له عند النقطة  qp .),( X3 -  فضاء4 وليس فضاء.  

 ملاحظة
  رورة أن تكون وراثية والمثال التالي يوضح ذلك  صفة السوية ليس بالض

  ) 8.3.3(مثال
},,,,{},},{},,{},,{},,,{{     ليكن XcbacabaadcbaX      ),( X فضاء سويا   

},},{},,{},,{{},,{    وليكن  cbaYYcabaaY     
),( YY  ليس سويا وذلك لو أخذنا  }{},{ cBbA   

 كل من BA,مجموعة مغلقة في Y وان A B  ولكن لاتوجد YBA GG , بحيث  أن 
, ,A B A BA G B G G G    .  

  )9.3.3(مبرهنة 
  .     كل فضاء جزئي مغلق من فضاء تبولوجي سوي يكون سويا

  : البرهان 
),(ليكن  yY  فضاء جزئيا مغلقا من الفضاء التبولوجي السوي ً),( X.  

),( يجب أن نبرهن  yY 21لتكن .   فضاء سويا ,BB مجموعة مغلقة في Y بحيث أن  21 BB .  

 YAB ii  حيث iA مجموعة مغلقة في X 2,1 لكلi  
XBi مجموعة مغلقة في Yبما أن   مجموعة مغلقة في X 2,1 لكلi  
),(بما أن   Xفضاء سوي  يوجد 

21
, BB GG   بحيث أن 

2121
,, 21 BBBB GGGBGB    

YBBYGBYGBبما أن  BB  2121 ,,
21

   

YGHYGHنضع  BBBB 
2211

,  YBB HH 
21

 وان ,
21 21 , BB HBHB   

  YYGGYGYGHH BBBBBB  )()()(
112121

  

),( YY فضاء سويا .  
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  )10.3.3(مبرهنة 
  .    صفة السوية  صفة تبولوجية  
  البرهان

  ليكن كل من  2,X, 1,X   فضاء تبولوجيا بحيث إن YX  بحيث أن نبرهن على أن ),( 1X فضاء سويا 
فضاء وفقط إذا كان الإذا  2,Yسويا .  

YXبما أن   يوجد تشاكل تبولوجي YXf :.  
نفرض  1,X 21لتكن كل من .  فضاء سويا ,BBمجموعة مغلقة في Y1 بحيث أن 2B B  .  

),()( كل من  مستمرة fبما أن الدالة  2
1

1
1 BfBf  مجموعة مغلقة في X  

1 1 1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f B f B f B B f          

بما ان  ,X فضاء سوي  1 يوجد)()( 2
1

1
1 ,  BfBf

GG بحيث ان   

1 1 1 1
1 2 1 2

1 1
1 2( ) ( ) ( ) ( )

( ) , ( ) ,
f B f B f B f B

f B G f B G G G    
    

بما ان 
)(1

1

)(1
1

1
1

1
1

1 )()()((
BfBf

GBfGfBffB     

)(وبالمثل نحصل على 
)(2

2
1 Bf

GfB   

,),()(نضع 
)()(21

1
1

21
1

121 BfBBfBBB GfHGfHHBHB    

21 مفتوحة f الدالة أنبما  2
, BB HH                                      

1 1 1 1
1 2 1 1( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )B B f B f B f B f B
H H f G f G f G G f            

 2,Y وبالمثل نبرهن الاتجاه الأخر. ً فضاء سويا. 

  
     Axioms of Countabilityبديهيتا العد  4.3

  )1.4.3(تعريف
)يقال عن الفضاء التبولوجي  , )X  بأنه يحقق   

xإذا كان لكل ) First Axiom of Countability(ولى بديهية العد الأ. 1 X يمتلك قاعدة محلية   
      قابلة للعد 

  .  يمتلك قاعدة قابلة للعد إذا كان ) Second Axiom of Countability(بديهية العد الثانية  . 2
  )2.4.3( مثال

  عثر يحقق بديهية العد الأولى كل تبولوجي مب. 1
)الفضاء التبولوجي الاعتيادي . 2 , )u  يحقق بديهية العد الأولى  .  
  كل فضاء متري يحقق بديهية العد الأولى  . 3
)الفضاء التبولوجي الاعتيادي . 4 , )u يحقق بديهية العد الثانية .  

  : البرهان 
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)ليكن . 1 , )DX  فضاء تبولوجي مبعثر   
x   ليكن  X فان {{ }}x x  قاعدة محلية  عند النقطة x و قابلة للعد   

     ( , )DX   يحقق بديهية العد الأولى  .  

xليكن . 2  1 فان 1
{( , ) : }x x x n

n n
     قاعدة محلية  عند النقطة x وقابلة للعد   

  ( , )u  يحقق بديهية العد الأولى .  
)ليكن . 3 , )X d فضاء متريا   

x   ليكن  X 1 فان
{{ : ( , ) }: }x y X d x y n

n
     قاعدة محلية  عند النقطة x و قابلة للعد   

     ( , )X d  يحقق بديهية العد الأولى  .  
)}لتكن .  4 , ) : , }a b a b   فان  قاعدة وقابلة للعد ( , )u  يحقق بديهية العد الثانية  .  

  )3.4.3(مثال
) مجموعة غير قابلة للعد وليكن Xليكن  , )X  فضاء تبولوجيا مكمل قابل للعد  فان ( , )X  لا يحقق بديهية العد الأولى   

  : البرهان 
)نفرض : نبرهن بطريقة التناقض س , )X يحقق بديهية العد الأولى    

xليكن  X ولتكن ، { : }x nA n    قاعدة محلية عند النقط x وقابلة للعد   
)نضع  ) ( )c c c

n n n
n n n

A A A A A 

  

   
  
    

cبما أن 
nA مجموعة قابلة  للعد لكل  n  c

n
n

A




 مجموعة قابلة للعد   

( )cA   مجموعة قابلة للعد  A   مجموعة غير قابلة للعد   
A و x قاعدة محلية عند النقطة xالآن بما أن   جوار إلى النقطة xلأنها تقاطع لجوارات   

ixنحصل على  A A   لبعض i  ولكن ، iA A ن  لاn
n

A A





 iA A    

Aوعليه   اصغر مجموعة في x تحتوى على x.   
Aإزالة من   نقطة ماعدا x)  ممكن لان هذاA  و لتكن )  غير قابلة للعدA  المجموعة التي تم الحصول عليها من ذلك  .  
A   جوار إلى النقطة x ولا تحتوي على عنصر من x. تناقض وهذا   

)وعليه   , )X لا يحقق بديهية العد الأولى  .  

  )4.4.3(مثال
)ليكن  , ) فضاء تبولوجيا مكمل منتهي  فان ( , )X  لا يحقق بديهية العد الأولى   

  : البرهان 
}cA  منتهية{ } { :A      

)نفرض :  سنبرهن بطريقة التناقض  , )يحقق بديهية العد الأولى   
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xليكن  X   1 توجد قاعد محلية قابلة للعد 2{ , , }x B B     
nBبما أن    1,2لكل,n   فان c

nB مجموعة منتهية ومغلقة لكل قيم n   
cبما ان 

nB مجموعة منتهية  لكل قيم n c
nB ل قيم  مجموعة قابلة للعد لكn  

c
n

n

D B


 

 مجموعة قابلة للعد   

y| مجموعة غير قابلة للعد فانه يوجد بما أن  D بحيث أن y x   
( )c c c

n n n
n n n

y B B y D B
  

     
  
   ny B  لكل قيم n   

}|لتكن  }G G y    لان { }cG y مجموعة منتهية   
yبما أن   x x G   
1بما أن  2{ , , }x B B   قاعدة محلية عند النقطة x فانه توجد k xB  بحيث أن kx B G    

ky B   وهذا تناقض مع   ny B لكل قيم n . وعليه( , )ة العد الأولى لا يحقق بديهي .  

  )5.4.3(مبرهنة 
  كل فضاء تبولوجي يحقق بديهية العد الثانية فانه يحقق بديهية العد الأولى والعكس غير صحيح دائما 

  : البرهان 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي يحقق بديهية العد الثانية ( , )X   يمتلك قاعدة  قابلة للعد   
xليكن   X  
}لتكن  : }x B x B    .  يجب أن نبرهن أنx قاعدة محلية قابلة للعد عند النقطة x.   

x قابلة للعد  بما أن  قابلة للعد .  
    x جوار إلى النقطة Vليكن 

B يوجد   قاعدة إلى بما أن   أن  بحيث x B V     
xبما أن  B و B  xB   x  قاعدة محلية قابلة للعد عند النقطة x .   

)وعليه  الفضاء التبولوجي  , )X  يحقق بديهية العد  الأولى .  
    والمثال التالي يوضح العكس غير صحيح

) مجموعة غير قابلة للعد فان الفضاء التبولوجي المبعثر Xليكن لتكن  , )X  يحقق بديهية العد الأولى ولا يحقق بديهية العد 
}}الثانية لان  }: }x x X   قاعدة غير قابلة للعد  بينما {{ }}x x قاعدة  محلية قابلة للعد عند النقطة x X .  

  )6.4.3(مبرهنة
  صفة بديهية العد الأولى  صفة وراثية . 1
  صفة بديهية العد الثانية   صفة وراثية. 2

  : البرهان 
)ليكن  , )YY  فضاء جزئيا من الفضاء التبولوجي ( , )X    

)نفرض . 1 , )X  يجب أن نبرهن . يحقق بديهية العد الأولى( , )YY  يحقق بديهية العد الأولى.  
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y    ليكن  Y   
yبما أن  X Y X     
)بما أن  , )X  يحقق بديهية العد الأولى .  

( , )X   يمتلك قاعدة محلية y عند النقطةxو قابلة للعد   

{ : }y yA Y A     قاعدة محلية عند النقطة x بالنسبة للتبولوجي  Yوقابلة للعد   

( , )YY    يحقق بديهية العد الأولى.  

)نفرض . 2 , )X   يجب أن نبرهن . يحقق بديهية العد الثانية( , )YY   يحقق بديهية العد الثانية.  
   ( , )X   يمتلك قاعدة  قابلة للعد { : }B Y B      قاعدة إلى Y   

 قابلة للعد فان   بما أن   قابلة للعد وعليه توجد قاعدة .  قابلة للعد  إلى Y  
( , )YY    يحقق بديهية العد الثانية.  

  )7.4.3(مبرهنة
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا يحقق بديهية العد الأولى فانه توجد قاعدة محلية متناقصة عند كلx X.   

  : البرهان 
x          ليكن X   

)بما أن  , )X  يحقق بديهية العد الأولى .  
( , )X   يمتلك قاعدة محلية x عند النقطةxو قابلة للعد   

} قابلة للعد xبما أن  : }x nA n       

نضع 
1

n

n i
i

B A


 1n nB B   لكل n    

    x جوار إلى النقطة V ليكن
k يوجد x   قاعدة محلية عند النقطة xبما أن   بحيث أن kA V  
kبما أن  k kB V B A      

{ : }x nB n     د النقطة قاعدة محلية  متناقصة عنx  

  )8.4.3(مبرهنة
  صفة بديهية العد الأولى  صفة تبولوجية  .1
  صفة بديهية العد الثانية  صفة تبولوجية. 2

  : البرهان 
)1ليكن كل من  , )X ، 2( , )Y   فضاء تبولوجيا بحيث إنX Y   

 يوجد تشاكل تبولوجي  YXf :   .يجب  أن نبرهن على أن  
1 .1( , )X فضاء  يحقق بديهية العد الأولى  إذا وفقط إذا كان ال 2,Y يحقق بديهية العد الأولى.   

)1نفرض  , )X ليكن . د الأولى يحقق بديهية العy Y   
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x شاملة  فانه يوجدfبما أن الدالة  X بحيث أن ( )f x y   
)1بما أن  , )X يمتلك قاعدة محلية  فانه  يحقق بديهية العد الأولى xعند النقطةxوقابلة للعد   

}يجب أن نبرهن ( ) : }y xf A A   قاعدة محلية عند النقطةyوقابلة للعد   

}من الواضح ان   ( ) : }y xf A A   قابلة للعد لان x للعد  قابلة  

y بحيث Y في G، فانع توجد مجموعة مفتوحة y جوار إلى النقطةUليكن G U   
1 1( ) ( ) ( )x f G f U f x G U       

)1 مستمرة  فان fبما أن الدالة  )f G مجموعة مفتوحة في X وتحتوي على x  
xA، فانه توجد  x قاعدة محلية عند النقطةxبما أن   1 بحيث أن 1( ) ( )x A f G f U      

( ) ( )y f x f A U      { ( ) : }y xf A A    قاعدة محلية عند النقطة y   

2( , )Y    وبالمثل نبرهن الاتجاه الأخر . يحقق بديهية العد الأولى.  
2 .1( , )X فضاء  يحقق بديهية العد الثانية إذا وفقط إذا كان ال 2,Y  يحقق بديهية العد الثانية.   

)1نفرض  , )X  يحقق بديهية العد الثانية  ( , )X   يمتلك قاعدة قابلة للعد   
}لتكن  ( ) : }f B B    نبرهن أن يجب   قاعد قابلة للعد إلى  2,Y   

 قابلة للعد فان  بما أن   قابلة للعد    
2Gلتكن   بما أن الدالة ، f 1 مستمرة  فان

1( )f G     
)1 قاعدة إلى بما أن  , )X  1 فان( ) { : }f G B B        

1( ( )) ( { : })f f G f B B       { ( ) : }G f B B       

2( , )Y   وبالمثل نبرهن الاتجاه الأخر .  الثانية يحقق بديهية العد.  
  

  )4.3( تمارين
0x مجموعة غير قابلة للعد ، X لتكن.1 X 0  وليكن }x A 0 أو )x Aو cA منتهية{ : (A X    

)   برهن على أن   , )X  فضاء تبولوجي لا يحقق بديهية العد الأولى .  
) ليكن .2 , )X  فضاء تبولوجي يحقق بديهية العد الثانية ولتكن المتنافية و المفتوحة  في   عائلة جميع المجموعاتX.  

  . قابلة للعد  برهن على أن     
) ليكن . 3 , )X  فضاء تبولوجي يحقق بديهية العد الثانية ولتكن A Xبرهن على أن بعض .  مجموعة غير قابلة للعد  

Aأي تنتمي إلى  (A هي نقاط تراكم إلىAنقاط المجموعة       .(   
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  Separablity قابلية الانفصال   5.3
 )1.5.3 (تعريف

)يقال عن الفضاء التبولوجي  , )X  بأنه قابلا للانفصال (separable) إذا كان Xيحتوي على مجموعة كثيفة  قابلة للعد . 
Aبعبارة أخرى إذا وجدت مجموعة  قابلة للعد  X بحيث أن A X.   

  )2.5.3(مثال
)الفضاء  التبولوجي الاعتيادي. 1 , )u يكون قابلا للانفصال  

  . كثيفة وقابلة للعد في     لان مجموعة الأعداد النسبية 
)الفضاء التبولوجي المبعثر. 2 , )D غير قابل للانفصال    

Aبسبب   ( هي فقط    لان المجموعة الكثيفة في  A لكل A   ( وهذه المجموعة غير قابلة للعد  
)في الحقيقة كل فضاء تبولوجي مبعثر , )X يكون غير قابل للانفصال عندما Xمجموعة غير قابلة للعد .  

)تبولوجي المبعثرالفضاء ال. 3 , )DX قابل للانفصال إذا وفقط إذا كانت Xمجموعة  قابلة للعد .  

  )3.5.3(مبرهنة 
  كل فضاء تبولوجي يحقق بديهية العد الثانية يكون قابل للانفصال والعكس غير صحيح دائما 

  : البرهان 
)ليكن  , )X   فضاء تبولوجي يحقق بديهية العد الثانية   يمتلك   قاعدة قابلة للعد  
}لتكن  : }i i iA x A A      

   قابلة للعد A قابلة للعد فان بما أن 
Aيجب أن نبرهن  X .  بما أنA X بقي أن نبرهن ، X A  

x ليكن  X وليكن G  بحيث أن  x G    
V يوجد  لى قاعدة إبما أن   بحيث أن x V G   A V A G     

X A x A A V        وعليه  A X.   
( , )X  صال  قابل للانف .  

  والمثال التالي يوضح العكس غير صحيح 
p مجموعة غير قابلة للعد ، Xلتكن  X وليكن { } { : }p A X p A     .  يجب أن نبرهن الفضاء التبولوجي

( , )pX الثانية  قابل للانفصال ولا يحقق بديهية العد   

}لتكن  }A p فان  A قابلة للعد  وان A X وعليه ( , )pX قابل للانفصال .  

}}لتكن  },{ , }: }p p q q X     قاعدة إلى p  ولكنها غير قابلة للعد   

)وعليه  , )pX لا يحقق بديهية العد الثانية   

  )4.5.3(نتيجة 
  .كل فضاء جزئي من فضاء تبولوجي يحقق بديهية العد الثانية يكون قابل للانفصال 

  : البرهان 
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الثانية  يكون يحقق بديهية العد الثانية وعليه  يكون قابل تبولوجي يحقق بديهية العد      بما أن كل فضاء جزئي من فضاء 
   .للانفصال 
  ملاحظة 

  . الفضاءات التبولوجية القابلة للانفصال ليس بالضرورة أن تحقق بديهية العد الأولى 
   )5.5.3(مبرهنة

  للانفصال كل فضاء تبولوجي  هو فضاء جزئي من فضاء تبولوجي  قابل 
  : البرهان 

)ليكن  , )X   فضاء تبولوجي ولتكنXx 0. نعرف  
*

0 0{ }, { } { : { }, }X X x G G G x G            
}0ليكن  }A A x قابلة للعد   
  Xx*ليكن 

0xأذا كانت  A x x   0 أما أذا كانتxx  فانXx  
xبحيث أن  X*في G* توجد مجموعة مفتوحة X   فيx جوار إلى النقطةVليكن G V   

* *
0{ }X A x A V A G A G G x                

*ولكن  *A A X A X     كثيفة وقابلة للعد في X   X   قابلة للانفصال .  
  ()مبرهنة 
  )6.5.3(مبرهنة

)1ليكن كل من  , )X  ، 2( , )Y  تكن ول, َ فضاء تبولوجياYXf : إذا كانت . دالة شاملة ومستمرةX فضاء قابل 
  .  فضاء قابل للانفصال ،  بعبارة أخرى الصورة المستمرة لفضاء قابل للانفصال يكون قابل للانفصال Yللانفصال فأن 

  : البرهان 
)1              بما أن  , )X  قابل للانفصال  توجد مجموعة  A X قابلة للعد وكثيفة .  

( )f A قابلة للعد في Y     
) شاملة fبما أن  )f X Y   

)أن بما  ) ( )Y f X f A A X     
) مستمرة  fبما أن  ) ( ) ( )Y f A f A f A    
)بما أن  ) ( ) ( )f A Y f A Y f A Y                 1 ( ) ( )f Y X A    

)(Af مجموعة كثيفة وقابلة للعد فيY  Y  قابلة للانفصال   

  )7.5.3( مبرهنة
  قابلة الانفصال صفة تبولوجية  

  :البرهان
)1ليكن  , )X  ، 2( , )Y   فضائيين تبولوجين متشاكلينيوجد تشاكل تبولوجي  :f X Y  

   قابل للانفصال Y قابل للانفصال أذا وفقط أذا كان Xيجب أن نبرهن على أن 
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X قابل للانفصال Xنفرض  يمتلك مجموعة جزئية كثيفة وقابلة للعد ولتكن A        ، ) أي أنA مجموعة كثيفة 
))  Xوقابلة للعد في  )f A  قابلة للعد في Y  

) شاملة fبما أن  )f X Y   
)بما أن  ) ( )Y f X f A A X     
) مستمرة  fبما أن  ) ( ) ( )Y f A f A f A    
)بما أن  ) ( ) ( )f A Y f A Y f A Y                 1 ( ) ( )f Y X A    

)(Af مجموعة كثيفة وقابلة للعد فيY  Y  قابلة للانفصال   
  .  قابلة للانفصال Y قابلة للانفصال عندماXهنوبالمثل نبر

  
 

  )5.3(تمارين 
)الفضاء التبولوجي أنبرهن على . 1 , )X لى هي قابل للانفصال ولكنه لا يحقق بديهية العد الأو  المكل المنت.  
  .كل فضاء متري يكون قابل للانفصال إذا وفقط إذا كان  يحقق بديهية العد الثانية يكون قابل للانفصال  أنرهن على ب. 2
  صفة قابلية الانفصال أنها ليست صفة وراثية ، بعبارة ليس كل فضاء جزئي من فضاء قابل الانفصال  أنبرهن على . 3

  .   يكون قابل للانفصال     
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  Compactnessالتراص  .4
التراص هو تعميم لبعض خواص المجموعات المقيدة والمغلقѧة فѧي فѧضاء الأعѧداد الحقيقѧة ، حيѧث هنѧاك مبرهنѧات   

ونظѧѧرا للأهميѧѧة البالغѧѧة فѧѧي تطѧѧوير التحليѧѧل .  بوريѧѧل  -تلعѧѧب دورا مهمѧѧا فѧѧي التحليѧѧل الرياضѧѧي مثѧѧل مبرهنѧѧة هѧѧاين 
  . ضي سنقدم في هذا البند مفهوم الفضاءات المترية المتراصة وعلاقتها مع الفضاءات المترية  الأخرىالريا
   covering  الغطاء  1.4

  )1.1.4(تعريف 
}لتكن }A  عائلة من المجموعات الجزئية من المجموعةX ولتكن XA .نيقال عF بأنها غطاء )Covering (

إذا كان Aللمجموعة 





AA . ذلك إذا كانت المجموعة الدليلية فضلا عن مجموعة منتهية فأن  يكون غطاء 

XAَوطبعا إذا كانت . Aَمنتهيا للمجموعة   فأن  يكون غطاء للمجموعة Xإذا كان 





AX.   

   )2.1.4(مثال 
{1,2}     لتكن   , {1,2,3, 4,5}A X  

{1} لأن  Aء إلى  تمثل غطا{{2,3},{1}} العائلة.1 {2,3} {1, 2,3}{1} {2,3}A  وان هذا الغطاء منتهي   .  
 العائلة .2    5,4,2 لا تمثل غطاء إلىA  لأن    5,42 A.  
العائلة . 3      5,3,1,4,3,2,1 إلى  تمثل غطاءA وغطاء إلى X.   

 ) 3.1.4(مثال 

1العائلة  .1 1
{[ ,1 ] : }n
n n

    تمثل غطاء غير منتهي إلى المجموعة  1,0A .  

)} العائلة .2 , 3) : }n n n   تمثل غطاء غير منتهي إلى . 
)} العائلة .3 , 1) : }n n n   لا تمثل غطاء إلى  .  

  )4.1.4(تعريف 
 وليكن كل منX مجموعة جزئية من المجموعة Aلتكن A 

   و{ }B    ةѧى المجموعѧاء إلѧغط  A. 

 بحيѧѧث يوجѧѧد  إذا كѧѧان لكѧѧل مѧѧن) Subcover( بأنѧѧه غطѧѧاء جزئѧѧي يقѧѧال عѧѧن  BA  ارةѧѧبعب ، 

  . عائلة جزئية من  أخرى إذا كانت 
   )5.1.4(مثال 

كل من      , 3 : , , 3 ,r r r n n n        غطاء إلى  وان  عائلة جزئية من    

  )6.1.4(تعريف 
)تبولوجي الفضاء ال مجموعة جزية من Aلتكن  , )X وليكن  A 

 لمجموعةا غطاء إلىA . يقال عن بأنها 

  .  لكلX مجموعة مفتوحة في Aإذا كانت )  Open Cover(غطاء مفتوح 

  
  



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                 )1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              4(                    محاضرة  رابعمستوى   / أوليةدراسات(  
  3 :  عدد وحدات1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 119 

   )7.1.4(مثال 

) الاعتيادي تبولوجي في الفضاء ال , )u 1   نبرهن على أن العائلة
{( , 2) : }n
n

 إلى ا تكون غطاء مفتوح 

A(0,1)وعة مالمج .  
   :الحل
0ليكن  1x x A     

kيوجد  . أرخميدس حسب خاصية 0xبما أن   بحيث أن x
k


1  

1بما أن  1 1
( ,2) ( ,2) 2 2 1

n Z

x x x x x
n k k

           

1
( ,2)

n Z

A
n

   غطاء إلى المجموعة A   

,2(بما أن 
1

(
n

n مجموعة مفتوحة لكل    غطاء مفتوح إلى A   

   )8.1.4(مثال 
) الاعتيادي تبولوجي في الفضاء ال , )u كل من 

          1 2 3, : , 3 ,3 : , 2 1,2 1 , 2 ,2 2 :n n n n n n n n n n n                  

  1 من ا غطاء جزئي2 وكذلك  إلى اتكون غطاء مفتوح

  )9.1.4(مثال 
)ليكن  , )X ولتكن  فضاء تبولوجي مبعثر XA على أن ين ب   :x x A إلى ا يكون غطاء مفتوح A   

  :الحل
    بما أن  

x A

A x


   غطاء إلى المجموعة A.   

)  بما أن  , )X مبعثر  فضاء تبولوجي   x مجموعة مفتوحة في X لكل Xx  
  غطاء مفتوح إلى المجموعة A  

     Compact Spaces الفضاءات المرصوصة  2.4
  )1.2.4(تعريف 

 ليكن  ,X فضاء تبولوجيا ولتكن َXA  . يقال عنA بأنها مجموعة مرصوصة )Compact Set ( فيX إذا 
بعبارة أخرى إذا كانت . غطاء جزئي منتهي ) يمتلك(  يحتوي Aكان كل غطاء مفتوح إلى 






AA وكانت A 

فيn فأنه توجد  لكلXمجموعة مفتوحة في   ,,, 21 بحيث أن 
n

i
i

AA
1


 .  

  إذا كان كل غطاء ) Compact Space( بأنة فضاء مرصوص Xوبصورة خاصة يقال عن 
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  .  فأنه يحتوي على غطاء جزئي منتهيXمفتوح إلى 
 )2.2.4(مثال 

) في الفضاء التبولوجي الاعتيادي  , )u  
A(0,1) المجموعة .1  غير مرصوصة في  .  

1 المجموعة .2 1 1
{1, , , , , ,0}

2 3
A

n
   مرصوصة في  . 

 . غير مرصوص  الفضاء .3
  :الحل 

1 نأخذ .1
{( , 2) : }n
n

   غطاء مفتوح إلى Aولكن لا يحتوي على غطاء جزئي منته   

      A مجموعة غير مرصوصة   
 ليكن.2 A 

 غطاء مفتوح إلى المجموعة A ,uA A A 





    لكل   

Aبما أن        بحيث أن 0 يوجد 0
0

0 A  

بما أن     
0

A مجموعة مفتوحة في  , 
0

0 A  0 يوجدr بحيث أن     
0

,0 ArrBr   

k يوجد أرخميدس فحسب خاصية 0rبما أن      بحيث أن r
k


1 1
r r

n
    لكل  kn   

0
A تحتوي على جميع عناصر A العناصر ) من المحتمل (  ماعدا

k

1
,,

2

1
,1   

     ألان لكل من هذه العناصر
i

2,1,,1 حيث   1  ki  يوجد 
C

A بحيث أن 
i

A
i 
1 

  
110

,,,
K

AAA   غطاء جزئي منتهي من الغطاء إلى A   

  نأخذ .3  , :n n n    غطاء مفتوح إلى    

   لا يحتوي على غطاء جزئي منته ض على أن          سنبرهن بطريقة التناق
نفرض  

1 2
, , ,

kn n nG G G غطاء جزئي منته إلى   ,
rn r rG n n   لكل kr ,,2,1   

نضع  0 0 1 2max , , ,
rn kn G n n n n    لكل  kr ,,2,1   

ولكن  
1 2 0, , ,

kn n nG G G n   ليس غطاء إلى  .  وهذا تناقض  

 ه لا يحتوي على غطاء جزئي منته وعلي ا ليس فضاء مرصوص   
  ) 3.2.4(مثال 

} هو Xوح الوحيد إلى  كل فضاء تبولوجي متماسك يكون متراص  لأن الغطاء المفت }X  

  ) 4.2.4(مبرهنة 
    تكون مرصوصة تبولوجي كل مجموعة منتهية في فضاء 
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   :البرهان
) تبولوجي  مجموعة منتهية في الفضاء الA        لتكن  , )X  1 2{ , , , }nA a a a   

}ليكن  }G  غطاء مفتوح إلى A في X   






 GAG    لكل X مجموعة مفتوحة في ,

Aaiبما أن   لكل ni ,,2,1     




Gai لكل ni ,,2,1    

 لكل i توجد i بحيث أن 
i

Gai    
1 2

{ , , , }
n

G G G    غطاء جزئي منته من  إلى A   

A مجموعة مرصوصة .  
  )5.2.4(مثال  

) ليكن  , )X  فضاء تبولوجي مبعثر،  فأن X يكون مرصوص  إذا وفقط إذا كانت X منتهية   
  : برهان ال

)     نفرض  , )X  سنبرهن بطريقة التناقض على أن .  فضاء مرصوصX مجموعة منتهية   
)بما أن . مجموعة غير منتهية Xنفرض  , )X  فضاء تبولوجي مبعثر   

{{ }: }x x X   غطاء مفتوح إلى X  
   غير Xأذن .مجموعة غير منتهية Xلكن هذا الغطاء لا يحتوي على غطاء جزئي منتهي لأن و

   منتهية Xإذن يجب أن تكون . مرصوصة وهذا تناقض
  )4.2.4( فضاء مرصوص حسب مبرهنة X مجموعة منتهية Xنفرض . الاتجاه الآخر

  ) 6.2.4(مثال 
         كل فضاء تبولوجي مكمل المنتهي يكون مرصوص 

  :برهان ال
)       ليكن  , )X وليكن.  فضاء تبولوجي مكمل منتهي{ }G  غطاء مفتوح إلى X   






 GXG    لكل X مجموعة مفتوحة في ,

cG مجموعة منتهية لكل   
1 2

{ , , , }
n

cG a a a      

لكل 
k

ca G  يوجد 
k

G   بحيث أن 
k k

a G  1,2 لكل, ,k n   
1

k

n
c

k

G G 


    

cGولكن  G X    
1

( )
k

n

k

X G G 


      

ولكن 
1 1

( ) ( )
k k

n n

k k

X G G G G X   
 

        

{ }
k

G G  غطاء جزئي منتهي إلى X وعليه  X فضاء مرصوص .   
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  ) 7.2.4(مبرهنة 
)ليكن  , )YY  فضاء جزئيا من الفضاء التبولوجي َ( , )X  ولتكن YA  فأن المجموعة ،A تكون مرصوصة   

  .  Y إذا وفقط إذا كانت مرصوصة فيXفي 
    :البرهان

   X مرصوصة في A    نفرض المجموعة 
}ليكن  }V   غطاء مفتوح إلى Aفي Y  ,V A V 



 مجموعة مفتوحة في Y لكل   

 توجد G مجموعة مفتوحة في X بحيث أن YGV   لكل    
{ }G A G  






    غطاء مفتوح إلى A في X   

1 توجد X مرصوصة في Aبما  أن المجموعة  2, , , n    بحيث أن  
n

i
i

GA
1

   

بما آن 
1 1

( ) ( )
i i

n n

i i

A G Y A G Y A Y 
  

         

1
i

n

i

A V 


   المجموعة A مرصوصة في Y   

   Y مرصوصة في Aالمجموعة أن  نفرض  : الاتجاه الآخر
  لتكن  G  

إلى ا غطاء مفتوح A  في X   






 GAG     لكل X  مجموعة مفتوحة في ,

YG  مجموعة مفتوحة في Y لكل    
)بما أن  ) ,A G Y A Y A G 

  

      

{ } ( )G Y A G Y  





    غطاء مفتوح إلى A في Y   

1 توجد Y  مرصوصة في Aبما أن المجموعة  2, , , n    بحيث أن   

1 1 1

( ) ( )
i ui i

n n n

i i i

A G A G Y A G Y    
    

          

1 2
{ , , , }

n
G G G    غطاء جزئي منته من الغطاء  إلى A في X  المجموعة A مرصوصة في X .  

  ملاحظة 
  Y إذا فقط إذا كانتX تكون مرصوصة في X من الفضاء التبولوجيYالمجموعة الجزئية. َاستنادا إلى المبرهنة أعلاه

  ) Relative Property(وعليه التراص ليس خاصية نسبيه . Y على Yفضاء مرصوص بالنسبة للتبولوجي  النسبي 
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  )8.2.4(مبرهنة 
            كل مجموعة مرصوصة في فضاء تبولوجي هاوزدورفي تكون مغلقة 

  : البرهان 
)فضاء التبولوجي الهاوزدورفي  مجموعة مرصوصة في الA          لتكن  , )X  .  

  . X مغلقة في Aيجب أن نبرهن على أن المجموعة    
cx      لتكن  y x A x A     لكل  Ay  

)بما أن  , )X  2 فضاءT توجد مجموعتان مفتوحتان yx VU x, بحيث أن X في , yx U y V  و 

yx VU  { : }yV y A   غطاء مفتوح إلى A   

Ayyy يوجد  مرصوصة Aبما أن المجموعة  n ,,, 21  بحيث أن 
n

i
y
i

VA
1


  

نضع 
1 1

,
i i

n n

y y
i i

V V U U
 

  

    

 U مجموعة مفتوحة في X تحتوي على x وان ,U V A V    
cUوبسهولة يمكن إثبات  A A U       

 توجد مجموعة مفتوحة U في X بحيث أن cAUx   
 cA مجموعة مغلقة وعليه A مجموعة مفتوحة في X .  

  ) 9.2.4(مبرهنة 
        كل مجموعة مغلقة في فضاء تبولوجي مرصوص تكون   مرصوصة 

  :البرهان 
 مجموعة مغلقة في الفضاء التبولوجي المرصوص A         لتكن  ,X .  

ليكن .   مجموعة مرصوصة A على أن يجب أن نبرهن G 
 غطاء مفتوح إلى المجموعة A في X   






 GAG     لكل X مجموعة مفتوحة في ,

   X مجموعة مفتوحة في X cA مجموعة مغلقة في Aبما أن 
{ }cA G     غطاء مفتوح إلى المجموعة cAA  

cXولكن  A A        غطاء مفتوح إلى X  

1 يوجد  فضاء مرصوص Xبما أن  2, , , n    بحيث أن 
1

( )
i

n
c

i

X A G 


      

بما أن 
1

( )
i

n
c

i

A A G A X 


      

 بما أن
2

1

{ , , , }
i n i

n
c

i

G G G A G A A    




      غطاء جزئي منتهي من الغطاء  إلى A.  

  A مجموعة مرصوصة في X   
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  ملاحظة 
صوص تكون مرصوصة  والمثال التالي يوضح  ليس بالضرورة أن تكون كل مجموعة مرصوصة في فضاء مر

  ذلك 
  )10.2.4(مثال 

}  لتكن  ,{ }, }, { , , }a X X a b c   ولتكن { , }A a b   
  ص  فضاء مرصوX  لأنها منتهية وكذلك لنفس السبب X مجموعة مرصوصة في Aنلاحظ أن 

} لأن X ليست مغلقة في Aولكن  }cA c    

  )11.2.4(مبرهنة
   كل مجموعة مرصوصة في فضاء متري  تكون مغلقة ومقيدة 

    :البرهان
) مجموعة مرصوصة في الفضاء المتري A   لتكن  , )X d .  

  )8.2.5حسب مبرهنة ( تكون مجموعة مغلقة Aبما أن كل فضاء متري هو فضاء هاوزدورفي  فان 
  . X مقيدة في Aيجب أن نبرهن على أن المجموعة 

Xxxn ليكن         00 )( مجموعة مفتوحة فيX لكل n   
xليكن  A نضع ،),( 0xxd   ، 00بما أن 0),( xxxxd   

k يوجد أرخميدسباستخدام خاصية   0 بحيث

1 1
( , )d x x

k k
  0 لكلxx   




Zk

k xA )(  

  بحيث أن m يوجد عدد صحيح   مجموعة مرصوصةAبما أن
m

i
i xA

1

)(


   

 )()()()( 21 xxxAxA mm     A مجموعة مقيدة في X .  
  

  ملاحظة 
 أن تكون كل مجموعة مغلقة ومقيدة في فضاء ضروريا  دائما، بعبارة أخرى، ليس اعكس هذه المبرهنة ليس صحيح

  . متري تكون مرصوصة
   : بوريل -  خاصية هاين

  صوصةيقال للفضاء المتري بأنه يحقق خاصية هاين بوريل إذا كانت كل مجموعة مقيدة ومغلقة فيه تكون مر  
  )12.2.4(مثال 

  . يحقق خاصية هاين بوريلnالفضاء الاقليدي .1
)الفضاء المتري المبعثر . 2 , )X d لا يحقق خاصية هاين بوريل في حالة X مجموعة غير منتهية .  

  ) 13.2.4(تعريف 
إذا كان )  Finite Intersection Properly(ت بأنها تحقق خاصية التقاطع المنتهي  يقال عن عائلة من المجموعا

  تقاطع كل عائلة جزئية منتهية منها مجموعة غير خالية 
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  ) 14.2.4(مبرهنة 
)الفضاء التبولوجي  , )X يكون مرصوصا إذا وفقط إذا كانت كل عائلة من مجموعات مغلقة فيه وتحقق خاصية َ 

  التقاطع المنتهي فأنها غير خالية التقاطع 
    :البرهان

)          نفرض  , )X  فضاء مرصوص   
}لتكن  }A  عائلة من المجموعات المغلقة في X  وتحقق خاصية التقاطع المنتهي   

)نفرض . سنبرهن بطريقة  التناقض  )c cA A 
 

 
 

    

{ }c cA A X  





   غطاء مفتوح إلى X   

 يوجد n ,,, 21  بحيث أن 
n

C

c
n

i
ii

AXA
11  

     

   لا تحقق خاصية التقاطع المنتهي وهذا تناقض  


 

 A   

  نفرض كل عائلة من مجموعات مغلقة وتحقق خاصية التقاطع المنتهي فأنها غير خالية التقاطع : الاتجاه الأخر
}ليكن        }G  غطاء مفتوح إلى X   






 GXG )  لكل Xتوحة في  مجموعة مف, )c cG G 
 


 

     

{ }cG   عائلة من مجموعات مغلقة في X بحيث أن cG





   

  خاصية التقاطع المنتهي  وعليه هذه العائلة لا تحقق 

 1 يوجد 2, , , n    بحيث أن 
1

ii

n n
c

i

X G G 





 

      

وعليه 
1 2

{ , , , }
n

G G G    غطاء جزئي منتهي من  إلى X   

( , )X  فضاء مرصوص .  

  )2.4(تمارين 
)الاعتيادي التبولوجي  الفضاءهل توجد مجموعة مرصوصة في .1 , )u بحيث A ؟ وقابلة  للعد  مجموعة غير منتهية  

) ليكن  .2 , )X  فضاء تبولوجي منتظم ولتكن َA مجموعة مرصوصة في X فان A في  أيضا تكون مرصوصةX . 
ليكن  .3 ,Xفضاء تبولوجي مرصوص محليا ولتكن َXA مرصوصة  بحيث أن كل مجموعة Bفي X  

   Xمجموعة مغلقة في  Aبرهن على أن  . Xمجموعة مرصوصة في BA تكون    
}2 المجموعة أنبرهن على  .4 : 2 3}A x x    مغلقة ومقيدة ولكنها ليست مرصوصة في الفضاء المتري   
        ( , )d حيث ( , )d x y x y  لكل ,x y .  

  . 3T برهن على أن كل فضاء هاوزدورفي ومرصوص  يكون.5
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  Countable Compactness التراص القابل للعد  3.4
  ) 1.3.4(تعريف 

)التبولوجي   يقال عن الفضاء  , )X  بأنه مرصوص عديا َ)Countable Compact (  إذا كان كل غطاء مفتوح
   يحتوي على غطاء جزئي منتهي Xوقابل للعد في 

  ) 2.3.4(مبرهنة 
)الفضاء التبولوجي  , )X ئلة قابلة للعد من مجموعات مغلقة فيه َ يكون مرصوص عديا إذا وفقط إذا كانت كل عا

  وتحقق خاصية التقاطع المنتهي تكون غير خالية التقاطع 
    : البرهان

  ) 12.2.4(               مشابه لبرهان مبرهنة 
  ) 3.3.4(تعريف 

)يقال عن الفضاء التبولوجي  , )X فايشتراس  – بأنه يمتلك خاصية بولزانو )Bolzano Weierstass Property   (
ويرمز لها بالرمز  BWP إذا كانت كل مجموعة غير منتهية في X تمتلك نقطة غاية   

  ) 4.3.4(مبرهنة 
  BWP     كل فضاء مرصوص يمتلك 

  :  البرهان
)  لتكن  , )X ولتكن . لوجي مرصوص فضاء تبوA مجموعة جزئية غير منتهية فيX .  

  .Aيجب أن نبرهن على أن    
  Aنفرض .        سنبرهن بطريقة التناقض 

  بحيث أن  X في xGيوجد مجموعة مفتوحة  , Xxلكل    xAVx   

}نضع  : }xV x X    غطاء مفتوح إلى X   

1 يوجد  فضاء مرصوص Xبما إن  2, , , nx x x X  بحيث إن 
1

i

n

x
i

X G


   

 
1

i

n

x
i

A G


   لكل
i

xG تحتوي على أكثر منAA تحتوي على الأكثر n من النقاط   

A وهذا تناقض .  مجموعة منتهية A   

   )5.3.4(مبرهنة
   BWPَمرصوص عديا يمتلك فضاء  كل      

  البرهان 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي مرصوص عديا َ  
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 Local Compactness  التراص المحلي 4.4
  ) 1.4.4(تعريف  
) يقال عن الفضاء التبولوجي    , )X    َبأنه مرصوص محليا)Local Compactness (  إذا كان لكلXx 
 تمتلك على الأقل  Xأي أن لكل نقطة من نقاط  ( X في  مرصوصة مجموعة V بحيث إن x إلى Vوجد جوار ي

    )Xجوار انغلاقه مجموعة مرصوصة في 
  ) 2.4.4(مبرهنة 

َ    كل فضاء تبولوجي مرصوص يكون مرصوص محليا والعكس غير صحيح دائما  َ  
  :  البرهان

)       ليكن  , )X فضاء تبولوجيا مرصوصا   .  
XV نأخذ Xxليكن   . بما أنXتوحة في  مجموعة مفX  X جوار إلى النقطة x   

X مجموعة مغلقة في Xبما إن  X X    
  مرصوص                                                             X وان Xx جوار إلى النقطة  X   مرصوص  X فضاء مرصوص Xبما إن 

 X فضاء مرصوص محليا َ  
   والمثال التالي يوضح  العكس  غير صحيح 

  ) 3.4.4(مثال 
  الفضاء التبولوجي الاعتيادي  , uولكنه مرصوص محليا ) 2.2.5راجع المثال (  غير مرصوص.َ  

xلأنة لكل    نأخذ     xxV   0  و ,
 V جوار إلى النقطة x [ , ]V x x     مجموعة مرصوصة في  لأنها مغلقة ومقيدة   

( , )u  فضاء مرصوص  محليا َ  

  ) 4.4.4(مثال 
  َ   كل فضاء تبولوجي  متماسك يكون مرصوص محليا   

  :  الحل
  َ      لأن كل فضاء تبولوجي متماسك  يكون مرصوص وعليه يكون مرصوص محليا 

  ) 5.4.4(مثال 
  َ       برهن على إن كل فضاء تبولوجي مبعثر يكون مرصوص محليا 

   الحل
)     نفرض  , )DX  فضاء تبولوجي مبعثر   

}ليكن  }x x X  مجموعة مفتوحة في { }x X  جوار إلى x   
}بما أن  }x مجموعة مغلقة في X { } { }x x   
}بما أن  }x مجموعة منتهية { }x  مجموعة مرصوصة     x مجموعة مرصوصة في X   
)وعليه  , )DX  مرصوص محليا َ  
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  ) 6.4.4(مبرهنة 
َ كل فضاء جزئي مغلق في فضاء تبولوجي مرصوص محليا يكون مرصوص محليا  َ  

    :البرهان
) ليكن          , )YY  فضاء جزئيا مغلقا من الفضاء التبولوجي المرصوص محليا َ َ َ َ( , )X    

 Yxلتكن 
XYXxبما أن    
   Xمجموعة مرصوصة في   V بحيث أن X في x إلى Vمفتوح   جوار يوجدَ فضاء مرصوص محليا Xبما إن
 YV  جوار مفتوح إلى x في Y بحيث أن VYV   

YVبما إن   مجموعة جزئية مغلقة من مجموعة مرصوصة V  YV  مجموعة مرصوصة   
X    مجموعة مغلقة فيYبما إن  YVYV Y  )(  
   جوار انغلاقه مرصوص Yكل نقطة من نقاط لوعليه 

  )7.4.4(مبرهنة 
 تكون نقطة داخلية X إذا وفقط إذا كانت كل نقطة من نقاط محليا َكل فضاء تبولوجي هاوزدورفي يكون مرصوص 

 X في A توجد مجموعة مرصوصة Xxبعبارة أخرى إذا وفقط إذا كانت  لكل . Xجموعة مرصوصة في لم
  Axوان 

  :  البرهان
  َرصوص محليا  فضاء مX  نفرض         

   مجموعة مرصوصة V بحيث أن  x إلى V يوجد جوار Xx ليكن
VVxبما إن    Vر إلى النقطة  جواx  Vx   

   .X تكون نقطة داخلية لمجموعة مرصوصة في Xنفرض لكل نقطة من نقاط . الاتجاه الآخر
   X في x جوار إلى Ax  A بحيث أن  X في A توجد مجموعة مرصوصة  Xx ليكن

   X مجموعة مغلقة في X  A مجموعة مرصوصة Aزدورفي ،  فضاء هاوXبما إن 
 AAA مجموعة مرصوصة في X Xفضاء مرصوص محليا .َ  

  )4.4(تمارين 
ليكن  .1 ,Xفضاء تبولوجي هاوزدورفي مرصوص محليا ولتكن َB,Aمرصوصتين في  متنافيتين  مجموعتين X.   

  مجموعتين مرصوصتين انغلاقها فيتين  لهما جوارين متناB,A برهن على أن     
  َ.محليا َبرهن على أن كل فضاء جزئي مفتوح في فضاء تبولوجي هاوزدورفي مرصوص محليا  يكون مرصوص .2
  .مبرهن على أن كل فضاء هاوزدورفي ومرصوص محليا يكون منتظ .3
 ليكن  .4 ,X فضاء تبولوجي  منتظم ومرصوص محليا لكل َXx نعرف ،  

       }V مجموعة مغلقة، مرصوصة وجوار إلى xXVx :{)(   
  . xة  قاعدة محلية عند النقطx)(رهن على أن ب     
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 Continuity and Compactnessالاستمرارية والتراص   5.4
  )1.5.4(مبرهنة 

)1ليكن كل من  , )X   ،2( , )Y   َفضاء تبولوجيا YXfولتكن , َ : إذا كانت . دالة مستمرةX فضاء  مرصوصا 
)فأن  )f X تكون مجموعة مرصوصة في Y بعبارة أخرى الصورة المستمرة لفضاء مرصوص تكون مجموعة ،

  .مرصوصة
  : البرهان 
}لتكن          }G  غطاء مفتوح إلى )(Xf في Y 





  GXfG    لكل  2,)(

1 1 1( ( )) ( ) ( )X f f X f G f G 
 

  

 

     

بما أن   
 

 
 

 XGfGfX )()( 11  

 مستمرة fبما أن الدالة  )(1
Gf مجموعة مفتوحة في X  لكل وعليه)}({ 1

Gf  غطاء مفتوح إلىX.  

n  يوجد  فضاء مرصوصXبما أن  ,,, 21  بحيث أن 
n

i
i

GfX
1

1 )(


   




 
n

i
i

GfX
1

1 )(   
n

i

n

i
ii

GGffXf
1 1

1 ))(()(
 

     )(Xf مجموعة مرصوصة في  Y.  

  )2.5.4(نتيجة  
)1 ليكن كل من  , )X   ،2( , )Y   فضاء تبولوجيا َ YXfولتكن , َ : إذا كانت . دالة مستمرةAمجموعة مرصوصة    

) فأن Xفي  )f A تكون مجموعة مرصوصة في Y  
  : البرهان 

YAf        نعرف الدالة  : بالصيغة ( ) ( )Af x f x لكلAx، ) أنأي Afقصر f علىA (   
 f مستمرة بما أن  AA , فضاء جزئي مرصوص في X  Af مجموعة مرصوصة في Y   

  ملاحظة 
المثال . مرصوصة  ليس بالضرورة أن تكون الصورة العكسية المستمرة لمجموعة مرصوصة تكون مجموعة 

  التالي يوضح ذلك 
  )3.5.4(مثال 
 ليكن , u فضاء تبولوجيا اعتياديا ولتكن الدالة :f   معرفة بالصيغة    2xf   لكلx   

 مستمرة لأنها ثابتة والمجموعة fنلاحظ أن الدالة . 3,2,1A مرصوصة في ولكن .  لأنها منتهية 1f A    

  ليست مرصوصة 
  
  
  



                          نوري فرحان المياحي. د.أ                                              محاضرات سلسلة             
  جامعة القادسية/ كلية العلوم                                              قسم الرياضيات          

                               Topology I                                 )1(تبولوجيا            
  

    Math(451)              4(                    محاضرة  رابعمستوى   / أوليةدراسات(  
  3 :  عدد وحدات1:  مناقشة 3:نظرية 

 

 130 

  ) 4.5.4(مبرهنة 
  وجية      التراص صفة تبول

  :البرهان 
)1       ليكن كل من  , )X   ،2( , )Y   َفضاء تبولوجيا بحيث أنYX  يجب أن نبرهن X مرصوص إذا   فضاء

   فضاء مرصوص Yوفقط إذا كان 
YXبما إن     يوجد تشاكل تبولوجي YXf :  
   فضاء مرصوص Xنفرض 

)  مستمرة fبما أن الدالة  )f X مجموعة مرصوصة في Y   
)  شاملة fبما أن الدالة  )Y f X Y  فضاء مرصوص   

   فضاء مرصوص Y  نفرض : الاتجاه الآخر 
XYfبما أن الدالة     مستمرة 1:  XYf 1  فضاء مرصوص  

  ) 5.5.4(مبرهنة 
)1ليكن كل من  , )X   ،2( , )Y   فضاء تبولوجيا ولتكن َYXf : إذا كان .  دالة تقابلية مستمرةX فضاء 

   يكون تشاكل تبولوجي f فضاء هاوزدورفي فأن Yمرصوص وكان 
  : البرهان 

   X مجموعة مغلقة في Aلتكن .  مغلقة f           يكفي أن نبرهن الدالة 
   مرصوصة Aعة  المجمو فضاء مرصوص Xبما ن 

  مستمرة fبما أن الدالة  Af مجموعة مرصوصة في Y   
  هاوزدورفي Yبما أن الفضاء  Af مجموعة مغلقة في  Y   

   تشاكل تبولوجي f مغلقة وعليه الدالة fالدالة 

  ) 6.5.4(مبرهنة 
)1ليكن كل من  , )X   ،2( , )Y  فضاء تبولوجيا ولتكن  YXf :إذا كان  .  دالة شاملة مفتوحة ومستمرةX 

  َ  يكون أيضا مرصوص محليا Y فضاء هاوزدورفي  فأن Yَفضاء مرصوص محليا وكان
  البرهان

  Yy             لتكن 
 بحيث أن Xx يوجد   شاملة fبما أن الدالة   yxf   

   مجموعة مرصوصة Vث إن  بحيx إلىV توجد مجموعة مفتوحة َ فضاء مرصوص محليا Xبما إن 
VVxVfvfxfyبما أن     )()()( 

  y  جوار إلى Vf)( Y   مجموعة مفتوحة في Vf)(  مفتوحة fبما أن الدالة 
   مجموعة مرصوصة في X  )(Vf مجموعة مرصوصة في V,  مستمرة fبما أن الدالة 

Y . بما أنY فضاء هاوزدورفي   )(Vf مجموعة مغلقة في X  )(Vf  Vf  
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  Vf مجموعة مرصوصة في Y  لكل Yy يوجد جوار )(Vf إلى y بحيث أن   

  Vf مجموعة مرصوصة في Y  Y فضاء مرصوص محليا َ  

  ) 6.5.4(تعريف 
f:يقال عن الدالة .  مجموعة غير خالية X لتكن  X   بأنها مقيدة )Bounded (إذا كان Xf  مجموعة مقيدة في 
   

) بما أن   ) { ( ) : }f X f x x X    وعليه فأن الدالة:f X   تكون مقيدة إذا وجد عدد حقيقي موجب M      
بحيث أن  ) 0Mأي أن (   MxfلكلXx    

  ) 7.5.4(مبرهنة 
)ليكن  , )X فضاء مرصوصا ول َ f:تكن َ X   دالة مستمرة فأن   

   تكون مقيدة f الدالة .1
}sup)(:{}inf)(:{ إذا كانت .2 XxxfXxxf    فأنه يوجد Xba , بحيث أن   )()( afbf  

  : البرهان
    مستمرةfدالة  فضاء مرصوص و الX      بما أن  Xf مجموعة مرصوصة في R   

  ) مبرهنة هاين ــ يوريل ( تكون مغلقة ومقيدة Rبما أن كل مجموعة مرصوصة في 
 Xf تكون مقيدة   

بما أن  Xfمقيدة    يوجد    وكذلك  بما أن , Xf  مغلقة   Xf ,  
نختار      11 ,   fafb       afbf ,  

   )8.5.4(مبرهنة
ن كل من ليك   21 ,,, dYdX فضاء مترياَ  ولتكن َYXf :إذا كان .  دالة مستمرة Xفأن ا فضاء مرصوص f 

  .مستمرة بانتظام 
  :البرهان 

   Xx بحيث أن لكل 0p ، يوجد Xp لكل مستمرة  fبما أن الدالة   :  0            ليكن 

ppxd ),(1   يؤدي إلى  
2

))(),((2


pfxfd  

})(:{العائلة 
2

1 Xpp
p




 غطاء مفتوح إلىXبما أن ، X فضاء مرصوص َ َ توجد Xppp n ,,, 21  بحيث

أن 
n

i
ipX

ip1 2

1 )(





  : نضع},,min{
2

1
0

1 npp    

Xyxكن يل ,  بحيث أن  ),(1 yxd يوجد   Zk ،nk 1  بحيث أن)(
2

1 kpx
kp


   

وعليه 
kpkpxd 

2

1
),(1    وكذلك 

kk ppkk pxdxydpyd 
2

1

2

1
),(),(),( 111   
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


22
))(),(())(),(())(),(( 222 yfpfdpfxfdyfxfd kk  

Xyxبحيث أن لكل 0، يوجد 0وعليه لكل  ,    
),(1 yxd   يؤدي إلى  ))(),((2 yfxfd  

f  مستمرة بانتظام.  

  )9.5.4(نتيجة
)ليكن    , )udالدالة إذا كانت.  فضاء متريا اعتياديا : [ , ]f a b  مستمرة فأنها مستمرة بانتظام .  

 
  )5.4(تمارين 

1ليكن كل من .1 2 3( , ), ( , ), ( , )X d Y d Z d َ 2بحيث َ فضاء متريا( , )Y d ولتكن فضاء مرصوصا:g Y Z   
YXf الدالة أن       دالة تقابلية برهن على  : مستمرة بانتظام إذا كانت  الدالة g f بانتظام ستمرةدالة م .  
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  Connectednessالترابط  . 5
مفهوم الترابط من المفاهيم المهمة  في الفضاءات التبولوجية و له دور فعال في التحليل الرياضي ،  حيث له إسهامات فاعلة 

 في 1914عام ) Hausdorff( وهاوزدورف 1911عام ) Lennes(تعرف بالتبولوجيا الجبرية ويعود الفضل إلى لينز 
 مفهوم 1914عام ) Hahn(أيضا ادخل هان . عة المترابطة والمركبات المترابطة الى شكلها الحالي تطوير مفهوم المجمو

المجموعات المنفصلة،  المجموعات المترابطة  في   مفهوم ه المحاضرة ولذلك سوف نقدم في هذ.  الفضاءات المترابطة محليا 
 .رية و الترابطالفضاءات المترية و المبرهنات المكافئة للترابط،  الاستمرا

  Sets   Separated           المجموعات المنفصلة1.5
  ) 1.1.5(تعريف 

) ليكن  , )X  21وليكن كل من, َ فضاء تبولوجيا ,, AAA مجموعة جزئية من المجموعة  X . 21يقال عن  المجموعتين , AA 
  :  إذا تحققت الشروط الآتيةAإلى المجموعة  ) Separation(بأنها فصل أو  تفريق 

1  .  21 , AA  
2 .21 AAA   
21كل من . 3 , AA لا تحتوي على نقطة غاية )Limit point (  والشرط . للأخرى)لآتي يكافئ الشرط ا) 3  

1 2 1 2,A A A A     

ويكافئ أيضا الشرط        2122 , AAAA  .   
  ). Hausdorff-Lennes Separation Condition( لينز للفصل -ويسمى هذا الشرط  بشرط هاوزدورف 

21أي أن ( ومثل  هاتين المجموعتين  , AA (ان يقال عنهما إنهما  منفصلتان أو مفترقت)Separated(  

  ) 2.1.5(مثال 
)  في الفضاء التبولوجي الاعتيادي  , )u   

1المجموعتان . 1 2( ,0), (0, )A A    متنافيتان  لآن 21 AA ولكنهما غير    

     منفصلتان لآن         0,00,21  AA  
1 المجموعتان .2  2(2,3), (3,4)B B    1 منفصلتان  لأن 2,B B   وان   

1 2 1 2(2,3) [3, 4] , [2,3] (3, 4)B B B B         

  ) 3.1.5(مبرهنة 
)ليكن , )YY  فضاء جزئيا من الفضاء التبولوجي َ َ( , )X  ولتكن YBA , فأن المجموعتان BA, منفصلتان 
   إذا وفقط إذا كانت منفصلتان بالنسبة للتبولوجي Yبة للتبولوجي بالنس

   : البرهان
( ) ( ) (( ) ) ( ( ))Y YA B A B A Y B A B Y            

( ( )) (( ) ) ( ) ( )A Y B A Y B A B A B            
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  ) 4.1.5(مبرهنة 
) ليكن  , )X  فضاء تبولوجي ولتكن XDCBA ,,,يث أن  بحBDAC   منفصلتان  ,BAإذا كانت  , ,

   منفصلتان ,DCفأن 
  : البرهان

BDAC           بما أن   ,  BDAC ,  
بما أن   BABA  ,     DCDC  ,  DC, منفصلتان   

  ) 5.1.5(مبرهنة 
)  ليكن  , )X  فضاء تبولوجي ولتكن XBA ,  

  BA منفصلتان إذا وفقط إذا كانت ,BAفأن X مجموعة مغلقة في ,BAإذا كانت كل من . 1
   BA منفصلتان إذا وفقط إذا كانت  ,BAA فأن X مجموعة مفتوحة في ,BAإذا كانت كل من . 2

   :  البرهان
   BAمن التعريف نستنتج أن  منفصلتان ,BAنفرض . 1        

 BAنفرض  . الاتجاه الآخر 
 مغلقة ,BA بما أن كل من  BBAA ,  

   BABABABA  ,  
BA, منفصلتان    
   BA من التعريف نستنتج أن  منفصلتان ,BAنفرض .  2

   BA نفرض .الاتجاه الآخر
cc كل من X مجموعة مفتوحة في ,BAبما أن كل من  BA    X  مجموعة مغلقة في ,

 cccc BBAA ,  
بما أن  BAABBA cc ,  

 cccc AABBBA ,     ABBA  ,  
BA, منفصلتان    

  ) 6.1.5(مبرهنة 
)ليكن  , )X فضاء تبولوجيا ولتكن َ َ XBA , بحيث أن BAفأن BA,  منفصلتان إذا وفقط إذا كانت كل من 
BA, مفتوحة ومغلقة في الفضاء الجزئي BAY   

   :البرهان
X   نفصلتان في مجموعتان م ,BA          نفرض   BABA  ,  

( ) ( ) ( )YA A Y A A B A A A B A A            
 A مغلقة في Y وبالمثل نبرهن المجموعة Bمغلقة فيY   

بما أن  BAYBA  ,   
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 BAA c
Y

c
Yمجموعة مغلقة في Y  Aمفتوحة في Y   

  . Y مجموعة مفتوحة في Bوبالمثل نبرهن  
   Y مجموعة مفتوحة و مغلقة في ,BAنفرض كل من  . الآخرالاتجاه 

( ) ( ) ( ) ( )YA A A Y A A B A A A B A A B             

بما أن   BABA  وبالمثل نبرهن BA  
 المجموعتان BA, منفصلتان .  

 )1.5(تمارين 
  في الفضاء التبولوجي الاعتيادي .1 , u .   إذا كانت     2,1,2,1,1,0  CBAبرهن على أن   

    BA,ولكن المجموعتين .  مجموعتان منفصلتانCA,ليستا منفصلتين   
) ليكن .2 , )X  فضاء تبولوجيا َ  ولتكن َXBA , . إذا كان كل منBA, كل منها مجموعة  مجموعة مفتوحة أو   
ABBA  مغلقة  فأن المجموعتين      . برهن ذلك.  منفصلتان |,|
)  ليكن.3 , )X ولتكن  , بولوجيا  َ فضاء تXBA , بحيث أن XBA  . إذا كانتcc BA   . نفصلتين مجموعتين  ,

 برهن على أن        BBCAACC  لكل XC .  
  

 Connected Sets    المجموعات المترابطة 2.5
تبولوجيا  ؟ من المعقول أن " قطعة" ولكن كيف يجب تفسير" قطعة واحدة"ء التبولوجي مترابط إذا كان حدسيا الفضا

من . Xمفتوحة او مغلقة على التوالي من  كامل الفضاء " قطعة " المغلقة من أوتكون المجموعة الجزئية المفتوحة 
والتعريف التالي يبين لنا . Xهي مجموعة جزئية مفتوحة ومغلقة في " قطعة"  نتوقع أن أنخلال مبرهنات سابقة يجب 

  . هذا المفهوم 
  ) 1.2.5(تعريف 

)ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا  ولتكن َXA  يقال عن المجموعة Aة  بأنها غير مرتبط)Disconnected   ( إذا
21بعبارة أخرى إذا وجدت مجموعتين . تساوي اتحاد مجموعتين منفصلتينAكانت , AA بحيث أن   21 , AA   وان 

  212121 ,, AAAAAAA  . ويقال عن المجموعةA  بأنها مترابطة)Connected ( إذا لم تكن غير
)ويقال عن الفضاء التبولوجي . مترابطة , )X  بأنه غير مترابط إذا كانت المجموعة Xغير مترابطة .  

  َيتضح من التعريف مباشرة إن كلا من  المجموعة الخالية والمجموعة الأحادية هي مجموعة  مترابطة 
  ) 2.2.5(نة مبره 

) ليكن , )YY فضاء جزئيا من الفضاء التبولوجي َ َ( , )X  ولتكن YA  فأن المجموعة  A تكون مترابطة بالنسبة إلىY   
  إذا وفقط إذا كانت مترابطة بالنسبة إلى 

   : البرهان
  ) 3.1.5(          مباشرة من المبرهنة 
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  ) 3.2.5(مبرهنة 
)الفضاء التبولوجي  , )X  يكون غير مترابط إذا وفقط إذا توجد مجموعة جزئية فعلية غير خالية A من X بحيث أنA 
   Xمفتوحة ومغلقة في 

   :  البرهان
)             نفرض الفضاء التبولوجي  , )X  غير مترابط   

 توجد مجموعتين غير خاليتين BA, في X بحيث أن BA  
 BAXBA  ,  

AABAبما أن     
XBABABAبما أن  c   , و B مجموعة غير خالية  

 A مجموعة جزئية  فعلية غير خالية من X   
BBBABAن بما أ    

XBABAXبما أن    ولكن XBA  XBA  

بما أن    BAXBABA
c

  وبالمثل نبرهن , cAB   
    X مجموعة مفتوحة في ,BA كل من X  مجموعة مغلقة في ,BAبما أن كل من 

cBAAبما أن   مجموعة مغلقة في X وعليه A  مجموعة جزئية فعلية غير خالية   
   Xمفتوحة ومغلقة في 

 غير X يجب أن نبرهن على أن X مجموعة جزئية فعلية غير خالية مفتوحة ومغلقة في A لتكن .الاتجاه الآخر
  مترابط 
cABBنفرض   مجموعة جزئية غير خالية في X وبسهولة يمكن إثبات   

  BABAXBA  ,,  
 الفضاء X غير مترابط   

  ) 4.2.5(نتيجة 
)الفضاء التبولوجي  , )X  يكون مترابط إذا وفقط إذا كانت المجموعة Xجزئية غير الخالية من  هي فقط المجموعة  الX 

   .Xوالتي تكون مغلقة ومفتوحة في 
  ) 5.2.5(نتيجة 

)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي ولتكن XY  فأن الفضاء الجزئي ( , )YY وجدت مجموعة  يكون غير مترابط إذا وفقط إذا 
 Gوبعبارة أخرى  إذا وفقط إذا توجد مجموعة مفتوحة , Y بحيث تكون مفتوحة ومغلقة فيY في Aجزئية فعلية غير خالية 

YGAYFA بحيث أن  Xفي F ومجموعة مغلقة Xفي    ,.  

  )6.2.5(مثال 
)الفضاء التبولوجي  المبعثر .1  , )X  يكون غير مترابط إذا كانت Xلان كل مجموعة  . تحتوي على أكثر من عنصر   

  . تكون مغلقة ومفتوحةX من جزئية فعلية غير خالية    
)الفضاء التبولوجي  المتماسك . 2 , )X  لان المجموعة .  يكون مترابطX الخالية المفتوحة  هي فقط المجموعة غير  
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  .والمغلقة    
}ليكن . 3 , , , }X a b c d ، { ,{ },{ , },{ , , }, }a a b a b c X    

}, هي X  نلاحظ أن المجموعات المغلقة في  , , },{ , },{ },X b c d c d d    
  . مترابط X تكون مفتوحة ومغلقة  فان X  لا توجد مجموعة جزئية فعلية غير خالية من

}ليكن . 4 , , , , }X a b c d e ، { ,{ },{ , },{ , , },{ , , . }, }a c d a c d b c d e X    
} غير مترابط لان  المجموعة X  نلاحظ أن }a مجموعة جزئية فعلية غير خالية مفتوحة ومغلقة في X   
} وإذا كانت  , , }A b d e فان A مجموعة مترابط في X . لان{ ,{ }, }A d A  وعليه المجموعة A هي المجموعة 

  Aالوحيدة المفتوحة والمغلقة في 
  )7.2.5(مثال

)1ليكن كل من  , )X  ،2( , )X 1  بحيث أن  فضاء تبولوجيا 2    
)1إذا كان الفضاء التبولوجي . 1 , )X  2 غير مترابط فان الفضاء التبولوجي( , )X غير مترابط أيضا .  
)2إذا كان الفضاء التبولوجي . 2 , )X  1 مترابط فان الفضاء التبولوجي( , )X مترابط أيضا .  

  : البرهان 
)1بما أن . 1          , )X  غير مترابط فانه توجد مجموعة جزئية فعلية غير خالية A في X بحيث   

,1   1      تكون مفتوحة ومغلقة بالنسبة للتبولوجي         cA A     
1بما أن  2   2, cA A   وعليه A مجموعة مفتوحة ومغلقة في X2سبة للتبولوجي  بالن  

2( , )X  غير مترابط .   
)1نفرض : سنبرهن بطريقة التناقض . 2  , )X  غير مترابط  .  

)2يكون ) 1(  باستخدام  , )X  غير مترابط وهذا تناقض  .  

  ) 8.2.5(مبرهنة
) ليكن  , )X   فان العبارات الآتية متكافئة .  فضاء تبولوجيا  

1 .Xفضاء غير مترابط   
2 .X يساوي اتحاد مجموعتين غير خاليتين متنافيين مفتوحتين في X .  
3 .X خاليتين متنافيين مغلقتين  في  يساوي اتحاد مجموعتين غيرX .  

  :البرهان 
             )1()2(   

  .X مفتوحة ومغلقة في Aبحيث أن X من A توجد مجموعة جزئية فعلية غير خالية  فضاء غير مترابط Xبما أن  
cABنضع   B مجموعة مفتوحة في  X وان  BA وكذلك XBA  وعليه X يساوي اتحاد 

  .Xمجموعتين غير خاليتين متنافيين مفتوحتين في 
)2()3(     

XBA وكذلك X مجموعتين غير خاليتين متنافيين مفتوحتين في ,BAنفرض        .  
    cc BA    وان  X   مجموعتين مغلقتين في ,
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  cccc XBABA XBABA   وكذلك    )( cccc  )(  
   )3()1(   

XBA وكذلك X مجموعتين غير خاليتين متنافيين مغلقتين في ,BAنفرض   .  
 cBAA مجموعة مفتوحة في X   
A مجموعة مفتوحة ومغلقة في  X .  

بما أن  BA مجموعة جزئية فعلية في X  Xفضاء غير مترابط  .  

  ) 9.2.5(مبرهنة
) ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا   ولتكن XA  فان المجموعة  A  تكون غير مترابطة  إذا  وفقط إذا توجد مجموعتين 

    بحيث أن Xفي ) مغلقتين(  مفتوحتين H وGغير خاليتين 
1 .GA ، HA      
2 .HGA    ، cAHG   

  :البرهان
في ) مغلقتان(مفتوحتان H وGجد مجموعتان غير خاليتين  إذا  وفقط إذا تو  تكون غير مترابطةA      المجموعة 

X بحيث أن  XHG   
 AAHAGAHAGAHAG )()(,)()(,,   

  : الآن 
        AAHAGAAHGHGA  )()()(  
          )()()( AHAGAHGAHG c  

  ) 10.2.5(مبرهنة 
) الفضاء التبولوجي  , )X  يكون  مترابط  إذا وفقط إذا كانت كل  مجموعة جزئية فعلية A غير خالية  منX فان 

( )A     .   
   : البرهان

) بحيث أن Xمن Aمجموعة جزئية فعلية غير خالية    نفرض كل  )A   .  يجب أن نبرهن أنX فضاء مترابط  .
وجد مجموعة جزئية ت) 8.6.2( باستخدام مبرهنة  غير مترابط  Xنفرض  الفضاء : سنبرهن بطريقة التناقض 

)X int مغلقة ومفتوحة في Aبحيث ان Xغير خالية  من Aفعلية  )A A A    
)ولكن  ) ( ) | int( )A A A A      وهذا تناقض Xفضاء مترابط .   

 Aنفرض وجود مجموعة جزئية فعلية غير خالية : سنبرهن بطريقة التناقض .  مترابط Xنفرض :    الاتجاه الأخر 
) بحيث أن Xمن  )A  .   

)()()int()int( AAAAAAAAA الية مفتوحة ومغلقة  مجموعة جزئية فعلية غير خ
XXفي   فضاء غير مترابط وهذا تناقض  .  
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  ) 11.2.5(مبرهنة 
) مجموعة مترابطة في الفضاء التبولوجي Aلتكن  , )X  1 بحيث أن 2A A A  1 ، وانA ، 2A مجموعتين 

1Aمنفصلتين ، فان  A 2 أوA A   
  : البرهان 
1  منفصلتين فان 1A  ، 2Aبما أن   2 1 2,A A A A      
1بما أن  2 1 1 1 2( ) ( ) ( )A A A A A A A A A A A             

1Aيجب أن نبرهن  A   2 أوA A    
1Aنفرض : سنبرهن بطريقة التناقض  A   2 وA A     

1 2 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A A A A A A A A A A A A A A                  

1وبالمثل نبرهن  2( ) ( )A A A A    1  وعليه المجموعتينA A ، 2A A منفصلتين   
A  تساوي اتحاد مجموعتين منفصلتين A  مجموعة مترابطة وهذا تناقض .  

1Aوعليه أما  A   2 أوA A      
1Aا كانت  إذ A   2 فان 2A A A A A     

2Aأو إذا كانت   A   1 فان 1A A A A A     

  ) 12.2.5(نتيجة  
) مجموعة مترابطة في الفضاء التبولوجي Aلتكن  , )X  1 بحيث أن 2A A A  1 ، وانA ، 2A مجموعتين 

    منفصلتين 1A ، 2A، فان ) مغلقتين(متنافيتين مفتوحتين

  )13.2.5(مبرهنة
)ليكن  , )X جيا ولتكن  فضاء تبولوA مجموعة مترابطة في X .  إذا كانتB مجموعة جزئية  في X بحيث أن 

ABA  فان B مجموعة مترابطة  في X   
  : البرهان 

   غير مترابطة Bنفرض أن المجموعة :              سنبرهن بطريقة التناقض 
B  1 تساوي اتحاد مجموعتين منفصلتين ، أي يوجد 2,B B Xبحيث أن   

 1 2,B B   ، 1 2B B B  ، 1 2 1 2,B B B B      
1بما أن  2A B B A B    .  1نحصل على  ) 11.2.5(باستخدام المبرهنةA B 2 أوA B  

1Aنفرض أن  B 2 2 1 2 1A B A B B B A B           .   

2وكذلك    2 2 2 1 2B A B B B B A B B B A           
2B وهذا تناقض لان   وعليه  B يجب أن تكن مترابطة   

  )14.2.5(نتيجة
) ليكن  , )X  فضاء تبولوجيا   ولتكن A مجموعة مترابطة في X فان A تكون أيضا مجموعة مترابطة في  X .   
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  ) 15.2.5(مبرهنة 
) مجموعة جزئية في الفضاء التبولوجي الاعتيادي Aلتكن , )u فان ، Aكانت  مجموعة مترابطة إذا وفقط إذا A فترة .  

  : البرهان 
  . مجموعة خالية أو أحادية ينتهي البرهان Aإذا كانت  .  مجموعة مترابطة في A           لتكن 
   ليست فترة Aنفرض أن : سنبرهن بطريقة التناقض .  تحتوي على الأقل عنصرينA أما إذا كانت 

a,اذن يوحد  b A ، p A بحيث a p b    
)ليكن  , )G p A    G A   

Gبما أن  b G     
a,بما أن  A a G   G  مجموعة جزئية فعلية من A.   
)بما أن  , )p  مجموعة مفتوحة في  فان G مجموعة مفتوحة في A   

)وبالمثل إذا كانت   , )H p A   فانH مجموعة جزئية  فعلية مفتوحة في A   
,وبسهولة إثبات  ,G H A G H G H        A  مجموعة غير مترابطة   

Aوهذا تناقض   فترة في   
    فترة في Aنفرض  : الاتجاه الأخر 

   غير مترابطة Aنفرض أن المجموعة : سنبرهن بطريقة التناقض 
M,اذن توجد مجموعتين متنافيتين غير خاليتين  N مغلقتين في A بحيث A M N    

a,ليكن  M b N    
Mبما أن  N   فان a b وعليه أما a b أو b a  

aدون فقدان في العمومية ، نفرض  b  
a, ،وان  فترة في Aبما أن  b A نحصل على  ، [ , ]a b A M N     
}supليكن  : [ , ] }p x x a b M    

]بما ان  , ]a b مجموعة مغلقة  فان [ , ]p a b أي ان ، a p b    
0لكل   يوجد [ , ]x a b M  بحيث ان p x p   وهذا يعني كل جوار إلى p يحتوي نقطة من [ , ]a b M 

pوبالتالي  M أو p M  ولكن  M مغلقة فان p M .   
b أخرى بما أن مرة N نحصل على ، b p p b  وأكثر من ذلك تعريف ، p يبين p N  0 لكل  

pبحيث أن  b  .  وهذا يعني كل جوار إلىp يحتوي نقطة من N تختلف عن p  وعليه p N  ولكن  N مغلقة 
pفان  N  

p وبالتالي  M N  وهذا تناقض لان  M N  .  يجب أن تكونA  مترابطة   

  ) 16.2.5(نتيجة 
)الفضاء التبولوجي الاعتيادي  , )u مترابط .  
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  ) 17.2.5(مثال
)   في الفضاء التبولوجي  الاعتيادي  , )u   

( غير مترابطة لأنه لو أخذنا   مجموعة الأعداد الطبيعية  . 1
2

1
,(G و ),

2

1
( H فان   

   HG و G ،H) ا  (
    مجموعة مفتوحة في H وGكل من ) ب (
G) ج ( H .  

( غير مترابطة لأنه لو أخذنا   مجموعة الأعداد الصحيحة  . 2
3

1
,(G و ),

2

1
( H فان   

G) ا(  ،H  و G H    
    مجموعة مفتوحة في H وGكل من ) ب(
G) ج( H .  
)3,( و G),3(نه لو أخذنا  غير مترابطة لأمجموعة الأعداد النسبية. 3 H فان   

G) ا(  ،H  و G H     
    مجموعة مفتوحة في H وGكل من ) ب(
G) ج( H .  

  Continuity and Connectednessالاستمرارية والترابط  
  )18.2.5(مبرهنة

)1ليكن كل من  , )X  ، 2( , )Y  ولتكن , َفضاء تبولوجياYXf : إذا كانت . دالة مستمرةX  فأن  فضاء  مترابط
( )f X تكون مجموعة مترابطة في Yبعبارة أخرى الصورة المستمرة لفضاء مترابط تكون مجموعة مترابطة ،.  

  : البرهان
)نفرض.   سنبرهن بطريقة التناقض )f X مجموعة غير مترابطة في Y   21 توجد مجموعتان مفتوحتان ,GG 

  بحيث أن
1 .1 2( ) , ( )G f X G f X             
2 .1 2( ( )) ( ( ))G f X G f X      
3 .)())(())(( 21 XfXfGXfG    1 2 1 2( ) ( ) ( ( )) ( ( ))G G f X G f X G f X          

1 1 1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( ) (( ) ( )) ( )f G f G f X f G G f X f               

  )()( 2
1

1
1 GfGf  

  وكذلك
    )())(())(()()()(( 2121 XfXfGXfGXfXfGG   

1 1 1 1
1 2 1 2( ( ) ( )) (( ) ( )) ( ( ))f G G f f X X f G G f X f f X X             

1 1 1 1
1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( )f G f G X f G f G X X         .  
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1 مستمرة fبما أن الدالة  1
1 2( ), ( )f G f G   مجموعات مفتوحة وغير خالية في X   

X غبر مترابط ، وهذا تناقض ( )f X رابطة في  مجموعة متY.  

  )19.2.5(نتيجة
)1ليكن كل من  , )X  ، 2( , )Y  ولتكن , َ فضاء تبولوجياYXf : إذا كانت . دالة  شاملة ومستمرةX  مترابط  

  Yبط في  يكون  متراYفأن 
  )20.2.5(نتيجة

)1ليكن كل من  , )X  ، 2( , )Y  ولتكن , َفضاء تبولوجياYXf : إذا كانت . دالة مستمرةA مجموعة مترابطة في X 
)فأن  )f A تكون مجموعة مترابطة في Y  

  ) 21.2.5(مبرهنة
)1ليكن كل من  , )X  ، 2( , )Y  َفضاء تبولوجيا َ بحيث أنYX  ,  فانX فضاء مترابط إذا وفقط إذا كان Y فضاء 

  .  مترابط
  : البرهان 

YX         بما إن     يوجد تشاكل تبولوجي  YXf :  
)  مستمرة f فضاء مترابط ، بما أن الدالة Xنفرض  )f X مجموعة مترابطة في Y   

)  شاملة fبما أن الدالة  )Y f X Y  فضاء مترابط   
   فضاء مترابط Yنفرض :   الاتجاه الآخر 
XYfبما أن الدالة   ) 1ستمرة  م1: )f Y X  فضاء مترابط   

  
  )2.5(تمارين

)برهن على أن كل مجموعة منتهية في فضاء تبولوجي  .1 , )X تكون غير مترابطة .  
  . هل أن تقاطع المجموعات المترابطة في الفضاءات التبولوجية  تكون مجموعة مترابطة.2
)}2هل أن المجموعة .3 , ) : , }A x y x y    2 مترابطة في الفضاء التبولوجي الاعتيادي( , )u.  
) برهن على أن كل مجموعة مترابطة في الفضاء التبولوجي الاعتيادي .4 , )uتكون فترة .  
, لتكن كل من  .5 :f g   2 دالة وليكن{( , ) : ( )}A x y y f x   ، 2{( , ) : ( )}B x y y g x    

A         برهن على أن  B 2 غير مترابطة في الفضاء التبولوجي الاعتيادي( , )u.  
)فضاء التبولوجي الاعتيادي  مجموعة مترابطة في الA لتكن  .6 , )u .  برهن على لكل,a b A  يوجد c A   

a, يقع بين      b .  
)ليكن  .7 , )X  فضاء تبولوجيا  ولتكن A X . برهن على انA نقطتين  في  مجموعة مترابطة إذا كانت كلA   

  . Aمحتواة في مجموعة جزئية مترابطة من     
}ليكن  .8 , , , , }X a b c d eوليكن { ,{ },{ , },{ , , },{ , , , }, }a a b a b c a b c d X  .ن على أن بره( , )X  فضاء غير مترابط .  
) برعن على أن الفضاء التبولوجي المكل المنتهي .9 , )X  يكون مترابط إذا كانت X ويكون غير مترابط  غير منتهية   
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  . منتهية Xعندما    
B,إذا كانت  . X مجموعة مترابطة في الفضاء التبولوجيA لتكن  .10 C في مجموعتين منفصلتين X بحيث أن   

       A B C   . ى أن كل منبرهن علA B ،  A Cمجموعة مترابطة    .  
) مجموعة جزئية في الفضاء التبولوجي المكل المنتهي A لتكن .11 , )X  .  برهن على أنA بطة إذا وفقط إذا  مترا  

B, لا تساوي مجموعتين غير خاليتين Aكانت        C بحيث أن B C    
A, لتكن  .12 B مجموعتين متنافيتين مترابطتين  في الفضاء التبولوجي ( , )X  .  برهن على أنA B مجموعة مترابطة  .  
A, لتكن كل من .13 B مجموعة مترابطة في الفضاء التبولوجي ( , )X  .   بين أي من العبارات التالية  

           صحيحة أم لا ؟ مع البرهان 
1 .cA مجموعة مترابطة   
2 .A B مجموعة مترابطة   
3 .A B مجموعة مترابطة   

} لتكن .14 }A  عائلة من المجموعات المترابطة في الفضاء التبولوجي ( , )X  بحيث انA A    لكل     

Aفان       A


  تكون مترابطة   

) ليكن .15 , )X  برهن على أن إذا كانت .   فضاء تبولوجيا مترابطا:f X   فان  دالة مستمرة ( )f X فترة .  
,{0,1}) ليكن .16 )D برهن على ان  الفضاء التبولوجي .  قضاء تبولوجي مبعثر( , )X  مترابط إذا وفقط إذا توجد  يكون   
:دالة شاملة ومستمرة      {0,1}f X .   
,{0,1})ليكن  .17 )D برهن على ان  الفضاء التبولوجي .  قضاء تبولوجي مبعثر( , )X  مترابط إذا وفقط إذا كانت  يكون   

:كل دالة مستمرة       {0,1}f X  تكون ثابتة .  
   

    Component Sets المجموعات المركبة 6.5
يجب أن . مترابطا ، فيمكن أن يتحلل إلى مجوعات متنافية من أعظم فضاء جزئي مترابط إذا لم يكن الفضاء التبولوجي 

  . نبين أن هذا ممكن دائما 
  )1.3.5(تعريف

  .ء الفضا) Component( بأنه احد مركبات X من الفضاء التبولوجي Yيقال عن أعظم فضاء جزئي مترابط 
  . ليست محتواة في فضاء جزئي مترابط اكبر منه Y مترابط وان Y إذا وفقط إذا كان X مركبة فيYوهكذا

A بالنسبة للتبولوجي النسبي ، بعبارة أخرى المجموعة Y هي مركبة فيX  من Yمركبة المجموعة الجزئية X 
  . أعظم مجموعة جزئية مترابطة Aتكون مركبة إذا كانت 

  ملاحظة 
فضاءات التبولوجية تكون مترابطة ، فمن الواضح أن المجموعات المركبة تكون غير بما أن المجموعات الأحادية في ال

  .خالية 
  )2.3.5(مثال

)ليكن. 1 , )X  فضاء تبولوجي مترابط فان مركبات X هي فقط المجموعة X وعليه الفضاء ،   
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)ولوجي الاعتيادي     التب , )u له مركبة وحيدة هي .  
)ليكن. 2 , )X فضاء تبولوجي مبعثر فان المجموعات المركبة في X الأحادية  هي فقط المجموعات المجوعات  .  
}ليكن . 3 , , , , }X a b c d e، { ,{ },{ , },{ , , },{ , , , }, }a b c a b c b c d e X  قان المجموعات المركبة في X هي{ }a ،  
   { , , , }b c d e.   

  )3.3.5(مبرهنة 
)كل مجموعة مركبة في الفضاء التبولوجي  , )X غلقة  تكون م  

  : البرهان 
   X مجموعة مركبة في A            لتكن 

A مجموعة مترابطة A        اذن   مجموعة مترابطة    
Aترابطة   أعظم مجموعة  مAبما أن  A    
Aولكن  A A A   A  مجموعة مغلقة  .  

  )4.3.5(مبرهنة 
)في الفضاء التبولوجي  , )X    

  Xتواة في مجموعة مركبة واحدة فقط في  تكون محXكل نقطة في . 1
   X تشكل تجزئة إلى Xالمجموعات المركبة في .  2
  Xتكون محتواة  في مجوعة مركبة  في Xكل مجموعة مترابطة في . 3
   تكون مركبة  Xكل مجموعة مترابط مفتوحة ومغلقة في. 4

  : البرهان 
xلتكن . 1 X ولتكن ، { }A عائلة من المجموعات المترابطة التي تحتوي x.   

}   بما أن  }x مجموعة مترابطة { } { } { }A x A       
xبما أن Aلكل     A






  فان  xA A


 لماذا ؟( مجموعة مترابطة(  

xAعة مترابطة تحوي على  مجموx.   
xA مجموعة مترابطة بحيث أن Bلتكن  B .  فانx B وعليه { }B A   

 x xA B B A    وعليه  xA مجموعة مركبة تحتوي على x.   
  .x والتي تحتوي على X هي المجموعة الوحيدة المركبة في xAيجب أن نبرهن على أن 

  .x والتي تحتوي على Xمركبة أخرى في  مجموعة xBلتكن 
}قان  }xB A x xB A  ولكن ، xB أعظم مجموعة مركبة في X x xB A  .  

}لتكن . 2 : }xA x X  حيث xA 1(  معرفة  في. (  
   X تحتوي على جميع المجموعات المركبة في   يجب أن نبرهن أن 

xAباستخدام أن كل  في  مجموعة مركبة X.   
0x غير خالية تحتوي بعض النقاط A  ، فان X مجموعة مركبة  فيAإذا كانت  X   
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نحصل على أن ) 1(باستخدام 
0x

A A  A    

   X تجزئة  إلى يجب أن نبرهن على أن 
xواضح أن 

x X

X A


  بقي أن نبرهن  x yA A   بحيث أن x yA A    

xنفرض  yA A   يوجد x yr A A  xr A  و yr A   

   ، r مجموعة مركبة تحتوي rA و r مجموعات مترابطة تحتوي على xA ، yAبما آن 

xنحصل على  rA Aو y rA A ولكن  xA ، yA مجموعات مركبة وعليه x r yA A A   

xلتالي وبا yA A    اذن  تجزئة  إلى X.  

Aإذا كانت  . X مجموعة مترابطة في Aلتكن . 3  فان A محتواة في كل مجموعة مركبة .  
A    أما إذا كانت   فان ، A تحتوي على الأقل عنصر واحد وليكن x وعليه xA Aحيث xA   
  ) .1(    معرفة  في 

   X مجموعة مترابطة مفتوحة ومغلقة في Aلتكن . 4
A بحيث أن X مجوعة غير خالية مترابطة في B    لتكن  B   

Bيجب أن نبرهن  A  
Bنفرض  A  

   B مفتوحة ومغلقة في A فان X مفتوحة ومغلقة في Aبما أن المجموعة 
B A، A و A مفتوحة ومغلقة في B فان B وهذا تناقض فان .  غير مترابطةB A   

  .  مركبة Aاذن  المجموعة 
  )3.5(تمارين

  وعات المركبة في الفضاء التبولوجي المكل المنتهي  اوجد المجم.1
  . هل المجموعة المركبة في الفضاء التبولوجي تكون مفتوحة .2
  .  برهن على أن المجموعات المركبة غي الفضاء التبولوجي تكون متنافية .3
)  ليكن .4 , )X فضاء تبولوجي بحيث أن X تحتوي على عدد منتهي من المجموعات المركبة  .  
   . X تكون مجموعة مفتوحة ومغلقة فيX برهن على أن كل مجموعة مركبة في.5
  

   Totally Disconnected Spaces الفضاءات غير المرتبطة كليا  4.5
  )1.4.5(تعريف

)ال عن الفضاء التبولوجي يق , )X   بأنه غير مترابط كليا )Totally Disconnected ( إذا كان لكل,x y X ،x y   
Aيوجد مجموعة غير مترابطة  B في Xن  بحيث أx A ، y B .   

  من التعريف مباشرة نحصل على كل فضاء غير مترابط كليا يكون هاوزدورف 
  ملاحظة 

  .وهكذا يكون الفضاء الأحادي مترابط وغير مترابط كليا . يكون غير مترابط كليا ) يحتوي نقطة واحدة(كل فضاء أحادي 
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  ) 2.4.5(مثال
  كل فضاء  تبولوجي مبعثر يكون غير مترابط كليا . 1
)الفضاء التبولوجي . 2 , )u غير مترابط كليا  حيث u التبولوجي الاعتيادي على   

  : الحل
)ليكن . 1     , )X وجي مبعثر  فضاء تبول  

x,    وليكن  y X بحيث x y فان كل من ، { }A x، cB Aمجموعة غير خالية مفتوحة في X  
x    وان  A ، y B و A B X  غير مترابطة .  

x,ليكن . 2   y  بحيث x y   
x      إذا كان  y فان يوجد ،cp  بحيث ان x p y    

( , ), ( , )p p   مجموعات مفتوحة في    
)نضع  , ) , ( , )A p B p        ,A B  مجموعات مفتوحة في وان   

(( , ) ) (( , ) ) ,A B p p A B              
A B مجموعة غير مترابطة  في   وان x A ، y B وعليه غير مترابط كليا  .  

  )3.4.5(مبرهنة
  .المجموعات المركبة في الفضاء التبولوجية غير المترابطة كليا تكون مجموعات أحادية 

  : البرهان 
)  ليكن          , )X فضاء تبولوجي  غير مترابط كليا  .  

   والتي تحتوي على أكثر من عنصر غير مترابطة Xيكفي أن نبرهن كل مجموعة جزئية من 
   الأقل عنصرين  تحتوي علىX مجموعة جزئية من Sلتكن 
x,ليكن  y S بحيث x y  ,x y X   
A يوجد مجموعة غير مترابطة غير مترابط كليا  Xبما آن B في X بحيث أن x A ، y B.   
G,ليكن  A S H B S    فان ,G H   لان  x G ، y H.   

( ) ( ) ( )G H A S B S A B S S             
   وكذلك 

( ) ( ) ( )G H A S B S A B S X S S            
   فقط  مجموعات مترابطة  Xوبالتالي المجموعات  الأحادية في .  مجموعة غير مترابطة S  وعليه 

  .وبالنتيجة فقط المجموعات الأحادية تكون مركبة 
  )4.4.5(مبرهنة

)ليكن  , )X إذا كان. اء تبولوجي هاوزدورف فضX يمتلك قاعدة مفتوحة مجموعاتها مغلقة أيضا          .  
  .  غير مترابط كليا Xفان 

  : البرهان 
x,        ليكن  y X بحيث x y  
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x بحيث أن G توجد مجموعة مفتوحة   هاوزدورف Xبما أن  G ، y G   
Bاذن يوجد   بحيث x B G   B  مجموعة مفتوحة ومغلقة   

cB  مجموعة مفتوحة ومغلقة  بحيث cy B و x B    
cAنضع  B ,A B X A B       

A B  مجموعة غير مترابطة في  X بحيث أن x A ، y B  
X  غير مترابط كليا  .  

   Locally Connected Spaces الفضاءات المترابطة محليا  5.5
  )1.5.5(تعريف

)ضاء التبولوجي يقال عن الف , )X  بأنه مترابط محليا )Locally Connected ( عند النقطةp X  
G توجد مجموعة مفتوحة مترابطة x تحتوي Gإذا كان كل مجموعة مفتوحة   بحيث أن x G G    

  .x تشكل قاعدة محلية عند النقطة xبعبارة أخرى عائلة كل المجموعة المفتوحة المترابطة التي تحتوي 
  . نقطة من نقاطهويقال عن الفضاء التبولوجي بأنه مترابط محليا إذا كان مترابط محليا لكل 

  )2.5.5(مثال
  كل فضاء تبولوجي مبعثر يكون مترابط محليا 

  : الحل 
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي مبعثر و ليكن x X ولتكن G مجموعة مفتوحة في X بحيث أن x G  
}نضع  }G x  G   مجموعة مفتوحة ومترابطة في X وكذلك  x G G    

X  مترابط محلية .  

  ملاحظة 
  .ط محليا ليس بالضرورة أن يكون مترابط المثال  أعلاه بين الفضاء المتراب

  )3.5.5(مبرهنة
)ليكن  , )X ،فضاء تبولوجي مترابط محليا Y مجموعة جزئية مفتوحة في X فان الفضاء الجزئي ( , )YY  يكون 

  .مترابط محليا 
  : البرهان 

yلتكن  Y ، G مجموعة مفتوحة في Y وتحتوي على y   
U بحيث أن X مفتوحة في Uاذن توجد مجموعة  Y G    

X U مجموعة  مفتوحة في Yبما أن  Y مجموعة مفتوحة في  X   
  y  وتحتوي النقطة X مجموعة مفتوحة  في Gوعليه 
G مترابط محليا  فانه توجد مجموعة مفتوحة مترابطة Xبما أن    في  X بحيث أنy G G    
V وألان G Y G Y G      حيث أنV مجموعة مفتوحة مترابط في Y تحتوي على النقطة Y   
yوان  V G  فان  ، ( , )YY  مترابط محليا  .  
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  )4.5.5(مبرهنة
  . ابط محليا تكون مجموعة مفتوحة كل مجموعة مركبة في فضاء متر

  : البرهان 
)   ليكن , )X فضاء مترابط محليا ولتكن Aمجموعة مركبة في X ولتكن x A   
x و X مجموعة مفتوحة في X  مترابط محليا وXبما أن  X  

  توجد مجموعة مفتوحة مترابطة  G  بحيث أن x G X    
G مجموعة مركبة ، فان Aبما أن  A   x G A      
A  مجموعة مفتوحة .  

  )5.5.5(مبرهنة
)ليكن  , )X  فضاء تبولوجي  فان العبارات الآتية متكافئة   

1 .Xحليا  مترابط م.  
  . هي مجموعة مفتوحةXمركبة أي مجموعة مفتوحة في . 2
  Xالمركبات المترابطة تشكل قاعدة  للفضاء . 3

  : البرهان 
            (2) (1)    

  .ليا  مترابط محXنفرض أن الفضاء 
)يكون )  3.5.6(باستخدام المبرهنة   .X  مجموعة مفتوحة  في Yليكن , )YY  فضاء مترابط محليا   

   X مجموعة مفتوحة في Yتكون مركبة )  4.5.6(وباستخدام المبرهنة  
(3) (2)  

 وحيث المركبات مترابطة فهي عبارة عن X مفتوحة في G وان مركبات X مجموعة مفتوحة في G   نفرض أن
   .Xالمجموعات المفتوحة وبالتالي فهي قاعدة للفضاء اتحاد من 

(1) (3)  
p جوار مفتوح  للنقطة V ليكن  X نحصل على ان ) 3( ، منVمجموعات المفتوحة  هي عبارة عن اتحاد من ال

  . مترابط محلياXة وبالتالي فان المترابط
  )6.5.5(مبرهنة

)1ليكن كل من  , )X  ، 2( , )Y  ولتكن , َ فضاء تبولوجياYXf : إذا كانت . دالة شاملة ومستمرة ومفتوحةX 
  .  فضاء مترابط محلياYفضاء  مترابط محليا  فأن

  : البرهان
yليكن        Y، Gمجموعة مفتوحة في Y وتحتوي على y.   

x يوجد  شاملة fة بما أن الدال X بحيث أن ( )f x y  
  ( )f x G   1( )x f G   

)1  مستمرة فان  fبما أن الدالة   )f G مجموعة مفتوحة في X.   
G مترابط محليا فان توجد مجموعة مفتوحة مترابطة Xبما أن الفضاء   1 بحيث أن( )x G f G     
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1( ) ( ) ( ( ))f x f G f f G     ( )y f G G     
Gبما أن   مجموعة مفتوحة  في X وان الدالة f مفتوحة فان ( )f G مجموعة مفتوحة في Y .   
Gبما أن   مجموعة مترابطة  في X وان الدالة f مستمرة  فان ( )f G مجموعة مترابطة  في Y .   

)اذن  )f G مجموعة مفتوحة ومترابطة  في Y وان  ( )y f G G .  
Y  فضاء مترابط محليا  .  

   
  )5.5(تمارين

) ليكن .1 , ) ( , )Y a b c d  حيث  a b c d   فان Y للتبولوجي فضاء مترابط محليا وغير مترابط بالنسبة   
   . الاعتيادي على    

Y ليكن .2 A B  0)} حيث, ) : [ 1,1]}A y y  ،1
{( , ) : (0,1], sin }B x y x y

x
  فان Y   

   .2       فضاء مترابط وغير مترابط محليا بالنسبة للتبولوجي الاعتيادي على 
)إذا كان الفضاء التبولوجي :  برهن على  .3 , )X  مترابط محليا فان كل مجموعة مفتوحة في X مترابطة محليا  تكون .  
    يكون مترابط محليا إذا كان X برهن على أن كل فضاء جزئي مترابط من فضاء مترابط محليا .4

        X    
)  ليكن  .5 , )X  فضاء مترابط محليا ولتكن A مجموعة مركبة في الفضاء الجزئي Y من X .   

)         برهن على أن  ) ( )A Y     
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  


