
 

 
 

 
 
 
 
 

 

 

 

 

 

 

 

 خامسانانفصم 

 

 

 انتكامم

 

Integration 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



   انمقذمة  (5-1)

 

fٔلًُا تاسرخشاج يشرمرٓا  f(x)ْٕ عكس انرفاضم )الاشرماق( فئرا كاَد نذٌك انذانح  -انركايم :
-
(x)  فاٌ عًهٍح

 -انركايم ذعًُ انحصٕل عهى انذانح الأصهٍح ٔرنك تالاعرًاد عهى يشرمح انذانح ُْٔانك َٕعٍٍ يٍ انركايم:

  انركايم غٍش انًحذدIndefinite integrel 

 

 

   انركايم انًحذدdefinite integrel 

 
 

 

 

 -ٔحسة انرعشٌف أعلاِ ًٌكٍ ذٕضٍح انركايم تانشكم الأذً:

 

 

 

 

 

 

 

 

   خواص انتكامم انغير محذد  (5-2)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EX:-Find the integral of the functions 
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   انتكامم محذد  (5-3)

 

 ( b(  ٔحذ أعهى ْٕ )aإٌ انركايم انًحذد ْٕ َفس انركايم انغٍش يحذد نكٍ يحذٔد تحذ أدَى ْٕ )

 

 

 

 

 يٕجٕد. bإنى  a( يٍ fفاٌ انركايم انًحذد ل ) [ a ,b]( انذانح يسرًشج عهى انفرشج انًغهمح f& إرا كاَد )نظرية&

 

   خواص انتكامم محذد  (5-4)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EX1:-Find the integral of the functions 
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Ex2:- 
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 ٔتانرعٌٕض عٍ لٍى انركايلاخ أعلاِ َحصم عهى 

 

 

 

 

Ex3:- 
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Ex4:- 
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 Double Integralانثنائي انتكامم  (5-5)
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 The properties of the Double integralخواص انتكامم انثنائي  (5-6)

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

Theorem1:- If f(x, y) continuous on [a ,b], [c ,d] then   
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Theorem2:- If f(x, y) continuous on [a ,b], [c ,d] then   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

2
2

4

2

0
)0(

2

3

2

1

2

3

22

3

2

3

2

3

2

1
22

2

1
2

2

2

2
)(

:

)(

:2

1

0

21

0

22

1

22

1

1

0

2

1












































































 

y
ydyy

yyyyyyx
x

dxyx

sol

dxdyyx

EX

 
4

1
0

2

1

2

1

2

)0(

2

1

2

1

22

1

2

1

2

1

2

1
0

22

)0(

2

)1(

2

:

)(

:3

221

0

21

0

1

0

22
1

0

21

0

1

0

1

0

1

0






























































 

 

x
xdxx

x
xxxy

xdxxydy

sol

dydxxy

EX

   

b

a

d

c

d

c

a

b

dydxyxfdxdyyxf ),(),(

 

 

   

  5.44190
2

1
1

22

1
)

2
sin(

22

1

sin
2

1
sin

2

1
)1cos(

2

1

2

1
)cos(

2

1

)0cos(
2

1
)1cos(

2

1
cos

2

1
2sin

2

1

)sin(

:

,1,0,
2

,0

)(sin),(.,),(:1

2
0

2
0

2

0

2

0

2

0

2

1

0

2

0

2
2

0

1

0

2

2

0

1

0

2

2














































































 

 

 















xxxxdxxdxx

dxdxxydxxydyxy

dydxxyxy

SOL

dydxdAs

xyxyyxfwheredAyxffindEX
s



 

 Applications of Integrationتطبيقات عن انتكامم  (5-7)

 

 -ٔذمسى إنى لسًٍٍ:

  إٌجاد انًساحح تٍٍ يُحًُ انذٔال ٔتٍٍ انًحأسx ,y. 

 .إٌجاد انحجٕو 

 .إٌجاد الأطٕال 

 

(5-a7 )وراوبين انمح انةإيجاد انمساحة بين منحني انذ 

 

(5-7-1a )وروبين انمح انةإيجاد انمساحة بين منحني انذx 

 

 

ًْ  xفاٌ انًساحح انًحصٕسج تٍٍ انذانح ٔانًحٕس  [a ,b ]يسرًشج عهى انفرشج انًغهمح  y =f(x)نركٍ نذٌُا انذانح 

 -كالأذً:

 

 

 -يلاحظاخ:

  إرا كاَدf(x) ≥ 0  فٓزا ٌؤدي إنى أٌ ذكٌٕ انًساحح تٍٍ انًُحًُ ٔأعهى انًحٕسx. 

   أيا إرا كاَدf(x) < 0  فٓزا ٌؤدي إنى أٌ ذكٌٕ انًساحح تٍٍ انًُحًُ ٔأسفم انًحٕسx. 

   لذ ٌكٌٕ يُحًُ انذانح ضًٍ انفرشج انًغهمح[ a ,b]  جزء يُّ فٕق انًحٕسx  ٔانجزء الأخش ذحد انًحٕسx 

 -ٔتزنك ذكٌٕ انًساحح كالأذً:

 

 

 

 -ُْٔانك حانرٍٍ نٓزِ انحانح:

 

يع ٔجٕد فرشج يغهمح يعطاج فً ْزِ انحانح َمٕو تئٌجاد َماط انرماطع  xإٌجاد انًساحح تٍٍ انًُحًُ ٔانًحٕس  - أ

إرا لا فلا ٌرى ذجزأ فئرا كاَد انُماط انًسرخشجح ذمع ضًٍ انفرشج َجزأ انركايم أيا   f(x) =0ٔرنك تعذ يسأاج 

 انركايم.

 

 [ 2 ,4] EX1:- Find the area between the curve y = x
3
 and the x-axis of  

Sol:- 

 

 

 

 

 

 لا ذمع ضًٍ انفرشج أعلاِ نزنك نٍ َهجأ إنى ذجزأ انركايم. x=0تًا إٌ انُمطح 

 

[ -1 ,2] EX2:- Find the area between the curve y = x-1 and the x-axis of  
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                      x-1 

 

 

 

َهجأ إنى َماط انرماطع يع عذو ٔجٕد فرشج يغهمح يعطاج فً ْزِ انحانح  xإٌجاد انًساحح تٍٍ انًُحًُ ٔانًحٕس  - ب

ٔيٍ ثى إٌجاد َماط انرماطع ًْٔ ذًثم حذٔد انركايم أيا إرا  f(x) =0ٔرنك تجعم   xنهًُحًُ يع انًحٕس 

 أكثش يٍ َمطرٍٍ ففً ْزِ انحانح َجزأ انركايم. xكاَد َماط انرماطع نهًُحًُ يع انًحٕس 

 

EX1:- Find the area between the curve y = x
2
-9 and the x-axis of  
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EX2:- Find the area between the curve y = x
3
-3x

2
-x+3 and the x-axis of  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5-7-2a )وروبين انمح انةإيجاد انمساحة بين منحني انذy 

 

يع ٔجٕد فرشج يغهمح يعطاج فً ْزِ انحانح َمٕو تئٌجاد َماط انرماطع  yإٌجاد انًساحح تٍٍ انًُحًُ ٔانًحٕس أـ 

فئرا كاَد انُماط انًسرخشجح ذمع ضًٍ انفرشج َجزأ انركايم أيا إرا لا فلا ٌرى ذجزأ   f(x) =0ٔرنك تعذ يسأاج 

 حٍث إٌ انمإٌَ انًسرخذو تٓزِ انطشٌمح  انركايم.

 

 

 

[ -1 ,3] EX1:- Find the area between the curve x=8+2y-y
2
 and the y-axis of  
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يع عذو ٔجٕد فرشج يغهمح يعطاج فً ْزِ انحانح َهجأ إنى َماط انرماطع  yإٌجاد انًساحح تٍٍ انًُحًُ ٔانًحٕس -ب

ٔيٍ ثى إٌجاد َماط انرماطع ًْٔ ذًثم حذٔد انركايم أيا إرا كاَد  f(x) =0ٔرنك تجعم   yنهًُحًُ يع انًحٕس

 أكثش يٍ َمطرٍٍ ففً ْزِ انحانح َجزأ انركايم.yَماط انرماطع نهًُحًُ يع انًحٕس 

 

(5-7-3a )نييانمساحة بين منحن إيجاد 

 

 ٔكاَد  [ a ,b]دانٍرٍٍ يسرًشذٍٍ فً انفرشج انًغهمح   y1= f(x) ٔy2 = g(x)نركٍ  - أ

  

 

 -فاٌ انًساحح انًحصٕسج تًٍُٓا ذعشف تانشكم الأذً:

 

 

 

 

 

 

 

 

فاٌ انًساحح انًحصٕسج تًٍُٓا  [ c ,d]يسرًشذٍٍ فً انفرشج انًغهمح دانٍرٍٍ  x1=f(y)  ٔx2 =g(y)ركٍ ن ب

  -ذعشف تانشكم الأذً:

 

 

 

 

 

 -أيا طشٌمح انحم فًٓ:

 .ٍٍَشسى انذانر 

  إٌجاد انُماط نهرماطع تٍٍ انًُحٍٍٍُ ٔرنك تجعمy1=y2  ْزا تانُسثح إنى انًرغٍشy  ٔأx1=x2  ْٔزا تانُسثح

 .xنهًرغٍش 

  ذجزأ انركايم )يلاحظح عُذيا انفرشج ذكٌٕ فئرا كاَد َمطح انرماطع ذُرًً إنى انفرشج َجزأ انركايم ٔإلا لا ٌرى

يعطاج تانسؤال( إرا نى ٌزكش تانسؤال انفرشج فاٌ َماط انرماطع تٍٍ انًُحٍٍٍُ ًْ ذًثم حذٔد انركايم فئرا كاَد 

 أكثش يٍ اثٍٍُ َجزأ انركايم.

[ 0.5,2] EX1:- Find the area between the curves y1=x
2
 and y2=1/x in the travel  
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EX2:- Find the area between the curves y1=2x and y2=x
2
  

 

 

 

 

 

 َٔعٕضٓا تانذٔال  [ 0,2]( يٍ ضًٍ انفرشج 1َأخز سلى )

 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EX3:- Find the area between the curves y=(x)
1/2 

and 2y
2
=3x 

 

 

 

 

  x1=x2ٌجة إٌجاد حذٔد انركايم لأَّ نى ٌرى أعطاِ تانسؤال نزنك َعًم

 

 

 

 

 

 

 

 

 ثى َعٕضّ تانذٔال. [1,1- ]( لأَّ ٌمع ضًٍ انفرشج 0َأخز سلى )
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(5-7b ) انحجومإيجاد 

 

 -ذطثٍك انمإٌَ انرانً:( ٔانرً ٌرى يٍ خلال xيُحً انذانح ٔانًحٕس ) انحجى ياتٍٍ لإٌجاد -انحانة الأونى:

 

  

 

 

 َٔرثع َفس الأسهٕب انساتك فً حانح إٌجاد انًساحح سٕاء كاَد انفرشج يعطاج أٔ نى ذكٍ يعطاج 

 

 -( ٔانرً ٌرى يٍ خلال ذطثٍك انمإٌَ انرانً:yلإٌجاد انحجى ياتٍٍ يُحً انذانح ٔانًحٕس ) -انحانة انثانية:

 

 

 

 إٌجاد انحجى ياتٍٍ يُحٍٍُ عُذ انًحٕس انسًٍُ   -انحانة انثانثة:

 

 

 

 صاديإٌجاد انحجى ياتٍٍ يُحٍٍُ عُذ انًحٕس ان

 

 

 

 

EX1:-Find the volume of solid oblaind by rotating the region under the curve  y=(x)
1/2 

From 0 to 1 about x-axis 

 

 

 

 

 

 

 

EX2:-Find the volume of solid that results when the given en closed  by the given region 

the curve about the x-axis y1=x
2
, y2=0, x1=0, x2=2 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 EX3:- Find the volume of the solid that results when the region enclosed by cueves 

y=1+x
3
, x=1,y=9 is revolted about y-axis  

 

 

 

 

 yٔتًا إٌ انًُحٍُاخ دٔسآَا حٕل انًحٕس 
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 EX4:- Find the volume of the solid that results when the region enclosed by cueves 

x=y
2
, x=y+2 about y-axis  

 لإٌجاد حذٔد انركايم  x1=x2لاٌ حذٔد انركايم نى ذعطى َسأي 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(5-c7 ) الأطوالإيجاد 

Theorem:- 

If f(x) is smooth function on [a , b] then the arc length  = L of the curve  y=f(x)from x =a 

to x = b is defined by:- 
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EX1:-Find the arc length of the curve y =2x  

1/ using [1,2] from x-axis 

2/ using [2,4] from y-axis 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

EX2:-Find the arc length of the curve y of [0 ,1]  
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EX3:-Find the arc length of the curve y of [0 ,1]  
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 **انواجبات**

Q1/ Find the integral of the function  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q2/ Find the integral of the function  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Q3/  

 

 

 

 

 

Q4/ Find the Double integral of the functions  
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 Q5/ 

 

 

 

 

Q6/ Find the Double integral of the functions  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
[1 ,2]Q7:- Find the area between the curve y=x

2
 and the y-axis of  
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